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Introducción 


En los últimos años, en Ja enseñanza de las matemáticas en las 
facultades especializadas, se nota una serie de nuevas tendencias. 
Cabe apuntar las principales. 

a) Debido al desarrollo de la computación ha crecido sensibles 
mente el interés por los métodos numéricos de resolución de lo- 
problemas. 

b) So ha elevado la importancia del álgebra lineal. En muchos 
casos la geometría analítica so considera como una ilustración geo- 
métrica de los objetos geométricos correspondientes. 

о) Para las aplicaciones, se siente la necesidad del álgebra vec- 
torial, 

d) No so discute el hecho de que el especialista en ciencias natu- 
rales debe tener conocimientos del análisis armónico. 

e) Es necesario enseñar a los estudiantes los conceptos sobre los 
métodos numéricos (cuantitativos) de resolución de las ecuaciones 
diferenciales. Además, se deben impartir conocimientos sobre las 
ecuaciones de la física matemática. 

£) Para algunas especialidades se requiere un conocimiento bú- 
sico de los elementos de la teoría de las probabilidades. 

Este libro toma en consideración estos hechos, modernizando el 
curso de matemáticas superiores. 

La finalidad principal de la obra es la de servir como texto de 
estudio de matemáticas superiores para los estudiantes de las facul- 
tados de ciencias naturales (en especial de las facultades de geología, 
geografía, biología y agronomía). \ 

Además de la exposición de los conceptos más importantes, en 
el'libro so brindan aplicaciones en diversos campos. Actualmente 
las matemáticas superiores sirven de fundamento teórico de la 
mayoría de las disciplinas científico-naturales y técnicas. El dominio 
de los métodos matemáticos y la capacidad de utilizarlos en la prác- 
tica, son elementos imprescindibles para el buen desempeño de 
todo especialista en ciencias naturales. 

Los autores 


Capítulo І 


Sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares 
en el plano y su aplicación 
a problemas simples 


$ 1. Coordenadas cartesianas rectangulares 
de un punto sobre el plano 


Llámanse coordenadas de un punto sobre el plano a los números que 
determinan la posición del primero en el segundo. 

Las coordenadas cartesianas rectangulares sobre el plano se intro- 
ducen del modo siguiente: se elige en dicho plano un punto О (origen 
de las coordenadas) y dos rectas orientadas, perpendiculares entre sí, 
Ох y Oy (ejes de las coordenadas) que pasan por dicho punto (fig. 1). 
Para mayor comodidad del examen suponemos que el eje Oz (eje 
de las abscisas) es horizontal 
y está dirigido de izquierda 
а derecha, a que el eje Oy (eje 
de las ordenadas) es vertical 
y está dirigido de abajo hacia 
arriba; de este modo el eje Oy 
está girado con respecto al eje 
Ох en un ángulo de 90° en el 
sentido contrario al de las 
agujas del reloj"). Además se 
elige una escala para medir 
las distancias. 

Consideramos para un pun- 
to M dado, dos números: la 
abscisa z y la ordenada y. 

Llámase abscisa z al núme- 
ro que expresa, en cierta escala, 
la distancia entre el punto y el eje de las ordenadas tomado con el 
signo «+», si el punto está situado a la derecha del eje de las orde- 
nadas, y con el signo «—», si el punto se encuentra a la izquierda del 
eje de las ordenadas. 

Llámase ordenada y al número que expresa, en cierta escala (ge- 
neralmente la misma que para Ja abscisa) la distancia entre el punto 
у el eje de las abscisas tomado соп el signo «+», si el punto está 
encima del eje de abscisas, y con el signo «—», si el punto se sitúa 
por debajo del eje de las 'abscisas. 


Fig. 4 


1) La disposición de los ejes y la elección de sus sentidos positivo y nega- 
tivo son, en general, arbitrarias. 


14 Cap. 1. Sistema de coordenadas cartestanas 


Estos dos números z e y se toman como las coordenadas del pun- 
to M, pues determinan totalmente la posición del punto sobre el 
plano, es decir: a cada par de números x e y le corresponde un solo 
punto cuyas coordenadas son estos mismos números; y recíprocamente, 
cada punto del plano posee determinadas coordenadas т e y. Si un pun- 
to М tiene las coordenadas теу, 
esto se escribirá así: M (z, y) (pri- 
mero se escribe la abscisa т y des- 
pués la ordenada y). Como siempre 
el signo «+» puede ser omitido en 
la notación de las coordenadas. 

Los ejes Oz y Oy dividen el 
plano en cuatro partes llamadas 
cuadrantes. Efectuando la numera- 

Fig. 2 ción de estos cuadrantes (1, П, 111 

y IV) en el sentido contrario al de 

los agujas del reloj, y partiendo del cuadrante en el que las dos coor- 

denadas son positivas, se obtiene la tabla siguiente y la figura 2 
para los signos de las coordenadas: 


El segmento OM que une el origen de las coordenadas O con el 
punto M (fig. 6) se Пата radio vector de este punto. Designando con y 
el ángulo formado por el segmento OM y el sentido positivo del eje 
Ox, y con r su longitud, se deduce recurriendo al triángulo OMM’ 
para el punto M situado en el primer cuadrante: 


ан 
н ИЕ 


(0) 

No es difícil convencerse de que las fórmulas (1) serán justas 
para todas las coordenadas de los puntos situados en todos los cua- 
drantes. De este modo el signo de la abscisa т del punto M coincide con 
el де! созепо y el signo de su ordenada y coincide con el signo del 
seno en el cuadrante correspondiente. 

Es fácil ver que si un punto pertenece al eje de las abscisas, su 
ordenada y es igual a cero; si este punto pertenece al eje de las orde- 
nadas, su abscisa т ез nula y viceversa. Por consiguiente, si un punto 
coincide con el origen de las coordenadas, sus coordenadas serán 
iguales a cero. 
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EJEMPLO. Los puntos M, (д, 
de la fig, 1 tienen las coordenadas: 
R= —2, у= A = +5, Ya 


и). м. Кы уз), ETEA эз) у, Ma (д, 
аруа 2,0 = 13; ла = —4, уа = + 


Para abreviar, en adelante las coordenadas cartesianas rectan- 
gulares serán solamente llamadas coordenadas rectangulares. 

En los párrafos siguientes examinaremos la aplicación de las 
coordenadas rectangulares en el plano en la resolución de problemas 
sencillos. 


$ 2. Transformación del sistema 
de las coordenadas rectangulares 


Para resolver algunos problemas, a veces es útil elegir en reem- 
plazo del sistema de coordenadas dado Ozy otro sistema de coorde- 
nadas rectangulares O'x'y” orientado de un modo determinado res- 
pecto al primero. Por ejemplo, para el caso de los vuelos interpla- 
netarios, se puede utilizar un sistema 
do coordenadas, cuyo origen se en- 
cuentra en е] centro de la Tierra (sistema 
geocéntrico de coordenadas); pero es 
más cómodo utilizar un sistema de 
coordenadas con origen en el centro del 
Sol (sistema heliocéntrico de coorde- 
nadas). 

Surge el problema de cómo trans- 
formar un sistema de coordenadas en 
otro. 

Primeramente examinemos un caso 
muy simple (fig. 3) cuando los ejes 
del «nuevo sistema de coordenadas» O'z'y” son paralelos а los del 
«viejo sistema de coordenadas» Оху y tienen las mismas direcciones 
que las de este segundo sistema (traslación paralela del sistema 
de coordenadas). 

Supongamos que el origen del nuevo sistema de coordenadas es 
el punto O” cuyas coordenadas son (a, b) en el viejo sistema de coor- 
denadas. Entonces el punto M del plano, cuyas «viejas coordenadas» 
son (z, y), tendrá las «nuevas coordenadas» [2', у'] (para que resulte 
más claro las escribimos entre corchetes). De la fig. 3 obtenemos in- 
mediatamente 


y 


Fig. 3 


Y=z-a y=y-)b, 4) 


es decir, las nuevas coordenadas del punto son iguales a las viejas menos 
las viejas del nuevo origen. 
Recíprocamente, de las (1) hallamos 


z=7 +a, y=y +b. (2) 
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Supongamos ahora que el «nuevo sistema» de coordenadas Oz'y” 
соп el mismo origen O se hace girar eu un ángulo a respecto al «viejo 
sistema» (fig. 4), es decir, Z7'0z=a; el ángulo а se considera 
positivo, si el giro se produce en sentido contrario al de las agujas 
del reloj, y negativo, si el giro se realiza en el sentido opuesto (rota- 
ción del sistema de coordenadas). 

Designemos por В el ángulo formado por el radio vector г = ОМ 
del punto M y el eje Oz’; en este caso el segmento OM teniendo en 
cuenta el signo del ángulo $*), formará con el eje Oz un ángulo a + В. 
Ahora mediante las fórmulas (1) del $ 1 para cualquier posición del 
punto M, tendremos 


т = т cos (a + В) = r cos æ cos В — r sen œ sen Б, (9) 
e 

y = r sen (а + В) = r sen a cos B +reosasenf. (0) 

Como las nuevas coordenadas del punto M son, evidentemente, 

z = гсоз В, у = r sen ф, (5) 


a partic de las fórmulas (3) y (4) obtenemos 
2=2'Cosa—y'sena, ) 
y = 7’ sen a + у’ соз a. 


(6) 


Para memorizar mejor las fórmulas del sistema (6), se utiliza el 
método mnemotécnico siguiente: se dice que la primera fórmula de 
(6) contiene un desorden total y que 
la segunda contiene un orden total. 
Efectivamente, еп el segundo 
miembro de la primera fórmula, se 
tiene primero el coseno y luego el 
seno; además está presente el signo 
«—». La segunda fórmula del siste- 
ma (6) no posee, en este sentido, 
irregularidades. 

Las fórmulas (6) expresan las 
viejas coordenadas z e y del punto 
Pig. 4 M por medio de sus nuevas coorde- 

nadas 2' e у’. Para poder expresar 
las nuevas coordenadas 2' e y’ mediante las viejas z e y, es suficiente 
resolver el sistema (6) respecto a z’ e у. Sin embargo se puede pro- 
ceder de un modo más simple: a saber, tomamos el sistema Огу’ 
por el «viejo» y el sistema Огу, por el nuevo». Si en este caso se tiene 
en cuenta que el segundo sistema está girado а un ángulo —a respecto 


з) Aquí el ángulo ф se considera positivo, sí el radio vector OM está girado 
respecto al eje Oz” en el sentido contrario al de las agujas del reloj, y negativo, 
si está girado en el sentido de las agujas del reloj. 
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al primero y sistituimos en las fórmulas (6) т' e y” respectivamente 
por х еу y viceversa, además considerando que cos (0) = cos a y 
—sen q tendromos 


T = хсоз@-+ y sena, | 
y' = — z sen -- усоз@. 
Por fin, en el caso goneral cuando el nuevo origen de las соогіс 


nadas es el punto O” (а, b) y el eje O'z’ forma con el eje Oz un ángu- 
lo œ compatibilizando las fórmulas (2) y (6) hallamos 


(7) 


z=a+2' сова —у sena, з 
y O aca) 9 
De modo análogo, de las fórmulas (1) у (7) оБепетоѕ 
x' == (x — а) cosa + (y —b) sen a, | 9 
y = (х a) sona + (у) cosa. (9) 


Las relaciones (8) у (9) muestran que las fórmulas de transfor- 
mación de las coordenadas rectangulares (de traslación y de rotación 
de ejes) son funciones lineales 
tanto de Jas coordenadas nue- 
vas como de las viejas, es 
decir, en esas relaciones estas 
coordenadas son de primer 
grado. 


EJEMPLO. Al segmento OM, 
cuyo punto M tiene las coordena- 
das (z, y) se ha girado en un ángulo 
a = 120° en sentido contrario al 
de las agujas del reloj (fig. 5), 
¿Cuáles serán las coordenadas z * 
ву de la nueva posición M’ del Fig. 5 
punto М? 

Suponiendo que el punto Af está ligado con el sistema móvil de coor- 
denadas Ox'y' mediante las fórmulas (б), hallamos 


2 == т соз 120" — y sen 120° к= — (24y V3)/2, 
y =z зеп 121 + y соз 120° = (т YI—y)/2. 


$ 3. Distancia entre dos puntos en el plano 


1) Hallamos primeramente la distancia г desde un punto M (т, y) 
hasta el origen de las coordenadas O (0, 0) (fig. 6). 

La distancia r = OM es evidontemente la hipotenusa del trián- 
gulo rectángulo AOMM" cuyos catetos son OM’ = | z | y MM = 
=lyl 
2-0102 
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De acuerdo con el teorema de Pitágoras obtenemos 

VE Fy 

De este modo, la distancia desde un punto al origen de las coorde- 

nadas es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las 
coordenadas de este punto. 


2) En el caso general, supongamos que debemos hallar la distan- 
cin d = АВ entro los puntos А (ту, у) y B (ть ya) (fig 7). 


“т Р 
* GAA 

usp pr Tai gr 
La a) 

т 


Fig. 7 


'logimos un nuevo sistema de coordenadas Az'y', cuyo origen 
coincide con el punto A y sus ejes son paralolos a los anteriores 
y tienen respectivamente las mismas direcciones. En este caso, en el 
huevo sistema, las coordenadas de los puntos A y B serán ($ 2) 
ALO, 0] y B Íz, у, Ya — yl, de donde, basándonos en la fór- 
mula (1) obtenemos 


d= V {mnm 2) и), (2) 


es decir, la distancia entre dos puntos en el plano (cualquiera que sea 
la disposición de los mismos) es igual a la raíz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de las diferencias de las coordenadas respectivas de estos 
puntos. 


йот. La fórmula (д) da también la longitud del segmento АВ. 

Es fócil doterminar la dirección de esto segmento. A partir del triángulo 
rectangular ААВС Lenemos 

dy = doosa = ту — zy dy=dsma=y—y @) 


(dy Y dy son las proyecciones del segmento А В sobre los ejes de las coordenadas 
гу), de donde obtonemos 


жал = еси 
я айра tga= 


с ШЫ 221 


donde d so define por la fórmula (2). 

кувмріо, Un vehículose desplaza por ol terreno desde el punto А (—30, 80) 
hasta зро В (50, 20) (respecto а ип ciorto sistema de coordenadas Оху). 
Las coordenadas de los puntos están dadas en kilómetros. Hallar el tramo 4 
recorrido por el vehículo, si éste so desplaza en línea recta. 

Utilizando la fórmula (2) tenemos 


¿(TITO = V GTI 


100 (km). 
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$ 4. División del segmento en una relación dada 


Supongamos que el segmento AB (fig. 8) que une los puntos 
A (zı, уу) y В (Za, ya) está dividido por el punto С en dos segmentos 
C y CB. La relación entre los segmentos AC y CB es igual al 
(1>0): y 
4С. a) 
СВ 


Se requiere expresar las coordena- 
das т e y del punto С (z, y) рог 
medio de las coordenadas de los 
extremos del segmento 4B. 

Bajemos respectivamente las 
perpendiculares АА,, BB, y СС, 
desde los puntos A, В у Cal eje 
Ох. En este caso obtendremos que 
tres rectas paralelas A,A, C,C, 
B,B intersecan los lados del ángulo 
(no representado en la figura) formado por las rectas AB y Oz. Como 
se sabe de la geometría elemental un haz de rectas paralelas divide 
los lados de un ángulo en partes proporcionales; por eso 


АС, _ АС 


CB, TB" 


de donde basándose en la igualdad (1) tendremos 
Абу р, o 


En la fig. 8 se ve que A,C, = ОС, — ОА, = z — зу, CB, = 
= ОВ, — ОС, = х, — х. Sustituyendo estas expresiones en la fór- 
mula (2) obtendremos 

== „1. 


(8) 


Resolviendo la ecuación (3) respecto a la abscisa incógnita x tendre- 
mos 


222 


ntiz 
ie с эё. 
de modo análogo 
ya эш 
1+1 


Así, pues, las coordenadas del punto С (т, y) que dividen el seg- 
mento AB según la relación dada (desde A hacia B) se determinan 
por las fórmulas 


Елан = + 
И A (4) 
ih 
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Si el punto С divide el segmento AB en dos partes iguales, AC = 
= СВ y, por consiguiente, | = АС/СВ = 1. Designando las coor- 


denadas del punto medio del segmento АВ por т, y de la fórmula (4) 
obtendremos 


2-58, у-и, (5) 


es decir, las coordenadas del punto medio de un segmento son iguales 
a las semisumas de las coordenadas correspondientes de sus eztremos. 


NOTA. Para deducir las fórmulas (4) y (5) hemos supuesto que los extremos 
A y В del segmento AB están situados en el primer cuadrante y que, por соп- 
Siguiente, las coordenadas de los puntos А у В son positivas. Se puedo fácilmen- 
to demostrar que las fórmulas (4) y (5) serán también válidas en el caso cuando 
uno o los dos extremos del segmento AB están situados en otros cuadrantes y, 
por consiguiente, una o varias corde 

EJEMPLO. Calcular las coordenad 
mento AB entre los puntos А (— 


das de los puntos А у В son negativas. 
del punto С (z, A que divide el seg- 
—3) y В (4, —6) en la relación АС/СВ = 


En este caso І = 3/2 y, por consiguiente, 


+ hs -3+4 -0 A 
-= и ii 
+7 1+7 ® 


$ 5. Area de un triángulo 


Supongamos que es necesario hallar el área S del triángulo ABC 
(fig. 9) cuyos vértices son А (т, уу), В (ть Ya), С (=з, уз). 


Устар) 


Supongamos que АВ = с, АС = Ь y que los ángulos formados 
por estos lados y el eje Oz son respectivamente iguales a a y В. 
Sogún el $ 3 (véase la nota) tenemos (fig. 9) 
ena д 
А В' = с,=сзеп@ = у, 


(1 


$ 5. Area de un triángulo 2 


р С fl % 
AC" =b, зеп В = уу. a 

Sea ф = / САВ; es evidente (fig. 9) que q = В — а. Según la 
conocida fórmula trigonométrica obtenemos 


5 be son q =$ de sen ($ —a) = 


= 4 de (вепр соза cosp sen a) =$ (бус „— baty), (3) 
do donde, en virtud de los sistemas (1) y (2) tenemos 
5 ои) а zi) (220 (ои). (4) 


Es necesario remarcar que para otra disposición de los vértices 
la fórmula (4) puede dar un área negativa 5 del triángulo. Por eso la 
fórmula que determina el área del triángulo se escribe generalmente 
en forma siguiente 

1 n 
S= £ 1) (Иа) — (®з— 4) (Ya — Y), (4) 
donde el signo se elige de manera que dicha área sea positiva. 

Utilizando la noción de determinante de segundo orden 
ab 
cd 


se puede escribir la fórmula (4') en una forma más fácil para 
memorizar 


= а4— be 


HA 3—4 

а 5 
и-и и-и e 
La fórmula (4') so simplifica si el punto A (дү, у) se encuentra 


en el origen de las coordenadas. Es decir, suponiendo que 2, = 0, 
y, = 0 obtenemos 


Sit 


S= E + (ынаа). 


Si los puntos A, B, C pertenecen a una recta, el área S = 0; 
y a la inversa, si $ = 0, los vértices A, B y С pertenecen a una recta. 
EJEMPLO. Un solar tiene forma de triángulo cuyos vértices son А (—2, 
—1), B (3, 5) y C (—A, 4) (las dimensiones están indicadas en kilómetros). 
“Calcular ol ároa 5 де este solar. 
Según la fórmula (5) tonemos 
11342 —14+2 
кйшй. ура аи 
о sea 5 = 950 ha. 


51 
=$ +e 5|== + @5—6)=9,5 (km3, 
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onservación. El cálculo de un polígono se reduce a la determina- 
ción de áreas triangulares, Para eso es suficiente dividir el polígono 
en triángulos cuyas áreas se calculan por la fórmula (4). 


EJERCICIOS 


Bi 1; Marcar los puntos: A (2, 3), В (—4, 1), С 0, —3), D (—; 
(5, 0). 

Determinar las coordenadas de los vértices de un triángulo equilátero 
situado өп el primer cuadrante, de lado igual a 10, si uno de sus vértices coincido 
соп ol origen de Jas coordenadas O y la Базе del triángulo está situada en ol eje 


т. 

3. Determinar las coordenadas del punto M (z, y) simétrico al punto 
A (1, 2) respecto: a) al eje Oz; b) al eje Oy; с) a las bisectrices de los cuadrantes 
Ту ТЇ; a las biscctrices de los cuadrantes 11 y IV. 

Га recta МА es paralela al eje de las ordenadas y se encuentra a la dere- 
cha de éste a una distancia де 5 unidades. Hallar las coordenadas del punto Ay 
simétrico a) punto А (2, 4) respocto a la recta МЛ, así como las coordenadas 
del punto В, simétrico al punto В (—1, 3) respecto a la recta MN. 

3. Hallat sobro el eje Oz un punto situado a una distancia de 5 unidades del 


punto A (3, 4). 

6. El sogmento АВ, dondo A (2, 5) y В (4, 8) está dividido por el punto С 
según la relación de 2 : 3. Hallar las coordenadas del punto С. 

7. El punto С (2, 3) divide ol segmento AB еп una relación de 1 : 2. Hallar 
las coordonadas del punto В, si so sabe que las del punto А son z = 1e y = 2 

8. Los vértices de un triángulo son A (—2, 0); B (6, 6) y C (1, —4). Hi 
lar la longitud de ln bisectriz trazada a partir del vértice 4 

9. En los puntos А (—2, 1) y B (7. 4) están respectivamente situadas lus 
ваз m, = 10 g y ma = 20 g. Hallar las coordenadas del centro de masas de 
uste sistema. 

10. Hallar las coordenadas del centro de masas N do ша triángulo ABC con 
vértices A (2 1), В @, 0. C (h, 3) (El centro de masas del triángulo 
coincide con el punto de intersección de sus medianas. Como se sabe, este punto 
divido сайа una de les medianas según la relación de 2 : 1 conta partir 

е1 vértice. 

11. El segmento situado entre los puntos А (ze, ya) У B (z, y) está dividi- 
do өп n partes iguales. Determinar las coordenadas z; e p; (4 = 4,2 п!) 
de los puntos de división. 

(78: Calcular ol ёте de un trióngulo de vértices A (2, —2), В (1, 3) 
у С (3. A). 

8. Deriostrar que los puntos A (—7, —3), B (—1, 1) y C (2, 3) pertenecen 
a una misma recta, 

14, El área del triángulo ABC cuyos vértices son A (—2, 1), B (2, 2) y 
C (4, y) es igual a 15. Determinar la ordenada del vértice С. 

18) Un bosque tiene forma de cuadrilátero con vértices A (0 m, 200 m), 
В (200 m, 100 m), C (500 m, 300 m) y Р (100 m, 700 т). 

Hallar el área del bosque. 


Capítulo 11 


Ecuación de la línea 


$ t. Conjuntos 


Se entiendo por conjunto X = (z, z’, 27, ...) una colección 
de algunos elementos х, z’, z”, ... . Si х es un elemento dêl con- 
junto X, se escribe z € X (se lee: z pertenece al conjunto X); sí y 
по es un elemento de un conjunto X, se escribe y @Х (se leo: y по 
pertenece al conjunto X). 

EJEMPLO 1. X ез el conjunto de todos los estudiantes en el aula 
dada. 


EJEMPLO 2. X = (1, 2, 3, ...) ез el conjunto do números natu- 
rales. 

Es útil introducir la noción de conjunto vacío Ø, es decir, de 
un conjunto que no contiene elementos. Esto nos dispensa en par 
ticular de Ja necesidad de demostrar cada vez la existencia de nn 
solo elemento del conjunto dado. 

ESEMPLO 3. El conjunto de hombres con tres cabezas оз vacío. 

Los conjuntos X y X’ so consideran iguales: X = X’, si están 
compuestos por los mismos elementos. 

DEFINICIÓN 1. El conjunto Y, compuesto por una parte de elementos 
del conjunto X о que coincide con éste, se ilama subconjunto del con- 
junto X; en este caso se escribe 


Te% (1) 
Convenimos en considerar que el conjunto vacío es subconjunto 
de cualquier conjunto. 
Si los conjuntos se representan por medio de «figuras lógicas», 
a la relación (1) le corresponde la fig. 10. 


Utilizando ol símbolo Y que se leo «рага todo», se puedo mostrar 
la relación (1) bajo la forma equivalente siguiente: 


WEY =>yEX, (1) 


donde la flecha => reemplaza la palabra «implica». 

EJEMPLO 4. Sea X el conjunto de todos los estudiantes (varones 
y mujeres) de primer año y sea Y el conjunto de todas las estudiantes 
de primer año. Es evidente que Y с X. 

Si Y < Ху Х с Y, entonces, es evidente que X = Y. 

DEFINICIÓN 2. Se llama unión (suma) de dos conjuntos X e Y al 
conjunto X Y Y (el signo Y es el símbolo de unión) compuesto de todos 
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los elementos pertenecientes al menos a uno de los conjuntos dados, es 
decir, pertenecientes a X, a Y, о bien а X e Y simultáneamente (fig. 11). 

Análogamente se determina la unión de un número mayor de 
conjuntos. Por ejemplo, por unión X U Y U Z de tres conjuntos se 


Fig. 11 


entiende el conjunto de todos los elementos pertenecientes al menos 
a uno de tres conjuntos X, У, Z. Lógicamente, el símbolo de unión 
de conjuntos corresponde a la conjunción disyuntiva «o». 

esempLo 5. (1, 2, 3} U (2,3, 4) = (1, 2, 3, 4). 

DEFINICIÓN 3. Se Пата intersección (producto) de dos conjuntos 
X e Y al conjunto X (1 Y (N es el signo de intersección), compuesto 
de todos los elementos pertenecientes al mismo tiempo a X y a Y (parte 
común de dos conjuntos) (fig. 11). 


T 


Fig. 12 Fig. 13 


De este modo, el signo de intersección de conjuntos corresponde 
lógicamente a la conjunción copulativa «y». Si los conjuntos X e Y 
по poseen elementos comunes, la intersección de ellos es vacía: 


ХПУ= 5. 


Del mismo modo se define la intersección de un número mayor 
de conjuntos. Por ejemplo, por intersección X f) Yf Z de tres 
conjuntos se entiende el conjunto de todos los elementos pertenecien- 
tos al mismo tiempo a los conjuntos X, Y y Z. 

rsempro 6. (1, 2, 3) (2, 3, 4) = (2, 3). 
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DEFINICIÓN 4. Se llama diferencia de conjuntos X e Y (se escribe 
X.Y) al conjunto de los elementos de X que по pertenecen al conjun- 
to Y (fig. 12). 

Si Ус X, el conjunto УС = ХУУ se llama complemento del 
conjunto Y hasta el conjunto X (fig. 13). 

Es evidente que У |) У© = X, YN УС = Ø. 

esempLo 7. {1, 2, 3}N (2, 3, 4} = {1}. 


$ 2. El método de coordenadas en el plano 


En el capítulo 1 hemos visto cómo, utilizando las coordenadas 
rectangulares, los problemas geométricos se pueden resolver de 
modo puramente algebraico. 

La parte de las matemáticas que estudia las propiedades do las 
figuras geométricas con ayuda del álgebra se llama geometría anali- 
tica y la aplicación, para estos fines de las coordenadas, se llama 
método de coordenadas. 

Antes hemos utilizado el método de y 
coordenadas para resolver una serie de pro- E 
blemas importantes, pero particulares. Pasa- 
mos ahora а la exposición sistemática del 
método utilizado en la geometría analítica y 
para resolver el problema general que con- 
siste en estudiar, por medio del análisis 
matemático, la forma, disposición y las 
propiedades de una línea dada. 

Supongamos que tenemos una línea en el 
plano (fig. 14). Las coordenadas ze y de un 
punto perteneciente a esta línea no pueden 
ser arbitrarias; éstas deben ser sometidas a ciertas limitaciones con- 
dicionadas por las propiedades geométricas de la línea dada. La 
circunstancia de que los números z e y representan las coordenadas 
de un punto perteneciente a dicha línea se escribe analíticamente en 
forma de una ecuación, denominada ecuación de la línea en el plano. 

La esencia del método de coordenadas consiste өп que a cada línea 
le corresponde su ecuación?) y luego las propiedades de esta línea 
se estudian por medio de un análisis teórico de la ecuación corres- 
pondiente, 


$ 3. La línea considerada como un conjunto de puntos 


Una línea en el plano se define generalmente como un conjunto 
de puntos que poseen ciertas propiedades geométricas propias sola- 
mente a ellos. 


1) Más exactamente, una clase de ecuaciones equivalentes. 
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rsempLo 1. La circunferencia de radio R (fig. 15) es el conjunto 
de todos los puntos del plano situados a la distancia R del punto O 
(centro de la circunferencia). 

En otras palabras, sólo pertenecen a la circunferencia los puntos, 
cuya distoncia hasta el centro de la circunferencia es igual a su 
radio. 


Fig. 45 Fig. 46 


esemrzo 2. La bisectriz del ángulo ABC (fig. 16) es el conjunto 
de todos los puntos situados dentro del ángulo y equidistantes de 
sus lados. 

Esto confirma que: 1) para cada punto M de la bisectriz BD las 
longitudes do las perpendienlares MP y MQ bajadas respectivamente 
sobre los lados BA y BC del ángulo son igualos: MP = MQ; 2) cada 
punto interior del ángulo ABC, que no pertenece a su bisectriz, 
зе encuentra más cerca de uno de los lados del ángulo que del otro. 


$ 4. Ecuaciones de la línea en el plano 


Formulemos ahora una definición más precisa de la ecuación de 
una línea en el plano!). 

DEFINICION. Llámase ecuación deuna línea (ecuación de una 
curva) perteneciente al plano Оху a aquella а la cual satisfacen las 
coordenadas х e y de cada punto de la línea dada y no es satisfecha por 
las coordenadas de cualquier punto no situado sobre esta línea. 

De este modo para constatar que una ecuación dada ез la ecua- 
ción de una cierta línea K, es necesario y suficiente: 1) demostrar 
que las coordenadas de cualquier punto perteneciente a la línea К 
satisfacen esta ecuación; 2) demostrar, recíprocamente, que si las coor- 
denadas de cierto punto satisfacen esta ecnación, el punto obliga- 
toriamente pertenece a la línea К. 


1) En este libro por curva se entiende toda linea, independientemente de 
que sea recta о по. 
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De aquí automáticamente se deduce que: 1') si las coordenadas 
de cualquier punto no satisfacen la ecuación dada, el punto no 
pertenece a la línea К; 2”) si el punto no pertenece a la línea К, sus 
coordenadas т e y no satisfacen la ecuación dada. 

Si un punto M (т, y) se desplaza por la línea К, sus coordenadas 
же y, variando, satisfacen en todo momento la ecuación de esta curva, 
Por eso las coordenadas del punto Af (т, y) se llaman coordenadas 
corrientes del punto M de la línea K. 

Las coordenadas corrientes del punto M de la curva dada K 
sobre el plano Оху se designan generalmente con z ë y, la primera de 
ellas es la abscisa del punto M y la segunda, su ordenada. Sin embar- 
go, si resultaso conveniente, las coordenadas corrientes del punto M 
pueden ser designadas con cualesquiera letras, por ejemplo, M (X, Y) 
o M (Е, т), еіс. Así, por ejemplo, las 


ecuaciones y 

y=2% e Y =2X, НУР 
donde los puntos N (z, у) у N (X, Y) AA 
pertenecen al plano Ozy y son las ecua- 


ciones de una misma recta de este plano. 7 z 
La ecuación de la línea, noción fun- 

damental de la geometría analítica, se 

explica mediante una serio de ejemplos. 


EJEMPLO 1. Escribir la ecuación de una 
circunferencia, cuyo radio es igual a R, con 
centro en el origen de las coordenadas. 

Sobre la circunferencia (fig. 17) tomamos un punto arbitrario M (z, y) y lo 
unimos con el centro О. Según la definición de circunferencia, tenomos ОМ = А, 
es decir, У у= R, de donde 


24 = т. 


La ecuación (1) vincula entro sí ins coordenadas z е y de cada puuto de la 
circupferencia dada, Y а la inversa, si las coordenadas dol punto M (т, y) satis- 
facon la ecuación (1) es evidente que OM = R у, por consiguiente, el punto р 
tenece a nuestra circunferencia. De esto modo, 1а ecuación (1) es una circunfe- 
rencia de radio Л con centro en el origen de las coordenadas. 

EJEMPLO 2, Escribir las ecuaciones de bisectrices de ángulos de los cuadran- 
tos de las coordenada 


tenemos 
== o 


Recíprocamente, si las coordenadas z o y de un punto cualquiera M (z, y) 
satisfacen la ecuación (2), este punto evidentemente pertenece a la bisectriz de 
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os ángulos de los cuadrantes 1 y Ш. Рог eso la ecuación (2) corresponde a la bi- 
sectriz de los ángulos de los cuadrantes 1 y II. 

Examinemos ahora la bisectriz de los ángulos de los cuadrantes 11 y ТУ 
(tig. 18, 5). Tomemos sobre ésta un punto cualquiera N (z, y). Este punto puede 
estar situado en el 11 o en el ТУ cuadrante, pero sus coordenadas z е y son igua- 
les en valor absoluto y de signos contrarios. Por consiguiente, en ambos casos 
tenemos 

y=-2 (8) 


Y a la inversa, si un punto cualquiera N (z, y) satisface la ecuación (3), esto 

ponto ovidentemento pertenece a la bisectriz де los ángulos de los cuadrantes 

T y IV. De este modo, la ecuación (3) es la ecuación de la bisectriz de los ángulos 
de los cuadrantes 11 y ТУ. 


у) Mig) 


Fig. 18 


psempro з, Escribir la ecuación de una recta paralela al ejo de ordenadas. 
Soan la recta AB || Оу y el segmento OA = a (fig. 19, a). En esto caso, para 
todo punto M (z, y) de la recta AB la abscisa os 
z= а. 6) 
Recíprocamente, si la abscisa de un punto M (=, y) es igual a a, este punto 
pertenece a la recta AB. 
Do este modo, la ecuación (4) es Ja ecuación de una recta paralela al eje Oy 
quo so encuentra de éste a una distancia igual al valor numérico de a; esto va- 
Tores positivo, si la recta está situada а la derecha dol ojo Oy, y negativo si la 
recta se dispone a la izquierda del eje Oy. 
En particular, cuando a = 0 obtenemos la ecuación del eje de las ordenadas 
== 0. 
EJEMPLO 4. Formular la ecuación de la recta paralela al oje de las abscisas. 
De modo totalmente análogo, si la recta CD | Oz y ОС = b (fig. 19, b), su 
ecuación será 


y=b 
adomás, si la recta CD está encima del eje Oz, entonces b es positiva; si la recta 
CD se encuentra debajo del eje Oz, entonces b es negativ 
En particular, cuando b = 0, obtenemos la ecuación del oje do las abscisas: 
У Elemo э. Hallar la línea cuya distancia al punto В (12, 16) es dos veces 
mayor que la distancia al punto А (3, 4). 
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Si М (z, y) es un punto arbitrario de la línea incógnita, entonces según los 
datos del problema, tenemos 


2AM = BM. (5) 


Para formular la ecuación de esta línea se deben expresar AM y BM por 
medio de las coordenadas z e y del punto Af. Aplicando la fórmula do la distan- 
cia entre dos puntos ($ 3 del cap. 1) tenemos 


Ам = ү (ж FFU, BM=V ETE TN 
de donde según la ecuación (5) 
2 Ve ЭР4 = VERNE —46у#. 
Esta es la ecuación de la línea incógnita. 


Fig. 19 


Pero una ecuación no permite juzgar fácilmente acerca de la naturaleza 
de la línea, por озо es necesario simplificarla, Después cuadrado los 
dos miembros y eliminar los paréntesis obtenemos 


Art — 245 + 36 + 4y? — 32y + 64 = z? — 242 + 144 + y? — 32y + 250. 
Daspués de algunas transformaciones sencillas obtenemos la ecuación equiva- 
onte 
+ y? = 100. 


Comparando la ecuación obtenida con la (1) vemos que la línea incógnita 
es una circunferencia de radio 10, con centro en el origen do las coordenadas. 


$ 5. Trazado de una línea a partir de su ecuación 


Si las variables т e y están unidas por una ecuación, el conjunto 
de puntos M (z, y), cuyas coordenadas satisfacen a esta ecuación, 
representa, en general, una línea en el plano («imagen geométrica 
de la ecuación»). 
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En casos particulares esta línea puede degenerar en uno o en 
varios puntos. También son Posibles casos cuando a la ecuación no 
le corresponde un conjunto de puntos cualesquiera. 

Por ejemplo, a la ecuación 


@—1)#+(у—2)*=0 


le corresponde un solo punto (1, 2), porque a esta ecuación satisfaco 
un solo par de valores: z=1 о y=2. 


z A la ecuación 
2 +0 =A 
по le corresponde ningún conjunto de puntos 
porque a esta ecuación no puede satisfacer ningún 
valor real de z е y- 
Conociendo la ecuación de la línea ésta se 
puede construir punto por punto. 
EsemPLo. Trazar la línea expresada por la 
ecuación 
у=? (i) 
+ (generalmente se dice más brevemente: trazar 
эй la línea y = 22). 
ig. Dando en Ja ecuación (1) valores numéricos 


a la abscisa т y calculando los valores numéricos 
correspondientes de la ordenada y se obtiene la tabla siguiente: 


м -3 | -2 | -1| oja | 2 | 3 E 
E СА 8 
Después de marcar en el plano los puntos correspondientes, se ve 

que ellos determinan el trazado de cierta línea; el contorno de esta 

línea se aprecia con mayor claridad, si el número de puntos crece. 

Uniendo estos puntos con una línea, cuyo carácter tiene en cuenta la 


posición de los puntos intermedios), obtendremos la línea deter- 
minada por la ecuación (1) (fig. 20). Esta línea se llama parábola. 


$ 6. Algunos problemas elementales 


El conocimiento de la ecuación de una línea permite resolver 
fácilmente problemas sencillos relacionados con la posición de esta 
lnea en el plano. 


1) Para poder juzgar sobre la posición de los puntos intermedios de la línea 
tenemos que estudiar previamente las propiedades generales de la ecuación de 
la misma (véase el cap. XI más detalladamente). 


$ 6. Algunos problemas elementales и 


PROBLEMA 1. Sean dadas la ecuación de una línea К y las cootde- 
nadas de un punto M (a, b). Determinar, si el punto M pertenece 
a la línea K. 

En otras palabras, es preciso determinar sí pasa o no la línea K 
por el punto М. 

Partiendo de la noción de ecuación de la línea obtenemos la 
siguiente regla: para determinar, si el punto M pertenece a la línea К 
es necesario reemplazar con las coordenadas del punto las variables 
de esta ecuación. Si en este caso se cumple la ecuación (es decir, como 
resultado del reemplazo se obtiene una igualdad), el punto pertenece 
a la línea; en caso contrario, si las coordenadas del punto no satisfacen. la 
ecuación de la línea, este punto no pertenece a ella. 

En un caso particular, la línea pasa por el origen de las coorde- 
nadas si, y solo si, la ecuación de la línea so cumple para s= 0 
ey=0. 

FJEMVLO 1. Sea dada la circunferencia 

24 у = 25. (0 


los puntos М (—3, 4) y N (4, —2) pertenecen а esta сігсипіегеп- 


Determinar, 
cia. 

Introdu 
la identidad 


do las coordenadas del punto A еп la ecuación (1) obtenemos 
(3) -+ 4? = 25, 
Por consiguiente, el punto M perteneco a esta circunferenci 


De modo análogo, reemplazando las coordenadas del puni 
ción (1), tendremos 
да + (—2)* м 25. 


Do este modo, el punto № no pertenece a esta cirennferencia. 


N en la ccna- 


PROBLEMA 2. Hallar el punto de intersección de dos líneas dadas 
por sus ecuaciones. 

El punto де intersección perteneco al mismo tiempo a ambas 10- 
neas. Por consiguiente, las coordenadas de este punto satisfacen las 
ecuaciones de ambas líneas. De aquí obtenemos la siguiente regla: 
para hallar las coordenadas del punto de intersección de dos líneas es 
suficiente resolver el sistema formado por sus ecuaciones. Si este sistema 
no tiene soluciones reales, las líneas no se intersocan. 


EJEMPLO 2. Hallar los puntos de intorsección de la parábola y = z? con la 
recta y = 4. 
Resolviendo el sistema 


obtenemos dos puntos de intersección А (—2, 4) y B (2, 4). 


PROBLEMA 3. Hallar los puntos de intersección de una línea dada 
con los ejes de coordenadas. 
Este problema es un caso particular del problema 2. 
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Toniendo en cuenta que la ecuación del eje Oz es y = 0 obtene- 
mos la regla: para hallar las abscisas de los puntos de intersección de la 
línea dada con el eje Ox es necesario tomar y = 0 en la ecuación de esta 
línea y resolver la ecuación obtenida 
respecto a т. 

Del mismo modo, la ecuación 
del cje Oy es z=0, de donde 
obtenemos la regla: para hallar las 
ordenadas de los puntos de inter- 
sección de la línea dada con el eje Oy 
se debe tomar x = Qen la ecuación 
de esta línea y resolver la ecuación 
obtenida respecto a y. 


EJEMPLO л. Hallar los puntos de 
intersección de la circunferencia 


+y e 
con les ejes de las coordenadas. 

Considerando que en 1а ecuación 
(2), y == 0, obtenemos з? = 1, se decir 
z, = —1 y xa = 4. Do aquí hallamos los dos puntos de intersección de esta 
circunferencia con ol eje Ох (fig. 24): А (—1, 0) ‚ 0). 

'Del mismo modo, considerando que еп la ecuación (2) z = 0 obtenemos 
ya = 4, es decir, y, = —1 o ya = 1, Por consiguiente, hay dos puntos de inter- 
Sección da esta circunferencia con el ejo Oy (fig. 24): С (0, —4) y D (0, 1). 


$ 7. Dos problemas fundamentales 
de la geometría analítica en el plano 


Resumiendo el contenido de este capítulo, se puede decir que 
a cada línea en el plano le corresponde cierta ecuación entre las coor- 
denadas corrientes (т, y) de un punto de esta línea. Y viceversa, 
а cada ecuación соп z e y, donde z e y son las coordenadas de un punto 
en el plano, le corresponde en general cierta línea cuyas propiedades 
son enteramente determinadas por esta ecuación. 

Como resultado surgen, naturalmente, dos problemas fundamen- 
tales de la geometría analítica en el plano. 

1) Dada una línea, considerada como un conjunto de puntos, escri- 
bir la ecuación de esta línea. 

2) Sea dada la ecuación de una línea. Con ayuda de esta ecuación 
estudiar las propiedades geométricas (la forma y disposición) de esta 
línea. 


$ 8. Líneas algebraicas 


юветнстОм. Llámose línea (o curva) de grado п (в = 1, 2...) 
a la determinada por una ecuación de grado n respecto a las coordenadas 
rectangulares corrientes. 
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Tales líneas se llaman algobraicas. Por ejemplo, las líneas 
=+у1 50, 2y4y=1, P+y—3y=0 


son respectivamente curvas de primero, segundo y tercer grado. 
La forma general de una curva de primer grado es 


Ах + Ву +С = 0, 


donde Jos coeficientes А у B по son simultáneamente iguales а cero, 
es decir, A? -+ B? 520. Como se demostrará más adelante (véase 
el cap. 111) todas las curvas de primer grado son líneas rectas. 

La forma general de una curva de segundo grado es 


Аа + Bay + Cy? + Ре + Ey +F =0, 


donde los coeficientes A, B y C no son simultáneamente iguales 
a cero, es decir, A? + B? + С? #0. 

Obsorvemos que no a toda ecuación de segundo orden le corres- 
ponde una curva real en el plano. Por ejemplo, a la ecuación 2* + 
+ 2zy 4- у? 4-1 = 0 no le corresponde ninguna curva sobre el 
plano Ozy, porquo es evidente que no existen números reales z e y 
que satisfagan esta ecuación. 

En los capítulos siguientes estudiaremos detalladamente la 
curva de primer grado (línea recta) y examinaremos las principales 
cuevas de segundo grado (circunferencia, elipse, hipérbola, pará- 
bola). 


La ecuación de una curva de grado n puedo ser escrita en la forma siguiente: 
^ 
Y apan, K) 


donde por lo menos uno de los coeficientes dominantes apg , es decir, tales que 
р + @ = n, so diferencia de У) es el signo do la suma). 
Soñalemos una propiedad importante: el grado de la curva (1) no de- 
pende de la elección del sistema de coordenadas rectangulares, 
Efectivamente, eligiendo otro sistema de coordenadas rectangulares 0'д'у” 
a partir de las fórmulas de transformación ($ 2) tenemos 


та Быу ter } 
Y=02 + by + 
donde а, by, сү (t = 4, 2) son cooficiontes constantes, 


¿De aquí resulta que la ecuación de la curva (1) en las nuevas coordonadas 
O'x y tiene la forma 

2 
o 


э. 
Ее 


@ 


уулуң =, @) 


donde n’ es el grado de la curva transformada. Es evidente que n’ < п, 
з-0102 
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ión (3) y efectuando el paso inver- 
z, у, obtendremos la ecuación (1) 


Do modo análogo, parti 
зо de las coordenadas 2”, y' a las coordena 
en la cual n< n’. Por consiguiente, n’ = n. 


EJERCICIOS 


1. Escribir la ecuación de la línea, con la distancia de sus puntos hasta el 


eje Oz dos veces mayor que hasta el eje Oy. 
2. Escribir la ecuación de la línea, cuyos puntos son equidistantes de los 


puntos dados: 4 (2, 1) y B Es 9 
Cuál es la curva que describe el centro de gravedad del triángulo АВС 
cuyos vértices А (8, 0) y (576, 0) son fijo, sl el tercer С (za, ya) describe la 
circunferencia г; У! 
ty 201936 бона ада corresponden a las ecuaciones: a) zy = 0; 
z 


alo; + 2 = O; 0) 22 — zy = 07 
б. atai dos sus panic Ls curvas dadas pot las ecuaciones: a) y = 
БЕ ат у= 2z — 1; с) y = + УЗ 11; d) yu E 100% 
6, Indicar cuáles puntos de A (0,0), B (1, 1), C (1, 4), D (~1, —1), 
E (4,3 pertenecen a la curva y = 2" y cuáles т. 


allar los puntos de intersección de la curva y = 2 + z — х* con los 


le las Бусзр=т— 
8. Hallar los puntos de intersección de la circunferencia z? + y? = 8 con 


la recta z — y = 


Capítulo 111 
La línea recta 


$ 1. Ecuación de la recta 


Sea PQ cierta recta perteneciente al plano Огу (fig. 22). Trate- 
mos рог un punto arbitrario Ma (20, ус) de esta recta (llamado: con- 
dicionalmente «punto de partida») una línea rècta Moz" paralela 
val eje Ox y orientada en el mismo sentido que este eje. En este caso 
el ángulo menor no negativo y = QM (0< <a), formado 


Fig. 22 Fig. 23 


por la semirrecta М ,0 situada encima del eje М’ o en este eje, y el 
eje Moz’, se Пата ángulo entre la recta dada y el eje От. Es evidente 
que este ángulo no depende de la selección del punto Mo. Si la recta 
PQ corta el eje Ох en cierto punto А (a, 0), ф es el ángulo ordinario 
entre Jas dos rectas orientadas. Si PQ || Ox, es evidente que ф = 0. 
El punto de partida Mọ de la recta y el ángulo q («dirección de la 
тн) determinan simplemente la posición de esta recta sobre el 
апо. 

K 1) Sea primeramente 0 < p < 1/2. En este caso la recta PQ 
corta el eje Oy en un punto B (0, b), que puede ser considerado como 
el punto de partida. 

Sea y = NM la ordenada del punto corriente M (z, y) de la recta 
(fig. 23) que se compone de dos partes: 


y=NC+CM, a) 
la primera de las cuales es constante y la segunda, variable. Al intro- 
a 


ducir el coeficiente angular tg q =k, de la fig. 23 se tiene, para 
=>0, 


NC=b у CM=BCtgp=kz. (2) 
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De este modo, рага z = 0, 
y=b+kz (3) 


No es difícil de demostrar que la fórmula (3) es también válida 
para т<0. 

Acabamos de demostrar que las coordenadas de cualquier punto 
М (т, y) de la recta PQ satisfacen la ecuación (3). Es fácil conven- 
сегпоз de lo opuesto: si las coordenadas de un punto cualquiera 
М, (21, ys) satisfacen la ecuación (3), el punto M, pertenece nece- 
sariamente a la recta PQ. Por consiguiente, la ecuación (3) es la de la 
recta PQ (llamada ecuación de la recta con coeficiente angular). Las 
magnitudes constantes b y k (parámetros) tienen las significaciones 
siguientes: b = ОВ es el segmento inicial (más exactamente, la 
ordenada al origen) y k = tg q es el coeficiente angular. Remarquemos 
que si el punto В está situado encima del eje Ох, b>0 y si B se 
encuentra debajo del eje Oz, b < 0. Cuando b = 0, la recta pasa por 
el origen de las coordenadas y su ecuación es 


у= kz. (4) 
Cuando k = 0 obtenemos la ecuación de una recta paralela al eje Ол: 
y=b. 


2) Si л/2 < p < x, mediante razonamientos análogos llegamos 
también a la ecuación (3). 

3) Si ф = д/2, es decir, la recta AB es perpendicular al oje Ол, 
su ecuación es (véase el cap. П) 


z=a, (5) 


donde a es la abscisa de la traza de esta recta sobre ol eje Oz (es 
decir, la abscisa del punto donde ella corta el eje Ол). 

OBSERVACIÓN. Como casos particulares obtenemos las ecuaciones 
de los ejes de las coordenadas: 


y=0 (eje Oz) y == 0 (eje Oy). (6) 
Es fácil construir una recta según su ecuación. 
BIÉmPLO. Construir la recta dada por la ecuación 


3 
ya 

Se sabo quo dos puntos determinan por completo la posición de una recta: 
por eso es suficiente con hallar dos puntos por los cuales pasa la recta. En esta 
Souación b = —4. Por consiguiente, la recta pasa por el punto В (0, —4). 
Por otro lado, las coordenadas z е y de cualquier punto perteneciente a nuestra 
rocta están relacionadas con la ecuación dada. Por eso, al conocer la abscisa do 
ча punto de la recta, por medio de la ecuación de ésta hallaremos la ordenada de 
este punto. Supongamos, por ejemplo, que mediante la ecuación de la 


$ 2. Angulo entre dos rectas 3 


recta obtenemos у == —1, De este modo, nuestra recta pasa por los puntos 
A (2, —1) y В (0, —4). Al construir estos puntos por sus coordenadas y trazar 
or ellos una recta (ig. 24) obtendremos la recta 

scada. 


De lo explicado se deduce que para una 
recta arbitraria en el plano se puede com- 
Poner su ecuación; a la inversa, conociendo 
la ecuación de una recta, se puede cons- 
truirla, De este modo, la ecuación de una 
recta caracteriza completamente su posición 
sobre el plano. 

De las fórmulas (3) y (5) so deduce que 
la ecuación de una recta es de primer grado 
respecto a las coordenadas corrientes х e y. 
Es también justa la afirmación recíproca. 

TEOREMA. Toda ecuación no degenerada 
de primer grado 

Ar+By+C=0 (4° + В? 520) (7) 
es la ecuación de una línea recta perteneciente al plano Озу (ecuación 
general de la recta). 


DEMOSTRACION. 1) Sea primeramente B 520. En esto caso la ecua- 
ción (7) puede ser escrita así: 


Fig. 24 


y=—$a5. 6 


Comparándola con la (3) obtenemos que ésta es la ecuación de la 
recta con coeficiente angular К == —А/В y la ordenada al origen 
b = —С/В. 

С) Sen ahora В = 0; еп oste caso А 90. Tenemos, Az -t C = 
oy 

z= —С/А. @) 

La ecuación (9) es la de una recta paralela al eje Oy que corta un 
segmento a = —C/A en el eje Oz. 


Todos los casos posibles están agotados, el teorema queda de- 
mostrado. 


$ 2. Ángulo entre dos rectas 


Examinemos dos rectas (no paralelas al eje Oy) representadas por 
sus ecuaciones con coeficientes angulares (fig. 25): 


y=kz+b, donde k=tgọ a) 


y=k'z4b', donde k'=tgg' (2 
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Se requiere determinar el ángulo © entre ellas. Más exactamente 
entendremos por 8 el ángulo más pequeño obtenido como resultado 
de una rotación en sentido contrario al de las agujas del reloj de la 
segunda recta, respecto a la primera (0 < 8 < л). Este ángulo Ө 
(fig. 25) es igual al ángulo ACB del triángulo АВС. Como so sabe 
de la geometría elemental, el ángulo 
exterior de un triángulo es igual a la 
suma de los ángulos interiores no 
adyacentes. Por eso 


P=p+0 о =$ —q 
de aquí, aplicando una conocida fór- 
mula trigonométrica, obtenemos 


П gp —\ 
O = Дуу 
Sustituyendo tg Фф y tg y” respecti- 
vamente por К y k' tendremos defi- 
nitivamente 


Fig. 25 woi. (3) 


La fórmula (3) da la expresión de la tangente del ángulo entre dos 
rectas por los coeficientes angulares de estas rectas. 
Ahora deduzcamos las condiciones de paralelismo y perpendicu- 
laridad de dos rectas. 
Si las rectas (1) y (2) son paralelas, entonces ф' = Ф y, рог con- 
siguiente, 
к=к (4) 


Recíprocamente, si se cumple la condición (4), teniendo en cuenta 
que q' y ф se encuentran dentro de los límites de 0 a л tenemos 


Фф = Ф, (5) 


y, por consiguiente, las rectas examinadas son paralelas o se juntan 
(paralelismo өп sentido amplio). 

REGLA 1, Las rectas sobre el plano son paralelas (en sentido amplio), 
si, y sólo si, sus coeficientes angulares son iguales entre sí. 

дов rectas son perpendiculares, Ө = 1/2 y, por consiguiente, 


1 1+ 
сше 20 


de aquí 1-+kk'=0 y 
k = – Ик. (6) 


Es también justa la afirmación recíproca. 
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вкага з, Dos rectas en el plano son perpendiculares si, y sólo si, 
sus coeficientes angulares son inversos y de signos contrarios!). 
Sean dadas ahora las ecuaciones de las rectas en forma general: 


Ах + Ву +С = 0 (7) 
Ў 

A'z -+ Ву + C = 0. (8) 

Suponiendo que В 0 y B' 40 obtenemos 

A e n 

s=-3 -T (1) 
e 

(8) 

Por consiguiente, los coeficientes angulares de estas rectas son: 

A * Y 
kh, Ке=-%. (9) 


Con ayuda de la fórmula (3) realizando cálculos sencillos, hallamos 
la tangente del ángulo formado por estas rectas: 


AB'—A'B 
O FAFE an 


ре ш obtenemos: 1) la condición de paralelismo de dos rectas 


L=% (11) 
y 2) la condición de perpendicularidad de dos rectas (Ө = 1/2) 
АА' + ВВ' = 0. (12) 


Destaquemos, en particular, que las rectas 
Ar+By+C=0 у Br—Ay+C,=0 
son mutuamente perpendiculares. 


EJEMPLO, Determinar el ángulo formado por las rectas y = = e у= 
= 1,001 2410. 
Aquí los coeficientes angulares de las rectas son: k = 1 y К = 1,001. 
Mediante la fórmula (3) obtenemos 
1.0014 __ 0.004 00051 
60 Panor = и ~ 050005 =-эууу-. 


3) Para las rectas paralelas a los ejes Oz y Oy se supone que 1/0 = co y 
1/00 = 0. 
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Puesto que para los ángulos Ө pequeños es válida la igualdad aproximada 
8 æ tg 0, entonces 


A ШЕ мт, 


$ 3. Ecuación de la recta que pasa рог un punto conocido 
en una dirección dada 


Sea que la recta PM forma un ángulo Ф con la dirección positiva 
del eje Oz (fig. 26) y pasa por el punto dado Р (z,, yy). Deduzcamos 
la ecuación de esta recta, suponiendo primero que no es paralela 
al eje Оу. 


y 
y Жуу) 
беу) 
2 
Fig. 26 Fig. 27 


En este caso, como sabemos, la ecuación de la recta se escribe así: 
у= kr +b, (0 

donde: k = tg ф ез el coeficiente angular de la recta; b, la longitud 
del segmento cortado por nuestra recta sobre el eje Oy. Como el 


punto P (дү, yı) pertenece а la recta РМ, sus coordenadas ху еу, 
satisfacen lo ecuación (1), es decir, 


Ya = kz, +b. 2 
Sustrayendo la igualdad (2) de la (1), obtendremos 
y— = k (= — 2). (3) 


Ésta es precisamente la ecuación de la recta incógnita. 
Si la recta que pasa por el punto Р (ту, у) es paralela al eje Oy, 
su ecuación será, evidentemente 


г= а. (4) 


Si k es un número dado, la ecuación (3) representa una recta bien 
determinada. Si k es un parámetro variable, esta ecuación determina 
un haz de recras que pasan por el punto Р (ту, y) (fig. 27). En este 
caso k so llama parámetro del haz. 


$ 4. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos 41 


EJEMPLO 1. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto Р (3, 2) 
y es paralela a la recta; 


Puesto que la recta incógnita es paralela a la recta dada, su coeficionto an- 
gular ka a Por consiguiente, según la fórmula (3) la ecuación de esta recta 
зо escril 


4 
0—2= 32—39 
4 
›=ў—?. 


EJEMPLO 2. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto P (4, 5) 
y es perpendicular a la recta: 


и=—32+7. 
Puesto que la recta incógnita os perpendicular a la recta con cooficiente an- 


gular k = —2/3, entonces su coeficiente angular es +” = —1/k = 3/2. Por con- 
siguiente, según la fórmula (3), la ecuación de esta recta es: 


yd (4 
o, en definitiva, 


het. 


$ 4. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados 


Sa sabe que por dos puntos que no coinciden so puede trazar 
solamente una recta. Determinemos la ecuación de la recta que 
pasa por los puntos Р (ту, уз) у Q (Za, Ya). 

Supongamos primero que z, Z, es decir, la recta PQ по es 
paralela al eje Oy. Puesto que la recta PQ pasa por el punto Р (ху, yı), 
su ecuación tiene la forma (véase el $ 3) 


у— уу = k (z — z), [0] 


donde k es el coeficiente angular desconocido de esta recta. Sin 
embargo, se sabe que nuestra recta pasa también por el punto 
0 (az, у), por eso las coordenadas z; e y, de este punto deben satis- 
facer la ecuación (1). De aquí, 


Ya — = k (z, — 21) 
y, por consiguiente, рага т, +z, tenemos 


к= э 


== (2 
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Sustituyendo la expresión (2) del coeficiente angular К en la 
ecuación (1) obtenemos la ecuación de la recta PQ: 


B 


Esta ecuación para y, = у, puede ser también escrita en forma 
de proporción 


25 _ у—й 


> (3) 


Si z, = т, es decir, la recta que pasa por los puntos Р (ту, у) 
y Q (Za, ya) es paralela al eje Oy, la ecuación de esta recta será evi- 
dentemente 
2-2. 


отари. Escribirla ecuación de la recta que рава рог los puntos Р (4, —2) 
У 9 Según la ecuación (3) tenemos 


HE o bien у=—:+2. 


$ 5. Ecuación de la recta en «segmentos» 


Deduzcamos la ecuación de la recta cuya posición en el plano está 
definida por los segmentos no nulos que ella corta al intersecar 
los ojes de las coordenadas. Supongamos, por ejemplo, que la recta 
AB corta sobre el eje Oz el segmento ОА == a y sobre el eje Oy, el 
segmento OB = b (fig. 28). Con todo eso está claro que la posición 
de la recta está enteramente determinada. 

Para deducir la ecuación de la recta AB notemos que ella pasa 
por los puntos А (а, 0) y В (0, b); por eso su ecuación se deduce 
fácilmente de la ecuación (3') (véase el $ 4), si consideramos que 
дуа, y =0 y з = 0, ya =b. 
Tenemos 


de donde 


у, finalmente, 
Fig. 28 += de (1) 


La ecuación obtenida es precisamente la ecuación de la recta еп 
«segmentos». Aquí z е y son habitualmente las coordenadas de un pun- 
to arbitrario M (z, y) situado sobre la recta AB (fig. 28). 
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ЕзЕМРГО. Escribir las ecuaciones de corta el segmento ОА = 
= 5 sobre ol eje Oz y el segmento ОВ = —4 зо у. 
Suponiendo que en la ecuación (1) a = 5 y b = —4 obtendremos 


фе. о bien ¿E 


OBSERVACIÓN. La ecuación de una recta que pasa por el orígen de las coor- 
denadas o que es paralela a uno de los ejes, no puedo ser escrita como la ecuación 
de una recta en «segmentos». 


$ 6. Punto de intersección de dos rectas 


Sean dadas dos rectas 
Ат + Ву +С = 0 a) 


А'= + Ву +C = 0. (2) 
El punto de intersección de estas rectas pertenece tanto а la 
primera como a la segunda. Por eso las coordenadas del punto de 
intersección deben satisfacer tanto la ecuación de la primera recta 
como la de la segunda. Por consiguiente, para hallar las coordenadas 
del punto de intersección de dos rectas es suficiente resolver el sistema 
formado por las ecuaciones de estas rectas. 
Eliminando sucesivamente las incógnitas z e y de las ecuaciones 
(4) y (2) tendremos 


(АВ' — A'B) z + (CB' — C'B) = 0 (8) 
(AB" — A'B) y + (АС' — А'С) = 0. (4) 


De aquí, si AB' — A'B 520, obtenemos para las coordenadas 
del punto de intersección de las rectas, las expresiones siguientes: 
z= — СВ'_С'В S C (5) 
ABAD? Y ABRE ' 
o, introduciendo los determinantes de segundo ordon (véase el $ 5 
del cap. I), tenemos 


y 


| | lá с 

с Be Да сг 

te RA (6) 
2 > а в] 


Para las rectas (1) y (2) son posibles los tres casos siguientes. 
1) АВ' —A'B 520, es decir, 
А' B 
а 
Según el $ 2 las rectas no son paralelas. Las coordenadas de su 
único punto de intersección se determinan mediante las fórmulas (6). 
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2) АВ — A'B = 0, СВ —С'В +00 АС — А'С 0, es decir, 
a В' с 
а 
Las rectas son paralelas (véase el $ 2) у по hay punto de intersección. 
Analíticamente se ve que por lo menos una de las ecuaciones (3) 
6 (4) contradice las condiciones iniciales y esto significa que el siste- 
ma (1) y (2) es incompatible. 
3) AR' A'B =0, CB' C'B=0,AC' A'C = 0, es decir, 


E 
Las rectas (1) y (2) se juntan y de este modo existe un sinnúmero de 
puntos de intersección. En este caso los primeros miembros delas 
ecuaciones (1) y (2) difieren solamente por un factor constante y, 
por consiguiente, el sistema de estas ecuaciones admite un sinnú- 
mero de soluciones. 
ExempLo. Resolviendo el sistema de ecuaciones de las rectas 
3x4 4y—10 
224-5у—9 
бирне у= З, те, Рос conslgulénta, eetasrectás oó tnterneoan en ol pun- 


$ 7. Distancia de un punto а una recta 
Examinemos la recta KZ representada por la ecuación general 
Ах + Ву+С = 0 a) 


y el punto M (т, y;). Como distancia entre el punto M y la recta KL 
(o entro la recta KZ y el punto M) se entiende la longitud de la per- 


Fig. 29 


pendicular d = MN (MN 1. КІ) bajada desde el punto M hasta 
а recta KL (fig, 29). 
La ecuación de la perpendicular MN puede ser escrita en la forma 
(véase el $ 2) 
B(2=2)—A (у —Y)=0, (2) 
de donde, para el pie de la perpendicular N (=, уз) tendremos 
B (2, — д) — А (Ya — Y) = 0 (3) 
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у, por consiguiente, 


na hh ш, 4) 


donde ? es el factor de proporcionalidad. Por eso 


а= У.) УА и. (5) 

Por otro lado, teniendo en cuenta que el punto MN (Za, y2) se 

encuentra en la recta KZ y que mediante la (4) tenemos z; = тү + At, 
Ya = yı + Bt, obtenemos 


Аг, + Ву, + С = А (z, + At) + В (y, + Bt) +С = 
= (Azı + By, + C) + t (A? + В?) = 0. 


A: B: с 
tatay, © 


De este modo en virtud de Ја fórmula (5) tenemos 
PODES PEZ т 
Улт 7 m 


En particular, suponiendo que z, = 0, y, = 0, obtenemos la dis- 
tancia de la recta hasta el origen de las coordenadas 


Por consiguiente, 


(8) 


omservación. Al dividir los dos miembros de la ecuación de la 
recta (1) por YAT} 2 obtendremos la ecuación 


Az+By+C o, (9) 
A+ j 
cuyo miembro indepenendiento VATE es numéricamente igual 


a la distancia entre la recta y el origen do las coordenadas. Esta 
ecuación de la recta se denomina normada. 

Do la fórmula (7) obtenemos la regla: para determinar la distancia 
de un punto a una recta, es necesario introducir en el primer miembro de 
la ecuación normada de esta recta las coordenadas del punto dado y cal- 
cular el valor absoluto del resultado obtenido. 


EsempLo. Determinar la distancia entre el punto M (—2, 7) y la recta 
242 -+ Ty — 2 = 0. 
Normando la ecuación de esta recta tendremos 


azt? o, 


de donde la distancia buscada es 
а124:0—2)67:7—21 
сааса н +] 
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EJERCICIOS 


1. Trazar las rectas dadas por las ecuaciones: 

a) y = 2х — 4; b) 2z — 3 6 = 0. 

2. Las basos de un trapecio isósceles sun iguales a 10 y 6, el ángulo a la 
base es de 60°. Escribir las ecuaciones de los lados de este trapecio tomando como 
ejes de coordenadas la base mayor y el eje de simetría del trapecio. 

3. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto М (3, 4) y forma 
un ángulo de 45° con la recta у = 2z + 4. 

4, Escribir la ecuación de |а recta paralela a las rectas 3z -+ 2y — 6 = 0, 
6z + 4y — 3 == 0 y equidistante de ellas. 

'5. Soa dado ol segmento AB cuyos extremos son А (—3, 2) y B (A, —1). 
Escribir la ecuación de la recta que une el punto medio del segmento con el ori- 


gen de las coordena 
6. Sea dado el tri s son А (4,2), B (—2, 4) 
i que pasa por el vórtico С y 


allar su longitud 
Sea dado 

o —5). Escri 
lar su longitud. 

8. Sea dado el triángulo ABC cuyos vérticos son A (6, 4), В (3, 5) y 
C (—2, 6). Escribir la ecuación de la recta que pasa por el vértice А y es pa- 
ralela a la mediana que pasa por el vértice В. 

9. Trazar la recta que pasa por el punto (5, 2) y corta segmontos iguales so- 
bre lo: las соо! 

10. El espesor 


jes de ada 
idl = 15 m cuando ® 


triángulo ABC cuyos vértices son А (5, 3), В (—3, 4) 
la ecuación de la altura que pasa por el vértico B y РИ 


g 


pa carbonífera es y, = 5 m cuando z; = 100 m 
lar la ley de variac 


na, 
= 200 m. Suponiendo que la capa tiene forma do cuña, 
п de su espesor y en función de la distancia z. ¿Cuál será 

el espesor cuando z = 300 m? ¿En qué punto del cort 

y = 10 ma 


el espesor de la copa 

11. Hallar ol punto de intersección de las rectas: 

a) 5z — 7у — 20 =0 y Tz— 10y + 15 = 0; 

b) 2r +3y—7=0 y 4+ бр = 

с) 2z—y=0 y 2—05y = 0. 

12. Escribir la ecuación de la rocta que pasa por el punto d 
de las rectas 3z -+ 4y — 7 = 0, 52 + Зу — 8 = 0 y el origen do 
аз. 


intersección 
coordena- 


13. Hallar la proyección del punto M (1. 2) sobre la secta Бе + Зу -+ 20 = 0. 

14. Una recta pasa por el origen de las coordenadas y forma con el oj 
Os. wn ángulo æ; otea recta pasa por el punto А (a, 0) y forma con el eje Oz un ún- 
guio $ (2.25 р). Hallar el punto de intersección de estas rectas 

15. Sea dado un triángulo cuyos vértices son А (—2, 1), B (2, —1), 
С (4, 3). Determinar los coordenadas del punto de intersección de las medianas 
de oste triángulo. 

46. Las ecuaciones de los lados del triángulo ABC son: z + Ту —41 = Q 
(АВ); 224 у +4 = 0 (BC); З= — 5y — 7 = 0 (CA). Calcular el área del 
triángulo ABC. 

17. Hallar las distancias entre los puntos O (0, 0), A (1, 2), B (2, 1) y 
la recta 3z — ду + 10 = 0. 

18. Sea dado un triángulo cuyos vértices son А (1. 1), B (—2, 5) y C (> 
Паг la altura del triángulo trazada a partir del vértice С sobre el lado 


19. Hallar la longitud del segmento perpendicular а las rectas З= + бу — 
— 40 = 0 y 3z + dy — 45 = 0 y que so encuentra entre ellas. 

20. Escribir las ecuaciones de las rectas paralelas a la recta 8х — 6y-4+-5= 
=0 y que se encuentran de ella a una distancia igual a 2. 

21. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan рот el origen de las соог- 
denadas y que se encuentran a una distancia igual a 2/5 del punto A (2, 1). 


Capítulo IV 


Líneas de segundo grado (cónicas) 


$ 1. Circunferencia 


Deduzcamos la ecuación de la circunferencia (fig. 30) con centro 
en С (Zo, Yo) y de radio R. Un punto arbitrario M (т, y) de la cir- 
cunferencia, cumplirá la igualdad 

МС =R. (1) 


Recordando la fórmula de la distancia entre dos puntos ($ 3 
del cap. I) tenemos y 


Veza FUT з=н. (2) гу) 


Puesto que los dos miembros de la 
цо (2) son positivos, elevándolos 
al cuadrado, obtenemos la ecuación 
equivalonte 
(a — zo) + (y — yo? = А2. (3) 
Entonces, las coordenadas de cualquier Fig. 30 
punto M (х, y) de la circunferencia dada 
satisfacen la ecuación (3). Es también justa la afirmación recíproca. 
De este modo la (3) es la ecuación de la circunferencia de radio R 
con centro en el punto С (zp, Yo). Ella se Пата ecuación normal de 


la circunferencia. 
En particular, suponiendo que х, = 0, е yo = 0, obtendremos la 
ecuación de la circunferencia con centro en el origen de las coorde- 


nadas 
24y = н. (4) 


La ecuación de la circunferencia (3), después de algunas trans- 

formaciones sencillas, puede llevarse a la forma 
ey taz + Ву +y=0, (5) 

donde a = —2zo В = —2yo ү = аў +y — R°. 

De este modo, la circunferencia es una curva de segundo grado 
(véase el $ 8 del cap. TI). 

Comparando la ecuación (5) con la ecuación general de la curva 
de segundo grado 


Az? + Bzy + Cy? + Dz + Ey + F =0, (6) 
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vemos que en la (5) B =0 y, además, A = 1, C = 1, es decir, 


“Y a la inversa, si consideramos que en la (6) B=0y A = С + 
#0: 
Ar + Ay + Dz + Ey + F = 0. (7 


Dividiendo miembro a miembro la ecuación (7) рог А 40 
y suponiendo que 


DIA=a, ElA=p, ElA=y (8) 


obtenemos una ecuación del tipo (5). 

La (7) so llama ecuación general de la circunferencia. 

Sin embargo, cabe destacar que no toda ecuación (7) es ecuación 
de una circunferencia real. Es fácil mostrar que la expresión (7) 
determina una curva real (circunferencia) solamente cuando 


LEE — ү ;> 0, donde a, B, y están dadas por las igualdades (8). 


De este modo, una curva real de segundo grado es una circunferencia 
si, y sólo si, 1) los coeficientes de los cuadrados de las coordenadas co- 
rrientes son iguales, y 2) está ausente el término que contiene el producto 
de coordenadas corrientes. 


$ 2. Curvas centrales de segundo grado 
Examinemos la ecuación de la curva de segundo grado 
AR + Cy? + Dz + Ey +F =0 в) 


(А 0, C 520) sin el término del producto de las coordenadas z е y 
(В = 0)2). Completando los términos en z y en y respectivamente 
hasta obtener cuadrados perfectos, tendremos 


ego O 
De aquí, tomando 


(3) 
y 
(4) 
obtenemos 
A (к —)* + C (y — yo)? = А. (5) 


El punto O” (£o Yo) es el centro de simetría de la curva (5) (centro 
de la curva). Efectivamente, si el punto M, (ту, уу) pertenece a la 


з) En nuestro curso brevo, al examinar Jas ecnaciones generales de curvas 
de segundo grado, nos limitamos solamente a este caso. 
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curva (5), el punto Ms (д, Ya), donde z, = 22 — лу, Ya = 2yo — 
— 01, simétrico а M, respecto a O”, evidentemente también pertenece 
a la cueva (5) (fig. 31). 

Las rectas y = yọ у ж = хо paralelas a los ejes de coordenadas 
Ох y Oy son los ejes de simetría de la curva (5) (ejes de la curva). 
Efectivamente, si un punto M (ту, Ya — h) pertenece a la curva (5), 
el punto M’ (хо, Yo + h), simétrico а M con respecto a la recta 
у == Yo pertenecerá también а 
esta curva. La recta z = ху posee y 
la misma propiedad. 

Más abajo para simplificar el 
examen supondremos que el cen- 
tro de la curva se encuentra en 
el origen de las coordenadas, es 
decir, ху = 0, yy = 0. En este 
caso la ecuación de la curva 
tendrá la forma 


Аг + Ср = л. (6) 


DEFINICION 1. La curva de segundo grado (6) se llama elipse (más 
exactamente, pertenece al tipo eli ptico), si los coeficientes A y C poseen 
signos iguales, es decir, 

AC>0. m 


Supondremos, para fijar la idea, que A > 0 y C > 0 (ya que en 
caso contrario, los signos de los miembros de la ecnación (6) pueden 
ser sustituidos por los inversos). 

Son posibles tres casos: 1) A > 0; 2) A = 0; 3) A < 0. 

En el primer caso, А > 0, tenemos la elipse real 


+ nt, (8) 


A A 

VU 0-2 o 
se llaman semiejes de la elipse. Se considera generalmente que 0 < 
<b=<a (esto puede ser siempre logrado mediante una elección 
conveniente de los ejes Oz y Оу). La igualdad (8) se Пата ecuación 
canónica de la elipse con semiejes a y b (fig. 32). Los puntos A (a, 0), 
В (0, b), А' (—a, 0), В' (0, —b) se llaman vértices de la elipse y los 
segmentos A'A = 2а y B'B = 2b, ejes de la elipse. Observemos que 
de la ecuación (8) tenemos [z| <a, |у|< б. 

Notemos que cuando a =b obtenemos la circunferencia 


2 фу аз. 


En el segundo caso cuando А = 0, la curva (6) se concentra еп 
et punto O (0, 0) (elipse degenerado). 


4-0102 


(Жиль) 


Fig. 34 


donde los números 
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Por fin, en el tercer caso cuando А < 0, la curva (6) no posee 
puntos reales; la llaman convencionalmente elipse imaginaria. 


Fig. 32 


DEFINICIÓN 2. La curva de segundo grado (6) se llama hipérbola 
(más exactamente, curva de tipo hiperbólico), si los coeficientes A y С 
son de signos contrarios, es decir, 

АС <0. (10) 

Para fijar la idea, supongamos que А г> 0, entonces С < 0. 
Son posibles tres casos: 1) A>0, 2) А = 0, 3) А < 0. 


Fig. 33 


En el primer caso cuando А > 0 tenemos una hipérbola con ecua- 
ción canónica 


к же (11) 
donde а= у Ẹ (semieje real) y b= у 2 (semieje imaginario) 


(fig. 33). Los puntos A (a, 0) y А” (—a, 0) se llaman vértices de la 
hipérbola. Notemos que |z |> а. 
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En el segundo caso cuando А = 0 obtenemos un раг de rectas 
que se intersecan (hipérbola degenerada) 


(УА: усу) (И Az+ V =Cy)=0. 


Por fin, en el tercer caso cuando А < 0 obtenemos la hipérbola 


Pr 1 (12) 
con semiejes a' = y ZÈ y v= EN Si a'=a y №, la 


igualdad (12) se Паша hipérbola conjugada de ие hipérbola (14); 
sus vértices son: В (0, b) y В' (0, —b) (fig. 33). 
El segmento A'A = 2а se denomina eje real, el segmento B'B = 
== 2b, eje imaginario de la hipérbola (11). 
EJEMPLO. Determinar la naturaleza y la posición de la curva 
24221430, 
Completando los términos que contienen z e y respectivamente, hasta obte- 
ner cuadrados perfectos, tendremos 
e= (062). 
de dondo 


Fig. 34 


Рог consiguiente, la curva (13) es una elipse cuyos somiejes son а= 
T р 3 
=146 y b=} 71,03, con centro en el punto 0” (4, -4) 


$3 конем. focales de las curvas centrales 
de segundo orden 


Los puntos F (c, 0) y F’ (—<, 0), donde 
c=ya FÈ (1) 


se Патап, respectivamente, focos de la elipse representada рог la 
ecuación canónica (8), fig. 32 (el signo —) y de la hipérbola ropre- 
sentada por la ecuación canónica (11), fig. 33 (el signo +). 

La relación 


et a 


se Пата excentricidad de la curva central de segundo grado. 
% 
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De la fórmula (1) tenemos: рага la elipse 0 < e < 1, y para la 
hipérbola 1 < £< +00. Notemos que para la circunferencia е = 0. 

Sean r = MF y r’ == MF" las distancias del punto M de la curva 
central de segundo grado a sus focos (llamados radios focales del pun- 
to M). Tenemos 


т=Үс=ў+№ (3) 
y 
"= сж. (4) 
Puesto que 
Lats, 


donde el signo «+» corresponde a una elipse, el signo «—», a una 
hipérbola, entonces 


a 
poso (1-3) 
y, рог consiguiente, teniendo en cuenta la (1) obtenemos 
к= Pra ros (1 E) = 
[A 
=y (E) 2204 (0 = 


ыл EN RIRS 
=y Fr-r+a=|t:a|=le—a] (5) 


y de un modo análogo 
roy ә+е=+‹®ы е (1—5) =1ex4al. (6) 


Si la curva es elipse, 0 < e< 1, lz|<a y por eso 
r=a— er r =a + er, 
de donde, 

r +r = 2a; (7) 
además, para cualquier г y r’ que satisfacen la igualdad (7) existo 
un punto de la elipse dada, 

De este modo, para todo punto de la elipse la suma de sus radios 
focales es una magnitud constante. Esta propiedad se toma por la de- 
finición de la elipse (propiedad característica de la elipse). 

Para la hipérbola tenemos: e >1, |= |> а. Por eso 

r= +(x—a) " = (er + a), 


donde el signo «+» corresponde a la rama derecha de la hipérbola 
(z >0) y el signo «—» corresponde a su rama izquierda (z< 0), 
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de donde 
r —r = +2. 6) 


Así, para cualquier punto de la hipérbola el valor absoluto de la dife- 
rencia de sus radios focales es una magnitud constante (propiedad 
característica de la hipérbola). 


$ 4. La elipse como deformación uniforme 
de la circunferencia 


Examinemos una circunferencia de radio a. Elijamos el sistema 
de coordenadas rectangulares Оту y para simplificar, hacemos сош- 
cidir su origen con el centro de la circunferencia O (0, 0). Рага 
mayor comodidad designamos con 
X e Y las coordenadas corrientes 
de un punto M de la circunfe- 
rencia. En este caso, la ecuación 
de la circunferencia se escribirá 
así (véase el $ 1) 


X + У? = а? в) 


Sometamos la circunferencia 
(1) a una deformación uniforme 
en dirección de uno de sus diá- 
metros que sin alterar la gene- 
ralidad de los razonamientos pue- 
de considerarse vertical, ез 
decir, dirigida según el eje Oy. 
Sea k el coeficiente de defor- Pig. 35 
mación de la circunferencia en 
la dirección elegida, es decir, k es la relación entre la longitud 
del segmento vertical transformado y su longitud inicial. Note- 
mos que cuando 0 < k < 1 tenemos una compresión uniforme y para 
k> 1, una extensión uniforme de la circunferencia. 

Supongamos que como resultado de esta deformación, el punto 
de la circunferencia M (X, Y) pasa al punto M’ (т, y) de la curva 
transformada (fig. 35). Puesto que los puntos М у M’ pertenecen 
a una misma vertical, tenemos 


z=X, у= КҮ, @ 
de donde, рага k 520!) obtendremos 
X=x Y=l. (8) 


1) En el caso cuando к = 0, de la deformación de la circunferencia obtene- 
mos un segmento —a < z < a, y = 0 que puede ser considerado como una elipse 
degenerada. 
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (1) hallamos 
Poe, o bien 


tie С) 


donde b = ka, es decir, el punto transformado M” (z, y) pertenece 
a la elipse de semiejes a y b. 
Y a la inversa, si el punto М” (z, y) pertenece а la elipse (4), 
el punto M (X, Y) que le corresponde, es de la circunferencia (1). 
Do esto modo, el resultado de la deformación uniforme de una 
circunferencia en la dirección de uno de sus diámetros, es una elipse. 


$ 5. Asíntotas a la hipérbola 
Examinemos la hipérbola (fig. 33) 


(0) 


Resolviendo la ecuación (1) respecto a y, obtenemos 


у= уй, e) 


xt y 1. в) 


Si |z| crece ilimitadamente, у 1—4 д 1, y, por consiguien- 
te, tenemos en cierto sentido la igualdad aproximada 


o bien 


yr 

Mostremos que las ramas de la hipérbola (1) se aproximan tanto 
como se quiera, a las rectas (fig. 33) 

yerta, (4 


llamadas asíntotas a la hipérbola. En efecto, рага = > 0, tomemos, 
por ejemplo, el signo s+» en las fórmulas (2) y (4). Examinemos, 
respectivamente, los puntos M (z, y) de la hipérbola (2) y N (z, Y) 
de la recta (4), que tienen una abscisa común z. En este caso 


> уй 


cuando z~ +00. 
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Análogamente, se examinan otros tres casos: con el signo «—» 
en las fórmulas (2) y (4), cuando ж > +00; con el signo «+» en la 
fórmula (2) y «—» en la (4), cuando z— —оо y, por fin, con el signo 
«—» en la (2) y «+» en la (4), cuando z—> —оо. 

Notemos que la hipérbola conjugada 


Ed 
Le 1 (5) 


posee (como es fácil verificar) las mismas asíntotas que la hipér- 
ola (1). 
La hipérbola equilátera (a = 5) 
ауа 


posee las asíntotas y = +7 mutuamente perpendiculares. 


$ 6. Gráfica de la proporcionalidad inversa 
Examinemos la curva 
zy =a (a>0) [ш] 
(tig. 36). 
Eligiendo como nuevos ejes de coordenadas Oz’ y Oy’ las bisectri- 
ces de los ángulos de los cuadrantes de las coordenadas y teniendo en 


cuenta que el ángulo de giro es а =, tendremos (véase el $ 2 del 


‚1 
сар. 1) е y 


ps, 


EETA 
Un > 


de donde, en virtud de la fórmula 
(1), obtenemos 


у= х' зеп 2-1-0 cos 2. = 


mae. a, 
es decir, 
a’? —у® = 2. o TER 


De este modo la gráfica de la proporcionalidad inversa de 
la fórmula (1), es una hipérbola equilátera. 


$ 7. Curvas no centrales de segundo grado 


Una curva de segundo grado se llama no central, si no tiene centro 
de simetría o posee un conjunto infinito de centros de simetría (es 
decir, no tiene un centro de simetría único). 
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Examinemos la curva de segundo grado 
Аз + Су + Dz + Ey + F=0, (i) 
donde AC = 0 y A? + С? 0. Consideremos para mayor claridad, 


que 
с +0. (2) 
Además, supongamos que D 520, pues en сазо contrario tendríamos 
un par de rectas paralelas. 
Completando en la ecuación (1) los miembros con y hasta un 
cuadrado perfecto, tendremos 


А = 


o, suponiendo que 


E w= 
ne, (3) 


obtendremos 
(y — Yo)? = 2р (2— zo). (4%) 


La curva (4) se denomina parábola (fig. 37); el punto O' (т, Yo), 
vértice de la parábola, y el número p, parámetro de la parábola. Es 


Fig. 37 


Fig. 38 


fácil convencerse de que la recta y = yo ез el eje de simetría de la 
parábola (eje de la parábola); la parábola (4) no tiene centro de si- 
metria. 

Si ol vértice de la parábola se encuentra en el origen de las coor- 
denadas y Oz es el eje de ella, obtendremos la ecuación canónica de 
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la parábola 
0 = 2pz, 6) 


donde el parámetro p generalmente se considera positivo (esto puede 
lograrse eligiendo la dirección conveniente del eje Ox; fig. 38). 

Destaquemos que si se cambian los papeles de los ejes От y Oy, 
la ecuación canónica de la parábola adopta la forma 


а? = 2ру. (6) 
Esta es la ecuación de una parábola con eje vertical (fig. 38a). 


$ 8. Propiedades focales de la parábola 
Examinemos la parábola (fig. 38) 
y = 2pz (p>0). (1) 
El punto Р(® Я о) se Пата foco y la recta z = — directriz de la 


parábola. 
Para un punto M (z, y) su radio focal г= МР es igual a 


TT == 
r=y (2-4) += y ара +p = 
=y Pipa. 2) 
La distancia entre este punto y la directriz es igual a 
MN=24+4 =r. 


De este modo, la parábola es un conjunto de puntos del ріапо едиі- 
distantes de un punto dado (foco) y de una recta dada (directriz). Esta 
es la propiedad característica de la parábola. 


EJEMPLO, Determinar las coordenadas del foco y la ecuación de la directriz 
de la parábola y = 2%. 

Comparando esta ecuación con la (6), obtendromos 2p = 1, de donde 
p = 1/2, Por consiguiente, el foco de la parábola tiene los coordenadas (0, 1/4) 


y la ecuación de la directriz es y =— + y 


$ 9. Gráfica de un trinomio cuadrado 
Examinemos el trinomio cuadrado 
у= Аз? +B24+C (А 50). (0 
De aquí, 


у= А (++). B 
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Si completamos la expresión entre paréntesis hasta un cuadrado 
perfecto obtendremos 


+-4[(®+зх)°+(2—1)], 


o bien 

y E ma (a+ E). С) 
Si hacemos 

= -i LE, @ 


mediante la fórmula (3), obtendremos 
Y — Yo = A (= — =) (5) 
Efectuando una traslación paralela del sistema de coordenadas 
=p Y =Y—Y 
tendremos definitivamente 
y = Az", (6) 
La ecuación (6) (véase la fórmula 
yaazigzer (6) del $ 7) es la ecuación canó- 
nica de una parábola con el eje 
vertical, cuyo vértice se encuentra 
en el punto O” (Zo, yo) y parámetro 
р = A . De este modo, la gráfica 
ай. ЙӘ" cuadrado esta pará- 
bola cuyo vértice se encuentra en el 
io =  puntoO' (хо, уу) y cuyo eje es para- 
f Tel a Oy (parábola con eje vertical 
desplazado, fig. 39). 
Fig. 39 Notemos que las abscisas z, y 
z, de los puntos de intersección de 
la parábola (1) con el eje Oz son las raíces de la ecuación cuadrática 


Аа + Ве +С = 0. (7) 


Esta propiedad sirve de base para el método gráfico de resolución 
de la ecuación cuadrática (7). 
cons РТО, Узе mei ecuación y = z? — 4с + 3 a su forma canónica y 


dien! 
Al pasar el término А al primer miembro de la ecuación y 
completar el segundo miembro hasta un cuadrado perfecto tendremos 


и 3-4 = 01—42 4, 
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y+i=( 2% 
Tomando que z— 2 = z’, y + 1 = y', obtendremos 
y= 
De este modo, la ecuación dada es la de una parábola cuyo vértice se encuen- 
tra en el punto 0” roy sl ере. 


metría O'y' es paralelo a Oy (fig. 40). y 


EJERCICIOS 


1. a) Hallar las coordenadas dol cen- 
tro C y del radio R de la circunferencia 
aq y? + 8: —9=0. 

b) Escribir la ecuación de la circun- 
ferencia que pasa por el origen de las 
coordenadas 3 cuyo centro se encuentra 
en el punto С (1, 0). 

с) Escribir la ecuación do la circun- 
ferencia tangente а los ejes de las coorde- 
nadas, si su contro so encuentra en el 
punto С (1/2, 4/2). П 

d) Escribir la ecuación до la cir- 
cunferencia, de diámetro de la cual sirve Fig. 40 
un y con extremos А (—1, 2) y 
В (5, 6). 


(23) 
a) 


Э. Escribir la ecuación de la recta que pasa por los centros de las circunfe- 
rencias: 


Pyoóbty3=0 y з фу 4а yi = 0. 


Determinar la distancia entre los centros de estas circunferencias. 
3. Hallar la ecuación de la cuerda común a las circunferencias: 


a+ yt —2y-13=0 y зау – 22 — 4р — 15 = 0. 


pipas: Hallar los semiejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad de la 
elipse 


2+2) = В. 


Construir esta elipse. 

5. a) Escribir la ecuación canónica 
menor igual a 6, y distancia focal igual a 

b) Escribir la ecuación canónica de la elipse, si se sabe que la distan 
entro los extremos de los ejes mayor y menor es igual a 5, y la suma do las 
longitudes de los semiejes, igual a 7. 

с) Escribir la ecuación canónica do la elipse, si las distancias entre su foco 
y los extremos del eje mayor son iguales a 2 y 18, 

Hallar la longitud del diámetro 1) de la elipse 5:2 + Ту* == 24, que 

vide el ángulo formado por los ejes de las coordenadas en dos partes 
а) Hallar los зепмеј 
la hipérbola 


la elipse, con longitud del semieje 


les, 
jes, las coordenadas de los focos y la excentricidad de 


922 — 16у? = 36. 


1 Es decir, de la cuerda que pasa por el centro de la elipse. 
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b) Escribir la ecuación canónica de la hipérbola, si la longitud de su 
eje real es igual a 3 y la distancia entre sus focos es igual a 10. 
Construir estas hipórbolas. 


8. Hallar la longitud del diámetro de la elipse E ЗЕ £ = 1 perpendicular 


a la asíntota а la hipérbola -t= 1 que pasa por los cuadrantes I y IIT. 
9. Hallar la excentricidad de la hipérbola E — Y = 1 y de su conjugada. 


9 16 
10. Hallar la distancia entre el foco F, de la hipérbola É- % =1yel 


loco F, de la hipérbola conjugad: 
11” Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por los focos de la hipér- 


bola 3 = я 1 y los focos de la hipérbola conjugada. 


12. Las asíntotas de una hipérbola tienen las ecuaciones y= 4 di 4 % 


Hallar la excentricidad do la bipérbola, si su eje real coincide con el eje Oz. 
13. Escribir la ecuación canônica de la parábola, si la distancia entre el fo- 
co y la directriz es igual a 40. 
14. Determinar las coordenadas del foco y escribir la ecuación de la direc- 
triz de la, parábola y = 0,25 at. 
corte transversal de la pantalla de c 
rábola. Determinar la posición del foco, si el diámetro de la pantalla 
es igual a 60 cm y la profundidad, igual a 30 cm. 
16. Sea dada la parábola y* == 12 z. Hallar la longitud de su tuerda que 
ава por el punto (8, 0) lorma con el eje de la ola un lo de A 
pasa por el punto M (8, 0) y f 1 eje de la parábola un ángulo de 6 
17. Escribir la ecuación de la lines, cuyos puntos son equidistantes del 
punto А (0, 2) y del eje Oz. 
18. Reducir la ecuación de la parábola y = 2z? — 8z + 5 a la forma ca- 
nónica y determinar las coordenadas de su vértice, 
19. Reducir la ecuación de la parábola y = —3 + áz — 2? а la forma ca- 
nónica, y determinar las coordenadas de su vértice. 
20. Reducir la ecuación de la parábola т = у — y + 2 а la forma canó- 
nica y detorminar las coordenadas de su vértice. 
21. El arco de un puente ferroviorio, cuya luz es Z = 60 m, y la altura 
h = 12 m, tiene forma parabólica. Determinar la altura h, de soportes laterales 
dol arco que se encuentran a 15 m do distancia de los extremos del puente. 


'al de un proyector tiene for- 


Capítulo У 


Coordenadas polares. 
Ecuaciones paramétricas de la línea 


$ 1. Coordenadas polares 


La idea principal del método de coordenadas consiste en que la 
posición de un punto sobre el plano se determina unívocamente рог 
medio de dos números. La interpretación geométrica concreta de 
estos números, la brinda uno u otro sistema de coordenadas. Además 
del sistema de coordenadas rectangulares que hemos utilizado ex- 
clusivamente hasta ahora, el más importante es el sistema de coorde- 
nadas polares que pasamos a estudiar. 


Tomamos en el plano un punto O 
que llamaremos polo. A partir del polo 
О trazamos una semirrecta orientada +59 
Oz llamada eje polar (fig. 41). 


Sea M un punto arbitrario del 
plano. Unimos el punto М соп el Fig. 41 
polo mediante el segmento OM. La 
longitud del segmento OM = p, es decir, la distancia entre el punto 
М y el polo se Пата radio polar del punto M, y el ángulo y = 410M 
en el sentido sinistrorso, se denomina ángulo polar. El radio polar 
p y el ángulo polar ф son las coordenadas polares del punto М. 

El punto M con coordenadas polares р у p se escribe del modo 
siguiente: M (p, q), el radio polar p se pone en primer lugar, y el 
ángulo polar q, en segundo. 

En lo que se refiere a los valores tomados por las coordenadas 
polares, es evidentemente suficiente considerar los valores de p 
desde O hasta 4-оо (0 < p < +00) y los valores de q desdo O hasta 
2л (0 < Фф < 2л); en este caso, como hemos convenido, el ángulo Фф 
se toma a partir del eje polar de derecha a izquierda. Sin embargo, 
en algunos casos es necesario examinar ángulos superiores a 2л, como 
también ángulos negativos, es decir, ángulos contados a partir del 
eje polar en el sentido dextrorso. 


$ 2. Relaciones entre las coordenadas rectangulares 
y las polares 
Examinemos la transformación de las coordenadas polares en 
coordenadas rectangulares y viceversa. 
Supongamos que el polo del sistema do coordenadas polares coin- 
cide con el origen del sistema de coordenadas rectangulares Оту, 
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y el eje polar es el semieje positivo Oz (fig. 
punto arbitrario M tenemos 


42). En este caso para un 


0A=x, AM=y OM=0p 230М = $. 
Considerando que el ángulo q es agudo, mediante el triángulo AOM 

hallamos 

ОА = ОМ cosp, АМ = OM sen q, 
o bien 
z = p cos p, y = p sen q. 

Las fórmulas obtenidas son válidas para cualquier ángulo Ф. Así 
Я se expresan las coordenadas rectan- 
gulares del punto М еп función 


de sus coordenadas polares. Luego, 
por medio del mismo triángulo rectan- 
gular AOM obtenemos 


ом УСЛУГАМ, а= 50, 
о sea 


a 7 


Fig. 42 эү ЕЙ, ше. 
De este modo se expresan las coordenadas polares del punto рог sus 
coordenadas rectangulares. 

Notemos que durante la determinación del ángulo polar р según 
tg p es necesario tener en cuenta los signos de las coordenadas z e y. 

Como hemos visto, las líneas pueden ser dadas por medio de 
ecuaciones que ligan sus coordenadas rectangulares corrientes. 
Mostremos ahora en un ejemplo sencillo, que las líneas pueden ser 
también definidas por ecuaciones en coordenadas polares. 

EJEMPLO. Examinemos una curva 


p= aQ, 


donde а es un número positivo. Esta curva se llama espiral de Arquit- 
medes. Para trazar esta curva componemos la tabla de valores corres- 
pondientes de q y р: 


л л 3 5 
Б EE |газ КЕГИ ре 
shag |. | MEME 


Con ayuda de esta tabla podemos marcar los puntos y unirlos 
por una línea, precisando, si hace falta, la posición de los puntos 
intermediarios (fig. 43). 
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$ 3. Ecuaciones paramétricas de la línea 


A veces, en lugar de la ecuación de la línea que liga las coorde- 
nadas rectangulares z e y es más comodo considerar las llamadas 
ecuaciones paramétricas de la línea que expresan las coordenadas co- 
rrientes ze y en función de una cierta variable (parámetro) t. Las ecua- 
ciones paramétricas desempeñan un papel importante, por ejemplo, 


Fig. 43 Fig. 44 


en la mecánica donde las coordenadas т e y de un punto en movi- 
miento M (x, y) se examinan en función del tiempo (ecuación del 
movimiento). 

EJEMPLO 1. Deduzcamos las ecuaciones paramétricas de una cir- 
cunferencia. 

Sea M (z, y) un punto cualquiera de la circunferencia de ra- 
dio R, Cuyo centro se encuentra en el origen de las coordenadas 
(fig. 44). Designemos por t el ángulo 20M en el triángulo rectangu- 
lar AOM que determina este punto. En este caso, tendremos evidente- 
mente las igualdades 


ОА = ОМ соѕі, АМ = ОМ sen t, 
о sea, 
z= К созі, у = В зеп ё. (1) 


Ésta es la ecuación paramétrica de la circunferencia. 

Para obtener la ecuación ordinaria de la circunferencia es nece- 
sario excluir el parámetro £. Para eso elevamos las ecuaciones (1) 
al cuadrado y las sumamos: 


a? + y? = R? (соз? t + sen? t) = R°. 
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raempLo 2. Ecuaciones paramétricas de la elipse. 

Una elipse de semiejes a y b puedo ser considerada como una cir- 
cunferencia de radio а comprimida uniformemente en dirección del 
diámetro vertical, donde el coeficiente de compresión es k = b/a 


Fig. 45 


(véase el $ 4 del сар. ІУ). Sea M (z, y) un punto de la elipse у N(X,Y) 
un punto de la circunferencia que le corresponde (fig. 45), dondo 


2=X, у= Бу. (2) 


Sea t ol ángulo formado por el radio ON de la circunferencia y la di- 
rección positiva del eje Oz: t = ZNOz. De las fórmulas (2) tenemos 


z= X = a cost, 
b 


у= Фу = ча sen t = b зеп t. 


De este modo, las ecuaciones paramétricas de la elipse con semiejes 
a y b son 


ЕА 


асов і, y=bsent. (9 


Eliminando el parámetro t de las ecuaciones (3), obtenemos la ecua- 
ción canónica de la elipse 


$ 4. Ecuaciones parambtricas de la cicloide 05 


Con las ecuaciones paramétricas de la línea, ésta se puede construir punto 


por punto. 
EJEMPLO 3. Construir la curva 


2==P y=2% (4) 
Componiendo la tabla de valores, tendremos 


elo [a [ofojfa | 
La Jofa] 
|- 2[o[2[< 

Introduciendo los puntos de coordenadas (z, y) en el plano Ozy 
y uniéndolos, obtendremos la curva buscada (fig. 46). 


Esta curva es una parábola. Efectivamento, si eliminamos el pa- 
rámetro t de la ecuación (4), obtendremos 
y 


y? = áz, 


„| 


ме 


es decir, la ecuación canónica de la parábola. 


$ 4. Ecuaciones paramétricas de la cicloide 


DEFINICION. Llámase cicloide a la curva 7 
descrita por un punto de una circunferencia 
cuando ésta rueda sin deslizamiento por una 
línea recta (fig. 47). 
Deduzcamos las ecuaciones paramétricas 
de la cicloide, tomando como recta el eje Oz, 
suponiendo que el radio de la circunferencia 
que rueda es a y que el punto en movimiento M Fig. 46 
en la posición inicial coincide con el origen 
de las coordenadas. Tomamos como parámetro t el ángulo de giro 
(on radianes) del radio móvil MC de la circunferencia respecto al 


т 


Fig. 47 


radio vertical KC, donde К es el punto de contacto de la circun- 
ferencia con el eje Oz (fig. 47). Como la circunferencia rueda sin 


50102 
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deslizamiento, tenemos evidentemente 
OK = MK = at, 
de donde, según la fig. 47, obtenemos, para las coordenadas corrien- 
tes del punto M de la cicloide, las expresiones siguientes: 
z= ОР = ОК — PK = OK — МО = а —a sen t = 
= a (l — sen t) 


y = РМ = КС — QC = a — a cos t = а (1 — cos 0). 
De este modo, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 
z= a (t— sen t), y= a (1 — cos t). 


EJERCICIOS 


1. Indicar los puntos de acuerdo con sus coordenadas polares: A (5, 0), 
B (2, 14), C (3, л/2), D (1, л), Е (2, 52/3). 

2. ¿Cuáles son las coordenadas reotanguiares, do loz puntos dados por sus 
coordenadas polares: А (5, 0), B (6, 1/4), С (2, a/2), D (4, 5/4)? 

3. Construir por puntos la espiral logarítmica р = 29/%, 

4. Escribir en coordenadas polares las ecuaciones de las lineas siguientes: 
Di 210) уте dy tt VE; f) a + y? = 25. 

5. Escribir la ecuación de la recta т cos a -+ y sen a — p = боп coorde- 
nadas polares, 


ción de una curva en coordenadas polares es p = a cos q. Escri- 
bir Ja ecuación de esta misma curva en coordenadas rectangulares y esclarecer 
su naturaloza. 
1. Una línea está dada en coordenadas polares por la ecuación p = 1/(1 — 
— cos q). Escribir su ecuación en coordenadas rectangulares, 
S. Una linoa está dada por las ecuaciones paramétricas > = a sen £, y = 
¡ón en coordenadas rectangulares. 
por sus ecuaciones paramétricas 


b 1 
(0 F А 
Hallar su ecuación en coordenadas rectangulares. 
„ Una línea está dada por sus ecuaciones paramétricas z =t%, y = 4t. 

Hallar su ecuación en coordenadas rectangulares. 

11. Un punto se desplaza роге! plano Оту ocupando en el instante de tiom- 
о 1, contado a partir del momento inicial £ = 0, la posición М (200 — t, 
00 — t). ¿En qué momento el punto llegará a la recta 8з — 6y + 10 = 0 y 
cuáles serán sus coordenadas en ese instante? 


== b cos t. Hallar su ect 
9. Una línea está da: 


(940). 


Capítulo VI 


Función 


$ 1. Magnitudes constantes y variables 


Al estudiar las leyes de la naturaleza a cada instante tropezamos 
con magnitudes constantes y magnitudes variables. 
DEFINICIÓN. Se llama magnitud constante a aquella que conserva 
un mismo valor (en general, o en un proceso dado; en el último caso la 
magnitud constante se denomina parámetro). 
Llámase magnitud variable а la que puede tomar valores numéricos 
diferentes. 


Citemos ejemplos de magnitudes constantes y variables. 
EJEMPLO +. El diámetro y la longitud do la circunferencia puedon tom: 
según las circunstancias, valores diferentes y, por consiguiente, son en gene 


magnitudes variables, mientras que la relación de la longitud de la circunferon= 
cia a su diámetro es siempre de un mismo valor у, por consiguiente, es una mag- 


nitud constante llamada «número л» (а = 3,14150...). 

EJEMPLO 2. El volumen » y la presión р de una masa determinada de gas 
son magnitudes variables; віп embargo, como se sabe del curso de física, el 
producto vp es una magnitud constante para una temperatura dada. Sí la tom- 
peratura varía, el producto vp también varía. 


Notemos que en numerosos casos es cómodo para la generaliza. 
ción de las enunciaciones, considerar a las magnitudes constantes 
como magnitudes variables que toman un solo y único valor. 


$ 2. Noción de función 


Estudiando un fenómeno cualquiera generalmente nos encon- 
tramos con un conjunto de magnitudes variables ligadas entre sí 
de tal modo, que los valores de algunas de ellas (variables indepen- 
dientes) determinan por completo los valores de otras magnitudes 
(variables dependientes o funciones). 

Al estudiar un gas, por ejemplo, nos interesa su volumen v, su 
temperatura t, su presión p. De acuerdo con la ley de Mendeléiev— 
Clapeyron, conociendo el volumen y la temperatura de un gas, ро- 
demos determinar unívocamente su presión; por consiguiente, las 
magnitudes v y # pueden considerarse como variables independientes, 
mientras que p, como wna variable dependiente (función). 

Demos ahora la noción de función, fundamental en las matemá- 
ticas superiores, limitándonos en principio al caso de dos variables. 


se 
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DEFINICIÓN. Una variable y es función de otra variable х, si ambas 
variables están ligadas entre sí de tal modo que a cada valor considerado 
de z, (valor admisible) le corresponde un valor único totalmente deter- 
minado de y’). 

Esta definición fue enunciada por primera vez en términos gene- 
rales рог №. I. Lobachevski, genial matemático ruso. 

En este caso la variable т se llama argumento o variable indepen- 
diente, mientras que y se denomina a veces variable dependiente. 
Respecto a las magnitudes mismas de т e y, se dice que ellas se en- 
cuentran en relación funcional. 


Fig. 48 


El conjunto de todos los valores de la variable independiente х 
para los cuales la función y está definida se llama dominio de definición 
o dominio de existencia de esta función. 

Más frecuentemente el dominio de definición de una función 
bien es un intervalo (a, b) (fig. 48,a), es decir, el conjunto de todos 
los valores de z que satisfacen la desigualdad 


a<r<b 


(es preciso subrayar que los valores z = а y т = b están aquí ex- 
cluidos), o bien el segmento [а, b] (fig. 48,5), es decir, el conjunto 
de todos los valores de т que satisfacen la desigualdad 


ать 


(aquí los valores z = а y z = b están incluidos). En algunos casos 
el dóminio de definición de la función representa un semiintervalo 
cerfado a la izquierda la, b) o cerrado а la derecha (a, bl, es decir, 
el conjunto de números z definidos por las condiciones а < = < b 
o respectivamente, а < х <b. Llamaremos también intervalo al 
conjunto de puntos que representa un segmento o un semiinter- 
valo y lo escribiremos (a, b). 

Se examinan también intervalos infinitos: (—oo, а) = {z |= < 
<a), es decir, el conjunto de todos los números menores que a; 
(b, оо) = {z |z > b}, es decir, el conjunto de todos los números 
mayores que b; (оо; +00), el conjunto de todos Jos números 


1) En adelante supondromos que, si no se ha acordado nada en contrario, 
las magnitudes y los números que se examinan toman solamente valores reales. 
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reales (véase el $ 1 del cap. УП). Los intervalos (—oo, al y (b, +00) 
tienen sentido análogo. 
El hecho de que y sea función de z se escribe abreviadamente así: 


у= 1 (8), а) 


donde el símbolo f se llama característica de la función. Para designar 
la dependencia funcional (1) se puede, en lugar de la letra f, utilizar 
cualquier otra letra (por ejemplo, g, h, F, q, etc.), pero las dife- 
rentes funciones existentes en un mismo problema deben ser desig- 
nadas con letras diferentes. 

El valor particular de la función f (z), para z = a, se escribe así: 
f (a). Por ejemplo, si 

1()=x(1—2, 

entonces 


1(0)=0, f(1)=0, 7(2) = —2, etc. 
Con algunos ejemplos se aclara la noción de función. 


EJEMPLO 1. Según la fórmula del área del círculo, 
S=xR0, 


¿deduce que a cada valor admisible (es decir, positivo), del radio Л lo corres- 
ponde un valor determinado de la superficie 5. Por consiguiente, 5 es una fun- 
ción de R definida en el intervalo infinito: О < R < + о. 

EJEMPLO 2. De acuerdo con la ley de Boile—Mariotte a una temperatura 
constante tonemos vp = С, dondo v, es ol volumen de un gas; p, su presión y 
С, una magnitud constante. De aquí, 


y, 


Por consiguiente, a cada valor de 
minad 
ШШ 


resión p le corresponde un volumon deter- 
дв р. En base a razonamientos físicos se deduce que ol dominio de 
п de esta función es el intervalo infinito 


0< p< +o. 
Esempro з. Hallar el dominio quo define la función 
у= Vir. 


Esta función tiene sentido, зі 4—2? >> 0, de donde 
1154 6 ¡21<2 
Por consiguiente, el dominio de definición de la función es el segmento 
—2£1<2 
Para tener una idea concreta del comportamiento de una fun- 
ción, se construye el gráfico de la función, considerando la variable 


independiente z y la función y como coordenadas rectangulares de 
cierto punto M en el plano Озу. 
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DEFINICION. Llámase gráfico de la función у = f (x) al conjunto 
de todos los puntos М (т, y) del plano Оту, cuyas coordenadas están 
ligadas por una dependencia funcional dada 

En otras palabras, el gráfico de la función es una línea, cuya 
ecuación es la igualdad que define la función. 

Por ejemplo, para la función (2) tenemos 


2 4+0=4, y>0 


y зи gráfico es evidentemente la semicircunferencia superior de radio 
R = 2, con centro en el origen de las coordenadas (fig. 49). La 
fig. 49 muestra que el domi- 
nio de definición de la fun- 
ción es el segmento [—2, 2]. 
Destaquemos que al cons- 
truir el gráfico de la fun- 
ción у = f (z) podemos de- 
terminar aproximadamento 
las raíces de la ecuación 
1()=0 
como las abscisas de los 
puntos de intersección del 
gráfico con el eje Oz. 

Si a cada valor de la variable z le corresponde un valor de la 
variable y, tenemos una función unívoca de z; зі a un valor de la 
variable z le corresponden varios (dos, tres, etc.) o una infinidad de 
valores de la variable y, entonces y se denomina función multívoca 
(biunívoca, triunívoca, etc.) de z. 

Por ejemplo, y = 2? es una función unívoca de z. También у = 
= sen х es una función unívoca de z. La función у = +V 7 es una 
función biunívoca de z; у = Arcsen z es una función multívoca (tiene 
infinidad de valores) de z. 

En adelante, con el concepto de «función» entenderemos una fun- 
ción unívoca, si no se dice lo contrario. 


Fig. 49 


$ 3. Dependencias funcionales elementales 


1. Dependencia proporcional directa 


DEFINICIÓN. Dos magnitudes variables se llaman directamente pro- 
porcionales, si al variar una de ellas en cierta relación, la otra varía 
en la misma relación. 

Como ejemplos de magnitudes directamente proporcionales se 
pueden dar: la longitud de la circunferencia y su radio; el camino 
recorrido por un cuerpo con movimiento uniforme y el tiempo trans- 
currido; el alargamiento de una barra elástica y la carga, etc. 


$ 3. Dependencias funclonales elementales ЕД 


Sean т e y magnitudes directamente proporcionales, y sea К el 
valor de y para z = 1. En virtud de la definición tenemos 


de donde 

y = kz; 
la magnitud constante А se denomina coeficiente de proporcionalidad. 
La función (1) se llama función lineal homogénea. Su gráfico es una 
línea recta que pasa por el origen de las coordenadas con coeficiente 
angular К (tig. 50). 


2. Dependencia lineal 


DEFINICIÓN. Dos magnitudes variables х e y son linealmente 
dependientes si 
Y = Yo + kz, e) 


donde k e yy son magnitudes constantes. 

La función (2) se llama lineal; su gráfico es una línea recta 
(fig. 51) con segmento inicial (ordenada al origen) y coeficiente 
angular К. 


Fig. 50 Fig. 54 


Como ejemplos de magnitudes linealmente dependientes se tienen 
la distancia de un punto en movimiento rectilíneo y uniforme al 
origen y el tiempo; la longitud de una barra y su temperatura, etc. 


3. Dependencia inversamente proporcional 


DEPINICIÓN. Dos magnitudes variables son inversamente propor- 
cionales, sial variar una de ellas en cierta relación, la otra varía en 
relación inversa. 

Como ejemplos de magnitudes inversamente proporcionales 
pueden servir: la velocidad de un movimiento uniforme y el tiempo 
necesario para recorrer una distancia dada; el volumen ocupado 
por un gas (a temperatura constante) y la presión; la intensidad 
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de la corriente (con fuerza electromotriz constante) y la resistencia 


del circuito, etc. 
Sean = е y magnitudes inversamente proporcionales, y suponga- 
mos que cuando z = 1, y = К. De acuerdo con la definición tenemos 


de donde 


La gráfica de esta función cuando k > 0 es una hipérbola equilátera 
(o una de sus ramas) (fig. 52). Si k < 0 obtendremos una hipérbola 
situada en los cuadrantes II y IV. 


4. Dependencia cuadrática 
En el caso más simple, la dependencia cuadrática tiene la forma 
y = К, (3) 
donde k es una magnitud constante. La gráfica de la función (3) 


es una parábola (o una de sus ramas) (fig. 53); cuando k > 0 ella 
so sitúa encima del eje Oz, y por debajo del eje Oz, cuando К < 0. 


y 
yaa 
(100) 
7 т 
Fig. 52 Fig. 53 


De ejemplos de magnitudes entre las cuales existe dependencia 
cuadrática pueden servir: la superficie y el radio de un círculo; el 
camino recorrido por un cuerpo en caída libre y el tiempo de caída, 
eto. 
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5. Dependencia sinusoidal 

La dependencia sinusoidal 

y = А sen (oz + Ф) (4) 
desempeña un papel importante durante el estudio de los procesos 
periódicos. 

La función (4) se denomina armónica; las constantes correspon- 
dientes (parámetros) А, о, ọ se Патап, respectivamente, amplitud, 
frecuencia y fase inicial. La función y es periódica con período 

Т = 2л/о, 
es decir, los valores de la función y = y (2) en los puntos 2 yx + T, 
que se diferencian en un período, son 
iguales. Tenemos efectivamente 
y (ж + Т) = А sen [lo (= +7) +9] = 
= A зеп (oz + 2л + q) = 
= А sen (wz + Ф) = y (2). 


La función armónica (4) puede ser 
reducida a la forma 


y = А зеп o (= — х0), 


donde ду = —2. De aquí deducimos 


que la gráfica de la función armónica es una sinusoide deformada 
de amplitud A y período 7, obtenida por la traslación a lo largo 
del eje Oz еп un valor zp (fig. 54) (véanse más detalles en el $ 9). 

Como ejemplos de la dependencia sinusoidal pueden citarse: la 
desviación de las partículas de aire respecto a la posición de equl- 
librio өп el caso de propagación de una onda sonora de amplitud 
constante y el tiempo; la intensidad de una corriente sinusoidal 
monofásica y el tiempo, еіс. 


$ 4. Representaciones de una función 


Se consideran generalmente tres modos de representación de una 
función: analítico, tabular y gráfico. 


утАймшг+у› 


Fig. 54 


1. Modo analítico de representación de una función 


Si una función se halla expresada mediante una fórmula, se dice 
que es analítica. Por ejemplo, en la fórmula del volumen de la esfera 


v=har 


el volumen И es función del radio R dada analíticamente. 
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Si la función 
y=/() 
está representada por una fórmula, su característica f designa el 
conjunto de operaciones a efectuar en un orden determinado sobre 
el valor del argumento z para obtener el valor correspondiente de la 
función y lo, lo que es lo mismo, el valor de la función /(т)]. 
Sea, por ejemplo, 


H= (2—1. ч) 
Aquí la característica f designa el siguiente conjunto de operaciones: 
1) elevación al cuadrado del argumento т; 
2) sustracción de una unidad del resultado obtenido; 
3) extracción de la raíz cúbica de la diferencia correspondiente. 
Conociendo la característica / y dándole al argumento z distintos 
valores, obtendremos los valores correspondientes de la función 
į (z). Así, por ejemplo, para nuestra función (1) tenemos 


((—9=/=7=1=0, 
10)=/Bi=-4, /(1)-YPTi=0, 
“Un sentido análogo obtienen las expresiones 
y #(&+Һ)=У/{ж-+Һ#—1, 
etc. 


etc, 


En algunos casos, la función puedo ser 
representada por varlas fórmulas. 
Sea, por ejemplo, 


—— 0, ом ото 
7 т =p” ‚ 
a жож 

Fig. 55 Esta función es perfectamente dofinida, 


porque para cada valor del argumento 2 
podemos indicar el yalor correspondiente de la función $ (2). A saber, si zes 
Degativo o nulo, / (z) será igual a cero. Por ejemplo, 


10) =0,  1(—1/2)=0, fH(-1)=0, 

ete. 

Si z es positivo, f (z) será igual al valor del argumento. Por ejemplo, 
1(8/4)=3/4, (5) =5, 


eto. 
De este modo, dos fórmulas 


16)=0, si 2<0, 


y 
1д==2, si 2>0, 


determinan una función (fig. 55). 
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2. Modo de representación tabular de una función 


Supongamos que deseamos establecer la dependencia entre la 
temperatura media anual ¿° y la altura h de la región sobre el nivel 
del mar expresada en kilómetros. Introducimos los resultados de 
nuestras observaciones en la tabla: 


карз] [е 1 8 
e [+719 +4,6| 40,4] 5,0] -19,7 | -16,9 | -23,7 30,8 | -38,0 


Esta tabla muestra que la temperatura media anual varía junto 
con la altura de la región sobre el nivel del mar; a cada:valor:de la 
altura h le corresponde un valor determinado de la temperatura 1? 
Por consiguiente, la temperatura media anual {° es función:.de-la 
altura h de la región sobre el nivel del mar; en este caso la correspon: 
dencia entre las variables t° y h se establece en la tabla. Este modo 
de representar la función se llama tabular. 

Conociendo la expresión analítica de una función, la misma se 
puede representar en forma de una tabla para los valores del argu- 
mento que nos interesan. Sea dada, por ejemplo, la función 


y=2. 


Dando a z una serie de valores numéricos y calculando los valores 
correspondientes de y, obtendremos la tabla; 


= |. |- -l-o l:l: ЕНЕ 
v |e jjajaja] 


Podemos ver que si la función está dada analiticamente (es decir 
por una fórmula), es posible construir para ella una tabla о, como 
dicen, tabular la función. 

Se tabulan generalmente funciones que tienen una expresión 
analítica complicada (es decir, expresadas por una fórmula com- 
plicada), pero se encuentran con frecuencia en la práctica. Así, por 
ejemplo, se utilizan ampliamente las siguientes tablas: de funciones 
sen x, cos х, etc., (tablas de valores trigonométricos naturales), 
log т (tablas de logaritmos), etc. Para estas funciones existen fór- 
mulas expresadas mediante series infinitas (véase el $ 12 del cap. XXI) 
pero ellas son muy complicadas para un empleo práctico. 

Surge la pregunta, de si es siempre posible pasar de la representa- 
ción tabular de una función a su expresión analítica, es decir, expro- 
sarla por medio de una fórmula. 

Antes de responder a esta pregunta, cabe señalar que la tabla 
no da todos los valores de la función y que los valores intermedios 
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pueden ser solamente hallados aproximadamente (рог la llamada 
interpolación de la función). Por eso, en el caso generál, es imposible 
hallar una expresión analítica precisa de la función a partir de su 
representación tabular. 

Sin embargo siempre se puede construir una fórmula, o incluso 
varias, que den, para los valores del argumento que figuran en la 
tabla, los valores tabulares correspondientes de la función. Este 
tipo de fórmula se llama de interpolación. 


3. Representación gráfica de una función 


Las representaciones analítica y tabular no dan una imagen 
evidente. Esta insuficiencia se salva con la representación gráfica 
de la función y = f (z), cuando la correspondencia entre el argu- 
mento z y la función y se establece por medio de una gráfica (fig. 56). 
Para hallar aquí el valor de la función y Р 
correspondiente al valor del argumento, 


por ejemplo, z, hace falta trazar el seg- „гї 
mento ОА = z sobre el eje Oz еп el y 
|2 
e ашнаш 
Fig. 56 Fig. 57 


sentido correspondiente y luego trazar la perpendicular AM hasta su 
intersección con la gráfica. Si se toma la longitud de esta perpen- 
dicular con el signo conveniente, obtenemos el número 

y = f (2). 

Dando a z diferentes valores, obtendremos, con este procedimien- 
to, los valores correspondientes de la función y que, si es necesario, 
pueden ser escritos en una tabla. 

Un ejemplo de representación gráfica de la función es el llamado 
barograma (diagrama obtenido con ayuda de un aparato autorregis- 
trador llamado barógrafo) que indica gráficamente la variación 
de la presión atmosférica en función del tiempo. 

Para construir la gráfica de la función y = f (т) dada analítica- 
mente es necesario componer una tabla de valores т e y de esta 
función y luego tomando z como abscisa e y como ordenada del punto, 
se construye el sistema de puntos del plano. Si unimos estos puntos 
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por medio de una línea, cuya forma tiene en cuenta, en la medida 
de lo posible, el carácter de los valores intermedios de la función, 
obtendremos la representación gráfica aproximada de esta función. 

Por ejemplo, utilizando los datos de la tabla de la pág. 75 cons- 
truiraos el gráfico de la función 


у= 
(parábola cúbica) (fig. 57). 


$ 5. Noción de la función de varias variables 


La noción de función de una sola variable se generaliza natural- 
mente en el caso de varias variables. 

DEFINICION. Una magnitud variable u se llama función (unívoca) 
de varias variables, por ejemplo, de dos variables: х e y, si а cada con- 
junto considerado de valores (admisibles) de т e y le corresponde un valor 
determinado de la magnitud u. 

Aquí z o y se denominan variables independientes o argumentos; 
el conjunto de sus valores considerados se llama dominio de definición 
о dominio de existencia de la función и. El dominio de existencia de la 
función de dos variables z e y es, en goneral, cierto conjunto de 
puntos del plano Oxy. 

El hecho de que u es la función de z e y se escribe generalmente 
así: 


u = f (2, y), 


donde f es la característica de la función. Claro está que en vez de f 
se puede utilizar cualquier otra letra. 


EJEMPLO 1. El área U de un rectángulo, cuyos lados son iguales a z e y 
se expresa por la fórmula 


U = zy. 
Es evidonte que U es una función de dos argumentos determinada on el dominio 


220, у> 0. 
EJEMPPO 2. La ecuación del estado de un gas tiene la forma 


ор = ВТ, 


donde v өз el volumen ocupado pe la masa dada del gas; p, la presión del gas; 
T, la temperatura absoluta, y Æ es una constante. Resolviendo esta ecuación 
respecto a v, obtendremos 

RT 

E E 


Vemos que ves función de dos variables: de la presión p y de la temperatura 
absoluta 7; esta función está definida en el dominio p > 0, 7 > 0. 
La función u de tres variables z, y, y z puede designarse así: 


u = f (z, y, 2). 
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EJEMPLO з. El volumen V= туз y la superficie total 5 = 2zy + 2yz -+ 222 
de un paralelepípedo rectangular, cuyas dimensiones lineales т, y, z Son 
Јаз funciones de tres argumentos z, y, z definidas en el dominio z > 0, y > 0, 
2>0, 


$ 6. Noción de función implícita 


Una función se llama explícita, si está dada por una fórmula, 
cuyo segundo miembro no contiene ninguna variable dependiente. 
Por ejemplo, la función y = 2* es explícita. 

Una función y del argumento z se llama implícita, si está dada por 
la ecuación 


F (z, у) = 0, (0 


по resuelta respecto а la variable dependiente. Por ejemplo, la fun- 
ción y (y > 0) definida por la ecuación z* + у? = 1 es implícita. 

Para expresar en forma explícita la función y dada por la ecua- 
ción (1) es necesario resolver esta ecuación respecto a y. Puesto que 
para un valor dado del argumento z la ecuación (1) puede tener mu- 
chas (incluso wna infinidad de) raíces y, la función implícita es, 
en general, una función multívoca. 

El conjunto de valores del argumento т, para cada uno de los 
cuales la ecuación (1) posee, por lo menos, una raíz real y, repre- 
senta el dominio de existencia de la función implícita correspondiente. 
Cabe hacer notar que no toda ecuación (1) define una función implí- 
cita. Por ejemplo, la ecuación 


#+у%+1=0 
no define ovidentemente una función (en el dominio real). 
EJEMPLO, Sea que z o y están vinculados por la ecuación 


+p 


Aquí: y es una función implícita del argumento z. Resolviendo esta ecuación 
respecto a y obtendremos 


Esta última fórmula nos da y como función explícita do z. 
A veces resulta difícil resolver la ecuación (1) respecto a y. Por 
ejemplo, la ecuación de Kepler 
y—esny=z (0<< 1), 
no puede ser resuelta con procedimientos elementales respecto а у. 


En este caso, la función y se estudia utilizando directamente la ecua- 
ción que la define. 
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$ 7. Función recíproca 
Sea y una función del argumento z: 


y = f (2). (0) 


Dando а х valores, obtendremos los correspondientes de y. Sin 
embargo, considerando y como argumento, y z, como función, se 
pueden asignar valores a y, calculando los valores correspondientes 
de z. En tal caso, la ecuación (1) definirá z como una función implí- 
cita de y. Esta última función se llama función recíproca o inversa 
respecto a la función dada y. 

Suponiendo que la ecuación (1) está resuelta respecto а = obten- 
dremos la expresión explícita do la función recíproca 


z= Фф (0) (2) 


donde la función q (y) satisface, para todos los valores admisibles 
de y, la condición 
flo W)! = y- 6) 
esempro 1. En la fórmula del volu- 
men de la esfera 
Var w 


ol radio Л ез el argumento, ol volumen 
V, la función. Al resolver la ecuación (4) 
respecto a A, obtendremos la función 
recíproca de la función да 


EVA Fig. 58 
а-у 5. 


A veces se usan designaciones normalizadas: se entiende como x 
la variable independiente; como y, la función, es decir, la variable 
dependiente. En tal caso, la función recíproca debe ser escrita así: 


у = Ф (2). 


Por ejemplo, se puede decir que las funciones у = 2* е y = log; £ 
son_ recíprocas. 

La función recíproca de una función unívoca puede ser multí- 
voca (fig. 58), es decir, a un valor dado de y pueden corresponder va- 
rios valores тү, Tay т... de la función recíproca 2 = Ф (y) 
(fig. 58). En ciertos casos se logra obtener una función recíproca uní- 
voca, introduciondo en sus valores posibles restricciones suplemen- 
tarias. 

EsempLo 2. La función biunívoca z = + Уу es recíproca respecto а la 
función y = 27. Si convenimos tomar para la raíz sólo el valor aritmético, Ја 
relación recíproca será una función unívoca. 
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Es evidente que la función recíproca respecto a la función (2) 
es la función (1). Por eso las funciones f y ọ ligadas por la relación 
(3), son recíprocamente inversas. Una de ellas se llama función di- 
recta y la otra, función inversa. 

Notemos que una misma curva 

y=1 
representa el gráfico de la función dada y el gráfico de su función 
recíproca, según estén trazados los valores del argumento, sobre el 
eje Oz o sobre el eje Oy. 

Si nos ponemos de acuerdo en designar la variable independiente 
con z y la variable dependiente con y, entonces, para obtener del grá- 

fico de la función dada y = f (z) el de su 
función recíproca y = q (т) es suficiente 
reflejar de forma especular el primer 
gráfico respecto a la bisectriz de los cua- 
drantes I y ПІ do las coordenadas (fig. 59). 


$ 8. Clasificación de funciones 
de un solo argumento 


En dependencia de la naturaleza de 
las operaciones que se deben efectuar 
sobre el valor del argumento, a fin de 
obtener el valor correspondiente de la 
función, se establece la siguiente clasifi- 
cación de las funciones. 

1) Si las operaciones a realizar sobre el argumento г y sobre ciertas 
constantes son adicionos, sustracciones, multiplicaciones, ele- 
vaciones a potencias enteras y positivas (un número finito de veces), 
se obtiene una función racional entera o polinomio. La forma general 
de esta función es: 


Fig. 59 


Р (а) = ам" + ал"1 +... + ama + Cm, 
фойе тез aa número entero positivo o igual a cero, y los coeficientes 
а 15 ат, son números constantes. 


D La Tinción representada en forma del cociente de la división 
de. dos funciones racionales enteras 
R(a)= antait + m-13 40m 
DE EA 
se llama función racional fraccionaria. 
El conjunto de las funciones racionales enteras y fraccionarias 
ena 18 class Ше funciones racionales. 
3) Sí además de las cinco operaciones algebraicas arriba indica- 
das, se efectúa sobre el argumento un número finito de extracciones 
de las raíces, y el resultado obtenido no es una función racional, se 
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obtiene una función irracional. Por ejemplo, 


OY иса HEH. 


Aquí por raíz se entiende generalmente su valor aritmé 
El conjunto de funciones racionales enteras y fracciona 
la clase de las funciones algebraicas explícitas. 
4) En el caso más general, se llama función algebraica a una fun- 
ción multívoca implícita definida por la ecuación 


forma 


Ро (2) y” + pi (2) у" +... + Pu (2) Y + Pn (2) = 0, 
donde n es un número entero positivo y los coeficientes po (z), 
Pı (2), .. 5. Pn-ı (2), Pn (2) son funciones racionales enteras de z, 


y el coeficiente р, (т) no es idénticamente igual a cero !). Por ejem- 
plo, la raíz de la ecuación уэ -+ y — 2* = 0 es una función algebraica. 
Notemos que esta función no es explícita, ya que la ecuación alge- 
braica de la potencia superior a cuatro no puede ser, en general, 
resuelta en radicales. 

5) Toda función no algebraica se llama función trascendente. 

Las funciones trascendentes más simples (llamadas funciones 
trascedentes elementales) son: 

a) la función exponencial a*, donde a es un número distinto de uno; 

b) la función logarítmica loga z, donde a >Q y a 521; 

c) las funciones trigonométricas: sen т, cos т, tg х, сїр т, sec 2, 
cosec 2; 

d) las funciones trigonométricas inversas: Aresen т, Arccos 2, 
Aretg z, Arcctg х, Árcsec т, Árccosec г. 

Las funciones algebraicas, trascendentes elementales y sus сош- 
binaciones finitas se llaman funciones elementales. Éstas son las 
principales funciones que consideraremos a lo largo de nuestro curso. 

Señalemos que en nuestro curso utilizaremos, como regla, sola- 
mente funciones elementales unívocas, imponiendo, si hace falta, res- 
tricciones suplementarias a las funciones multívocas que se examinen. 


$ 9. Gráficas de las funciones elementales principales 
Mostraremos aquí las gráficas de algunas funciones elementales 
fundamentales. 
1. Función potencial 
ys, a) 
donde n es un número entero. 


Esta función se define рага —oo < = < +o, si п > 0 y para 
0<|2|< +оо, si п < 0. 


1) Las funciones algebraicas generalmente зоп consideradas en un dominio 
complejo. 


50102 
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Sin>0(n=0, 1,2, ...). las gráficas de las funciones (1) 
representan ir respectivamente, de grados cero, primero, 
segundo, ete. (fig. 60) 


Fig. 60 Fig. 61 


Sin<0 (n= —1, —2, ...), los gráficas de las funciones (1) 
representan hipérbolas de diversos grados (fig. 61). 


П. Función radical 


у= Ут, @ 


donde n os un número natural. 
El dominio de definición de la función: 0 < z < +оо рага т 
раг у ~oo < х < + рага п impar. 


A 


„её \ 
ва) N 


Fig. 62 Fig. 63 


Puesto que z = y", la función (2) es recíproca respecto a la fun- 
ción potencial (1). Por eso, las gráficas de las funciones radicales son 
parábolas o sus partes de distintos grados n (fig. 62). 
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ПІ. Función exponencial 
y= 
donde а es un número constante, a>0, а 41. 

Esta función está definida para todos los valores de т. La fun- 
ción es positiva y crece monótonamente desde O hasta +00 cuando 
а> 1 y decrece monótonamente desde 
Гоо hasta 0, cuando 0 <a<1 (fig. 63). 

IV. Función logarítmica 

у =logaz (1>0,2%1). () 


El dominio de definición es 
0< z< +. 
Puesto que la fórmula (3) da 


z=, ж, 
ya 


laz Os, 
(Фа) 


la función logarítmica es recíproca 
respecto a la exponencial. Por eso la 
gráfica de la función logarítmica se 
obtiene de la función exponencial con Fig. 64 
ayuda de la representación especular 
de esta última respecto a la bisectriz de los ángulos de los 
cuadrantes I y ТЇЇ de las coordenadas (fig. 64). 

V. Funciones trigonométricas 

En las matemáticas superiores el argumento de una función tri- 
gonométrica es un número que puede ser considerado como la medida 
del ángulo correspondiente expresado en radianes. 


Fig. 05 


Nos limitaremos a describir las funciones trigonométricas más 
importantes. 


a) y = sen z. 


Esta función está definida para todos los valores de z. La función 
sen 2 está acotada (|sen д |< 1) y es periódica con período 2л 
(es decir, los valores de la función se repiten cuando el argumento 
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varía en 2л; su gráfica es una sinusoide (fig. 65). 
b) y = cos z. 


_ Esta función posee propiedades análogas a las de sen z. Su grá- 
fica es una cosinusoide, que es una sinusoide dezplazada hacia la 
izquierda а 5 (fig. 65). Efectivamente, соз z = sen (z +5). 

o) y=tez. 
Esta función está definida para z 
ALE (e — 0, +1, +2,.. -). Su pe- 


Fig. 66 Fig. 67 


ríodo es igual а л. La gráfica de la función es una tangensoide 
(función tangente) (fig. 66). 


d) y = ctg z. 
Esta función está definida рага z kn (К = 0, +1, +2, .. .) 
Su período es igual a л. La gráfica de la función es una cotangensoide 
geométricamente idéntica a la de la tangensoide (fig. 66). 

VI. Funciones trigonométricas inversas 


a) y = arcsen т, (4) 
es decir, y es un arco tomado entre los límites 
1/2 < y < 1/2, 6) 
cuyo seno es igual а z: 
sny= z (6) 


(significado principal). La función (4) está unívocamente definida 
sobre el segmento [—1, 1]; su gráfica es una parte de la sinusoide 
(el arco AB en la fig. 67). 
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Si se invierte la igualdad (6), sin imponer la condición (5), es 
decir, si se hallan todos los valores de y, cuyos senos son iguales а z, 
obtenemos la función multívoca 


y = Агсзеп т, 
cuyo gráfico es una sinusoide dirigida a lo largo del eje Oy. Basán- 


dose en las propiedades de los arcos que poseen el mismo seno, se 
deduce la fórmula 


Arcsen z = (—4)* arcsen z -+ kn 
(k=0, +1, +2...) 


b) у = arccos т, (7) 
es decir, y es un arco tomado entre los límites 
0<y<a (8) 

cuyo coseno es igual а z: 
cos y = = (9) 


Fig. 68 


(significado principal). La función (7) está univocamente definida 
sobre el segmento [—1, 1); su gráfica es una parte de cosinusoido (el 
arco AB en la fig. 68). 

Resolviendo la ecuación (9) respecto a y, se obtiene, en el caso 
general, la función multívoca 


y = Атссоз 2, 
cuya gráfica es una cosinusoido dirigida a lo largo del eje Oy. En 
este caso es justa la fórmula 
Arccos т = +arccos z + 2kn (k = 0, +1, +2, ...). 
c) y = arctg 2, (10) 
es decir, y es un arco tomado entre los límites 
—a/12<y<al?2, (11) 
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cuya tangente es igual a т: 
tgy =r 12 
(significado principal). 
La función (10) está unívocamente definida en el intervalo 
—оо < z< +оо; su gráfica es un arco de tangensoide (fig. 69). 


узот 


Fig. 70 Fig. 71 
Resolviendo la ecuación (12) respecto a y, se obtiene, en el caso 
goneral, la función multívoca 
y = Arctg z. 
cuya gráfica está compuesta de un número infinito de tangensoides 
desplazadas (10). Es justa la fórmula 
Arctg z = аго = + kn (k=0, +1, +2, ...) 


4) у = arcetg z, @3) 
es decir, y es un arco tomado entre los límites 
0<у<л, (14) 
cuya cotangente es igual а х: 
сщу = z. (15) 


La función (13) está unívocamente definida en el intervalo de —оо < 
< z< +00; su gráfica es wn arco de cotangensoide (fig. 70). 

Si en la ecuación (15) se hallan para cada valor de т todos los 
valores de y, cuya cotangente es igual a z, se obtiene la función 
multívoca 


y = Arcetg 2, (16) 


cuya gráfica está compuesta de infinidad de cotangensoides despla- 
zadas (13). Tenemos 


Arcctg z = arcctg z + ka (К = 0, +1, +2, ...). 
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Las gráficas oxaminadas de funciones elementales principales 
deben ser memorizadas. Utilizándolas se puede construir fácilmente 
una gran cantidad de gráficas de funciones elementales, considerán- 
dolas como «funciones elementales fundamentales transformadas», 

Sea una función 
y=1() (17) 


cuya gráfica es conocida (fig. 71). 
К Examinemos las transformaciones más importantes de esta grá- 
ica. 
1) La gráfica 
y =[(—а) 
representa la gráfica inicial (17) desplazada a lo largo del eje Ox 
a una magnitud igual a a (fig. 71). 
2) La gráfica 
y=b+I() 


se obtiene a partir de la gráfica (17), trasladando esta última a lo 
largo del eje Oy a una magnitud igual a b (fig. 71) 


3) La gráfica 
y = ef (z) (с 0) (18) 


so obtiene a partit de la gráfica de la función / (2) por compresión 
en 1/с de las ordenadas de aquélla para 0) < с < 1 y, por extensión 


Fig. 72 Fig. 73 


en с veces de sus ordenadas, рага 1 < c< +00, conservando las 
abscisas correspondientes (fig. 72). 

Si —оо < с < 0, la gráfica (18) es la representación especular 
de la gráfica y = —cf (z) respecto al eje Oz (fig. 72). 


4) La gráfica 
у= 108) (5 0) (19) 


se obtiene a partir de la gráfica de la función y = f (2) aumentando 
еп 1/k veces las abscisas de sus puntos para 0< k< 1, y dismi- 
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nuyendo en Е veces las abscisas de sus puntos рага 1 < k < +00, 
conservando sus ordenadas (fig. 73). 

Si —оо < k < 0 la gráfica (19) es una imagen especular de la 
gráfica 


у=] ы) 


respecto al eje Оу (fig. 73). 
Las reglas indicadas son geométricamente evidentes, su demos- 
tración la dejamos al lector. 
Combinando las transformaciones de 1) a 4), se pueden construir 
las gráficas de funciones relativamente complicadas a partir de grá- 
ficas de funciones simples. 


EJEMPLO, Construir la gráfica di 

De acuerdo con las reglas de tra 
soide y = sen z, con las abscisa 
nadas aumentadas al triplo (on valor a 


Para construir la gráfica de una función es importante tener en 
cuenta la simetría y la periodicidad de la gráfica. 


Fig. 74 Fig. 75 
DEFINICION 4 Una función f (2) se Пата par, si no cambia su 
valor cuando el signo del argumento es opuesto, es decir, si 
1) =] (@). 


Por ejemplo, las funciones 20 = 1, 22, сох 2, etc., son pares. 

La gráfica de una función par y = f (т) es evidentemente simé- 
trica respecto al eje Oy (fig. 75). Por eso, en el caso de una funcóin 
par, ез suficiente construir solamente la mitad derecha de la gráfica 
(æ > 0); su mitad izquierda (z < 0) es una imagen especular de la 
mitad derecha respecto al eje de ordenadas. 

perwicion з {па función ў (д) se llama impar si al cambiar el 
signo del argumento, cambia también el signo de la función, pero su 
valor numérico se conserva, es decir, si 


16-а) = —i (D). 
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Por ejemplo, son funciones impares z, 7°, sen х, tgz, arcsenz, 
arctg z, etc. 

La gráfica de una función impar y = f (2) es evidentemente simétri- 
ca respecto al origen de las coordenadas (fig. 76). Por eso, para 
construir la gráfica de una función impar es suficiente trazar su 
mitad derecha (т > 0); la otra mitad de la gráfica (х < 0) se obtiene 
haciendo girar la mitad derecha en 180°. 

DErINICION з. Una función f (т) se llama periódica, si existe un 
múmero positivo T (período de la función) tal que 


1а 4 Т) ај (0 
(ig. 77). En el $ 3 del capítulo VI ya encontramos funciones perió- 


dicas; por ejemplo, sen z (período 2л), cosx (período 2л), tg £ 
(período л), ctg z (período л), ete. 


Fig. 76 


Para construir una gráfica de una función periódica es suficiente 
con trazar sobre un segmento una longitud igual al período de esta 
función (dominio principal) y construir después la continuación 
periódica de la gráfica dando los mismos valores de las ordenadas 
a los puntos cuyas abscisas difieren en un número múltiplo del 
período. 
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Examinemos la función y = f (д) dada por las dos primeras co- 
lumnas de la tabla siguiente 


a [ок [эю 
ta Ya Ay Ays 
La Y-a Ala 2-2 
Ta Var Ara Aa 
Zo Yo Ayo Algo 
z n Aya БУЛ 
Es Y Aya 

v 
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Suponemos que los valores tabulados..., т, 21, To, 21 
23, ... del argumento z son equidistantes; en otras palabras, la 
diferencia 

Az, =- tin tih (6—0, +1, +2, ...) (1 


es ma magnitud constante (A es el símbolo de Ja diferencia). La 
magnitud В se llama paso de la tabla. Para estudiar la regularidad 
del comportamiento de la función y, completamos nuestra tabla con 
las diferencias de primer orden Ay (primeras diferencias) 


Ayi = yin и (=0, +1, +2, ...). e) 


Si la función y = yo + kz es lineal, su diferencia Ay, = kh 
es una magnitud constante. 
Se pueden componer de un modo análogo las diferencias de segundo 
* orden (segundas diferencias) 
Ay = Ayia — Ayi = (Yesa уна) — Win И) = 
= Yisa = yin Hyi 0 0, +1, +2 ...), 8) 
еіс. 
Si la función y es lineal, sus segundas diferencias A?y, son iguales 
a cero. Para una función cuadrática y — a -+ bz + ca? sus segundas 
diferencias Ay, son constantes (¡veri- 
ficarlo!). 

Por interpolación se entiende la 
determinación aproximada de los valo- 
res de wna función y, para valores 
intermedios del argumento т, no ta- 

үгүй) bulados. 

Supongamos que el paso № de la 
tabla sea pequeño y las diferencias 
Ду, sean casi constantes. Sea zp el 
valor menor tabulado más cercano 
al valor no tabulado dado de z, es 
decir, zọ< z< z, En el intervalo 
(Zo, ху) la función y puede ser considerada aproximadamente 
como una Y lineal tal, que Y (д) =у e Y (д) = n. Esto 


= 7 oz, 


Fig. 78 


significa geométricamente que reemplazamos el arco MM, 
de la curva por la cuerda correspondiente M,M, (fig. 78). Puesto 
que el coeficiente angular de la cuerda ММ, es igual a 


ke 


entonces 
ya Y == +22) О] 
(interpolación. lineal). 
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Al introducir la magnitud 


5 6) 

(da distancia entre los puntos х y лу se mide en pasos»), se puede 
escribir la fórmula aproximada (4) así: 

Y = Yo + Ayo @ 

Con ayuda de la fórmula (б) se puede efectuar una interpolación 


inversa, es decir, hallar el valor correspondiente del argumento z 
por el valor de la función y (y, < y < у). Efectivamente, tenemos 


ЕА 
б a (7 

De aquí, mediante la fórmula (5), obtenemos 
z = z + th. (8) 


rsempLo s Sea dada la función y = y (z) en la tabla: 


102 | 


Efectuando la interpolación lineal hallar y (1,005). ¿Cuál es valor 
de т, si y (a) = 1,5? 
Aquí el paso h = 0,02. Considerando que zp = 1, tenomos 
1,005 — 1 


> 


4 
de donde, mediante la fórmula (6), hallamos 


y=1,21 + 40,02 — 1,215. 


Para la interpolación inversa, consideramos que д, = 1,02 e 
Yo = 1,44. De aquí, Лу, = 1,69 — 1,44 = 0,25. Por medio de las 
fórmulas (7) y (8), hallamos 


y z = 1,02 + 0,24-0,02 = 

Notemos que рага т Є (го, 2,) se obtiene una fórmula de inter- 
polación lineal análoga, si en vez del valor menor más cercano tabu- 
lado de zp, se utiliza el valor mayor tabulado más cercano de тү, 
lo cual es a veces más cómodo. A saber, tenemos 


vænti (2—2). (4) 
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Para obtener resultados más precisos se recurre a veces a la 
interpolación cuadrática. Para eso se reemplaza la función y en el 


intervalo (т, 2) por un trinomio cuadrado Y tal, que 


Ya) FeS Y E) = ya o 
donde х, sigue siendo el valor tabulado mínimo más cercáno al valor 
dado de z que no figura en la tabla. Esto significa geométricamente 

ТҮ 
que el arco MoM, M, del gráfico de la función y = y (2) es reempla- 
zado de modo aproximado por una parábola do eje vertical que 
pasa por los puntos Mo, Му, М, (fig. 79). 
Escribimos la función Y en la forma artificial siguiente: 


Физ ў -а+ь (к – z) + 
+e (a — х) (2 — 21). (10) 


Haciendo 2= zo, en virtud de la 
fórmula (9), obtenemos 


Ya) == a 
de donde 
a = Yo. (11) 
De modo análogo, рага z = зу, ten- 
dremos 
Y (а) = n = a + b (z, — 20) 


de donde, utilizando la fórmula (11) y teniendo en cuenta que 7, — zo = 
= h, hallamos 


Fig. 79 


ъ= lt ы > (12) 
Por fin, рага x = z, tenemos 


Y (0) = ya = a + b (Ea — 20) + e (2a — 20) (a — а), 


do donde, puesto que 2, — ху = 2h y т, — T, = h,entonces, teniendo 
en cuenta las fórmulas (11) y (12), obtenemos 


Mo. 
non R (y) (и — е) Aniv Aty 
кє ZRT = ES = E E 


De este modo, tenemos definitivamente 
> Ў 
уе о 308. (2—0) (rla) (4 
(fórmula de interpolación cuadrática). 
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Suponiendo que 
(15) 


1—1 


(16) 


obtendremos una fórmula de interpolación cuadrática más cómoda 
y= у-у» + ED ay (17) 


esemero 2. La función y = y (z) está dada por dos primeras colum- 
nas de la tabla: 


Utilizando la fórmula de interpolación cuadrática, hallar y (0,27). 
En calidad de valor inicial, elegimos го = 0,25 (los elementos 
necesarios de la tabla están subrayados). El paso de la tabla A = 
Calculamos las diferencias Лу, = 0,0659 y Aro = 0,0083 (para 
abreviar, los decimales no se indican en la tabla). 
Tenemos 


de donde, mediante la fórmula (17), obtenemos 
y (0,27) =1,2840 +-0,4-0,0659 + 2420 0,0033 = 
= 1,2840 + 0,0264 —0,0004 = 1,3100. 


EJERCICIOS 


1. En ol triángulo ABC de base AC = b y de altura BD == h se traza ша 
recta ЕР, paralela а AC y separada de ella a una distancia z. Expresar ol área y 
del trapecio AEFC como función de z. Determinar el dominio de definición de 
esta función y construir su gráfica. 

2. Determinar el dominio de existencia de las funciones: 


a у= Ут i d) y=log (1+3). 


) у= VF; с) у= 
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E Hanez @), / @). / @), } (3), / 2), / Ala), Ре 0), ві У (0) = 22 — 


4. Sabiendo que f (1) = —2,23 y 4,05, hallar el valor aproximado 
des di.) comsidezando que La función es иса! Sobre el segmento [1 2) (ие 
stum lineal). 

„ Los resultados de la medición de z e y están dados en la tabla: 


Hallar la dependencia entre z е y, si se sabe que ésta es lineal, 
una función racional entera de segundo grado: 


Гб) = + br +e, 


tal qa Lo = сй: 1 y == 0, / (2) = 5. 

И? LE шыг ИЯ ay +i e)l. 
Hatar” 1 Ml a y ¿UU a = И с, 
Паг las funciones explícitas гес hprocas de funciones siguientes: 


a) у=2є-+-3; b) у=} TB, с) yen. 

10. Construir las gráficas de las siguientes funciones elementales: 

аут уур 9 01—05): D уве: 9 y= 
20 (2—7); бй уеп? = (вене: sentz= (100820): g) v= 


4а (зе—-$- O) y =—arosen Ж; W ++ 


3 


+ arctg z 


11. Hallar los valores aproximados de las raíces reales de la ecuación 
z — 3x + 1 = 0, y construir la gráfica de la función y = z* — 

127 Hallar el valor aproximado de la raíz más pequeña de la ecuación 
ч z >=, construyendo las gráficas de funciones y = tg = еу = 

13. La función y = y (z) está dada por la tabla: 


Utilizando la interpolación, hallar y (0,63). ¿Cuál es el valor de z, si y (z) = 2? 


Capítulo VIJ 


Teoría de los límites 


$ 1. Números reales 


En matemáticas por magnitud se entiende todo lo que puede ser 
medido; en este caso la naturaleza física de la magnitud no tiene 
importancia para nosotros. Por eso las conclusiones de las matemá-= 
ticas poseen un carácter absolutamente general, y pueden ser aplica- 
das a todas las magnitudos. El proceso de medición de una magnitud 
consiste en su comparación con otra magnitud de la misma natura- 
leza, tomada como unidad. El resultado de medir una magnitud es 
un número que expresa el valor de la magnitud medida. Si la magni- 
tud a medir y la unidad de medición son conmensurables (ез decir, 
tienen una medida común), el resultado de la medición es un número 
racional 


m 
„=, 

n 
donde m y n son números enteros. Si la magnitud a medir y la unidad 
de medición son no conmensurables (es decir, no tienen una medida 
común), el resultado de la medición es un número irracional (por 
ejemplo, V 2, л, etc.) que puede ser expresado en forma de una frac- 
ción decimal infinita no periódica 


ж = Poy рур... Pu --- 

Si en esta fracción so toma un número finito de cifras después dela 
coma, se obtendrán ciertos números racionales que expresarán con 
la precisión deseada el valor de la magnitud que se mide, por eso, 
para las medidas prácticas podemos conformarnos con los números 
racionales. Sin embargo, para enunciar las leyes generales es preciso 
utilizar números irracionales (por ejemplo, el área del círculo 5 = 
= лА?, donde л es un número irracional). Los números racionales 
e irracionales se llaman números reales”). Para la representación 
goométrica de los números reales se utiliza el eje numérico Oz (fig. 80), 
sobre el cual se sitúan en escala determinada los números racionales 
(los enteros 0, +1, +2,... y los fraccionarios + $ , + + Жур 
etc.) e irracionales. Como resultado todos los múmeros reales se 


1) En adelante, si по se menciona lo contrario, entenderemos como onú- 
mero» al «número real». 
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sitúan sobre el eje numérico, ocupándolo enteramente, es decir, a cada 
número real le corresponde un punto determinado del eje numérico, y 
viceversa, a cada punto del eje numérico le corresponde un тїтего real, 
Por eso өп vez de las palabras nn «número real» dicen frecuentemente 
un «punto». 


2321.01 г 2 


A A 
т 


Fig. 80 


Al conjunto de todos los números reales z se le agregan dos símbo- 
los, —оо y +o, соп las propiedades siguientes: 


o < z< +оо. 
Este sistema de números reales se llama ampliado. Se supone que es 
justa la siguiente aritmética: 
a) х оо = 400; 
М 
» 5-0 
©) z-(+ оо) = Б оо, зі 2>0 


т. (+ оо) = F оо, si 2<0. 


Los números reales pueden ser positivos o negativos. En algunos 
casos es preciso examinar el valor absoluto de un número real, igno- 
rando su signo. 

DEFINICION Llámase valor absoluto (o módulo) de un número real 
al valor aritmético de este número. 

El valor absoluto del número а se designa así: | а |. Por ejemplo, 
| —5 | = 5, | +3 | = 3. En general, si т es un número real, entonces 


2, siz>0, 
-r siz<0. 


121= 


Es sihan que para todo número z tiene lugar la igualdad | —z | = 
=|zl 

Si los números reales están repartidos sobre el eje numérico, el 
valor absoluto | x | de todo número z representa en sí la distancia 
desde el punto correspondiente А, de abscisa z hasta el origen 0: 
{х | = ОА (fig. 81). 

De aquí se deduce que, si el valor absoluto de un número æ satis- 
face la desigualdad 


{т|<а 0 1=1<а), a) 
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el número т se subordina a la acotación 
—a<z<a (о, respectivamente, —a <= < a), (2) 


es decir, т pertenece al intervalo (—a, a) (o al segmento [—a, a). 
En particular, para todo número x es justa la desigualdad 


—=lzxl<z<lzl 


Recíprocamente, si tiene lugar una de las desigualdades dobles 
(2), se cumplirá una de las desigualdades (1). 


a 


рр 


Fig. 81 


Una afirmación más general es: si 
lz—=zl<a (o |z— z 4<a), 
entonces, tenemos 
r—a<r<z+ta (o 7—a<i<zm+0) 


puesto que | х — zo| es igual a la distancia entre los puntos ху xp. 
La reciprocidad es también justa (fig. 82). 


EEE] 
>а 15 Клан 
——.—{ 
Fig. 82 
El valor absoluto de un número real posee las propiedades siguien- 
tes: 
1) El valor absoluto de una suma de dos o varios números es inferior 
o igual a la suma de los valores absolutos de estos números. 
Efectivamente, supongamos primero que z e y son números reales 
de signos iguales, es decir, zy > 0. Es evidente que tenemos 
le+yl=iz<lzl=lyll=l<(zl+lbl=121+ 
+lyl 
(рог ejemplo, |—3 — 5| = | —(3 + 5) | = 3 + 5). 
ora, sean z e y números reales de signos contrarios, es decir, 
zy < 0, Supongamos para mayor certeza que |z |> |y |. En este 
сазо tenemos 
le+yl=lxixiFlyll=1H(x1—1yD1= 
БУНЕ 


(por ejemplo, |—5 + 2| = | —(5 — 2) |= 5 – 25 + 2). 
70102 
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De este modo, para todo número real ге y es justa la desigualdad 
lz+yl<izl+iyh 8 


donde el signo de igualdad tiene lugar solamente cuando los números 


х e y son del mismo signo. 
onservacion. La desigualdad (3) se extiende fácilmente al caso 


de un número cualquiera de sumandos, por ejemplo, 
la+y+il=1+y+zl<lz+yl+121< 
<l2l+lyi+izk 


2. El valor absoluto de la diferencia de dos números es superior o 
igual a la diferencia de los valores absolutos de estos números. 
Efectivamente en virtud de la propiedad (1) tenemos 


lzl=ly+GE—-nIi<lyl+lz-yl 


De aquí 
lz—=-yi>l2l—Ilyl 


3) El valor absoluto del producto de dos o más números es igual 
al producto de los valores absolutos de estos múmeros, por ejemplo, 


layl=i=ilyl 


4) El valor absoluto de un cocienteestgualal cociente de los valores 
absolutos (si el divisor es distinto de cero), es decir, si y == 0, entonces 


КЕ 1=1 
| yl Ту] 

5) El valor absoluto de una potencia, entera 'positiva о entera 
negativa, es igual a la potencia correspondiente del valor absoluto 
de la base, es decir, 

Пар 121". 

La demostración de las proposiciones 3) — 5), que son casi 

evidentes, la dejamos al lector. 


$ 2. Errores de números aproximados 


Al medir una magnitud, cuyo valor exacto es igual a a, obtenemos 
generalmente su valor aprozimado т; la diferencia а — z se llama 
error del número aproximado x. A a lo denominamos número exacto 
y а =, número aproximado. Si х < а, х se llama aprozimación por 
defecto, si х > а, z se denomina aproztmación por exceso. 

DEFINICION + El valor absoluto de la diferencia entre el valor exacto 
del número a y un valor aprozimado х de este número se llama error 
absoluto Ay, es decir 
Ay = 1а — = |. a) 
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Si el valor exacto del número а es desconocido, la fórmula (1) no 
permite determinar el error absoluto A, del número aproximado т. 
En este caso se limita a una estimación por ezceso del error absoluto 
Ao, es decir, se halla un número positivo A que difiere poco de Ay; 
un número tal, que 

d <A. (2) 


El número А que satisface la desigualdad (2) se llama error abso- 
luto límite del número aproximado z. Es evidente que tenemos 


r—A<a<i+4; (3) 
o, en forma abreviada 
а=: + А. (8) 


Ocurre frecuentemente que son conocidos dos números aproxima» 
dos z, y ту entre los cuales se encuentra el número exacto а: 


айай, 
En este caso se puede escribir 
asr, 


donde z = (z, + 21)/2 y А = (2, — 2)/2. 

El error absoluto, tomado sin tener en cuenta el valor que se 
mide, no caracteriza la precisión de una medición. Por ejemplo, si- 
al medir la longitud de una mesa а = 2 m у la longitud de un ferro, 
carril a, = 200 km, se ha cometido un mismo error absoluto А, = 
= А, = 0,1 m, esto no significa que las mediciones son de igual 
calidad. El segundo resultado es evidentemente más exacto que 
el primero. Para juzgar acerca del grado de precisión do las modicio- 
nes se introduce la noción de error relativo. 

DEFINICION 2 Llámase error relativo 6, de un número aproximado 
г a la relación del error absoluto de este número respecto al valor absoluto 
del número exacto correspondiente a, es decir, 


ds % 


de donde 
Ap = la | Sor 6) 


es decir, el error absoluto de un número aprozimado es igual al error 
relativo de éste multiplicado por el valor absoluto del múmero ezacto 
correspondiente. 

Sí el número exacto a es desconocido o muy complicado de hallar, 
se da la estimación superior del número 5,. El número б que satisface 
la desigualdad 

6 < ô, 


7. 
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se Пата error relativo límite del número aproximado z. Es evidente 
que si z 2> 0, se puede hacer 


Pack 


zA 
donde A ез un error absoluto límite del número z tal, que z — А > 0. 


EremLo 1. ¿Cuál es el orror relativo límite 5 del número z = 3, 14 que 
sustituye cl número л? 

Como 3,14 < л < 3,142, el error absoluto А, del número z satisface la 
desigualdad ' Ay = 0,002. De aquí, 


e TTE 


Por consiguiente, se puede considerar que б = 0,04%. 


Como el número exacto a en numerosos casos es difícil de halla 
en Ја práctica se considera que a == z, donde z es un número aproxi- 
mado suficientemente cercano a a, y se utilizan fórmulas aproxima- 
das 


бле -te (4) 


y 

буле \х| 00 (5) 
(ге es el signo de igualdad aproximada). Las fórmulas correspondien- 
tes son igualmente justas para los errores límites. 


esmero 2. El resultado de una medición con una precisión do 0,5% es igual 
a z = 25,7 m. Determinar el error absoluto límite de esta medición, 

Según la fórmula (5) tenemos A æ 25,7-1/2-0,01 æ 0,13. Por consi- 
guiente, la magnitud a medir a puede ser considerada igual a а = 25,7 + 0,13 m. 


Introduzcamos algunas nociones ligadas a la representación de 
números en el sistema decimal y limitemos nuestro análisis al саво 
de números enteros !). Toda cifra en la representación decimal de 
un número distinto de cero, y el cero, si éste no designa un orden 
decímal o no reemplaza una cifra incógnita o rechazada, se llama 
cifra significativa de este número. Por ejemplo, el número 0,0507 
posee tres cifras significativas: 5, O y 7. La escritura del número 
27 600 no permite juzgar sobre el número de cifras significativas; 
si este número tiene cuatro cifras significativas, debe ser escrito, por 
ejemplo, así: 2,760-10*. Las cifras significativas de un número aproxi- 
mado se dividen en cifras exactas e іпегасіаѕ. 

DEFINICION з Se dice que un número aproximado tiene п cifras 
significativas exactas (unidades decimales contando de izquierda a 
derecha), si el error absoluto de este número no pasa 1/2 unidad de su 
n-ésimo orden. 


1) La influencia del signo puede ser considerada separadamente. 
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Por ejemplo, si el número х = 2,356 tiene tres cifras exactas 2, 3, 
5, el error absoluto de este número es 


Ao < 50,01 = 0,005. 


Las tablas matemáticas se componen de tal modo, que todas las 
cifras indicadas en ellas son exactas. Por ejemplo, para las tablas 
de logaritmos de cuatro cifras se garantiza que el error absoluto de 
Ja mantisa de cada número es 


Ap < 510%, 


En algunos casos, el error absoluto de un número aproximado 
puede alcanzar la unidad de su n-ésimo orden; entonces se dice que 
este número tiene п cifras exactas en sentido amplio. Si el error absolu- 
to de un número aproximado puede alcanzar dos unidades de su 
n-ésimo orden, se dice quo las n — 1 primeras cifras significativas 
del número son exactas у la n-ésima es dudosa. 

La noción de cifras exactas no debe ser entendida al pie de la 
letra, es decir, en tal sentido que si un número tiene п signos exactos, 
las n primeras cifras del número aproximado y las п primeras cifras 
del número exacto coinciden entre sí. Por ejemplo, si а = 1 es un 
número exacto y z = 0,999 es un número aproximado, todas las 
cifras de z son evidentemente exactas en sentido amplio, aunque 
ninguna de las cifras del número exacto a coincide con la cifra corres- 
pondiente del número aproximado dado. Sin embargo, en la mayoría 
de los casos esta noción puede ser verídica en sentido lato. 

La cantidad de cifras exactas del número aproximado caracteriza 
la procisión de la medida y permite hallar el error relativo límite 
de este número. 


ysembLO 3, El número aproximado = = 8,3047 tiene dos cifras exactas. 
¿Cuál es ol orror relativo límite б de este número? 
Aquí el error absoluto ез 


ASF -0,1=0,05, 
2 
De acuerdo con la fórmula (4) tenemos una evaluación del error relativo 
905 _, 
&% pr 0,006. 
Por consiguiente, aproximadamente se puede considerar que б = 0,6%. 


Y a la inversa, conociendo el error relativo límite de un número 
aproximado se puede determinar la cantidad de sus cifras exactas. 


„ EJEMPLO 4. El error relativo límite del número aproximado т = 623,809 
es igual a б = 0,2%. ¿Cuántas cifras exactas tiene este número? 
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Utilizando la fórmula (5), ballamos el valor del error absoluto de nuestro 
númera aproximado A, que es A, е 0,2-0,01 -623,809 æ 1,2. So puede consi- 
derar no muy rigurosamente que el número = tiene las tres primeras cifras ехас- 
tas en sentido amplio. 


En general, en la notación definitiva del número aproximado no 
hay razón alguna guardar cifras no exactas; en último caso, se puedo 
tener una cifra de reserva. Por eso las cifras del número aproximado 
que no son exactas generalmente se rechazan o, como se dice, se 
redondea el número aproximado. Con frecuencia tenemos que гейоп- 
dear números exactos muy grandes. 

REGLA DE REDONDEO. 4) Si la primera cifra rechazada de un número 
(contando de izquierda a derecha) es inferior a 5, las cifras restantes se 
dejan sin cambios; 2) si la primera de las cifras rechazadas es superior 
oiguala 5, la primera de las cifras restantes se aumenta en una unidad. 

Por ejemplo, redondeando el número л = 3,141592 ... hasta 
cinco, cuatro, y tres cifras significativas, se obtienon respectiva- 
mente los números aproximados: 3,1416; 3,142 y 3,14. 


Se considera especialmente un caso particular cuando зе redondea una cifra 
de un número cuya última cifra es 5. En oste caso la última cifra conservada queda 
sin cambios st es par, y se aumenta en una unidad, si ella es impar (regla de las cl- 
fras pares). 


Hablando en general, al redondear un número aproximado, aumen- 
tamos su error añadiendo al error absoluto del número el error de 
redondeo. 

Al aplicar la regla de redondeo es evidente que el error de redon- 
deo no supera 1/2 unidad de la última cifra decimal conservada. 

De esto se deduce que: 

1) si un número exacto está redondeado hasta n cifras significativas 
el número aprozimado obtenido tendrá n cifras decimales exactas, 

2) si un número aproximado que tiene n cifras decimales exactas está 
redondeado hasta n cifras significativas, el nuevo número aprozimado 
obtenido tendrá n cifras decimales exactas en el sentido amplio. 


$ 3. Límite de una función 


En el análisis matemático se estudian generalmente magnitudes 
adimensionales, es decir, privadas de contenido físico. Los conjuntos 
de valores de tales magnitudes representan en sí conjuntos de núme- 
ros. Partiendo de este hecho y utilizando los símbolos lógicos У 
(«para todo») y 3 («existe», «se halla») se puede formalizar la defini- 
ción de la función dada en el capítulo VI ($ 2). 

DEFINICIÓN 1. Sean X e Y dos conjuntos de números dados. Si en 
virtud de una correspondencia f que confronta los elementos del conjunto 
X a los elementos del conjunto Y, Yz € X, Зу € Y (único), entonces 
y se denomina función unívoca de х definida en el conjunto X. 


$ 3. Límite de una función 103 


Este hecho se designa brevemente del siguiente modo, 
у=] (EX). 0 

El conjunto de valores de la función (1) según el sentido de la 
definición está incluido en Y, es decir, {f (x)) < Y. 

Se puede decir que la función f efectúa la aplicación del conjunto 
X en el conjunto Y (fig. 83). 

Si {f (2)) == Y, es decir, todo elemento y € Y es valor de la 
función f, se puede decir que la función f aplica el conjunto X en el 
conjunto Y. 

EJEMPLO. La función f(z) = senz 
O< z< 2л) aplica el intervalo X = 
= (б, 21) sobro el segmento Y = (—4, 1]. 

Supongamos que la función y = 
= f (2) establece una corresponden- 
cia recíprocamente unívoca entre los 
elementos de los conjuntos X e Y, es 
decir, Vz Є X existe solamente una Fig. 83 
imagen y = f (2) € Y e inversamente, 

Уу € Y зе hallará una sola preimagen z € X tal, que f (z) = y. En 
esto саво, Ја función z = f~ (y) (y € Y) que establece una correspon- 
dencia entre Jos elementos de los conjuntos Y y X se llama función 
recíproca de y = f (x). En otras palabras, la función recíproca f-* 


Fig. 84 


es una aplicación del conjunto Y sobre el conjunto X. Es evidente 
que las funciones y = f (2) y z = f™ (y) son mutuamente recíprocas. 

DEFINICION 2. Entendemos por entorno U, de un punto a (a es un 
número real) todo intervalo a < х < В que rodea este punto (a < a < 
< B) y del cual se excluye el punto a (fig. 84). 


[3 4 
СЕЕ“ 
2 2 < 

Fig. 85 


Se entiende por entorno U «. del símbolo оо = +00, el exterior 
de todo segmento (а, В) (fig. 85), es decir, U „ = (—оо, a) U (B, +09). 
Por supuesto, el símbolo co no está contenido en su entorno. 


1) Más exactamente por función (1) conviene entender la correspondencia 
misma f queja toda z € X hace corresponder su imagen y € Y. En este сазо f (z) 
representa el valor de la fanción / en el punto z. Sin embargo, en la práctica el 
símbolo / (z), donde = adquiere todos los valores posibles, se llama también 
función. 
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OBSERVACIÓN Habitualmento se entiende por entorno de un punto a todo 
intervalo Za = (а, В) que contiene el punto а, es decir, si /,, es el entorno del 
punto a, entonces Ja Э а. En nuestra definición del entorno U, de Un punto a 
excluimos (para mayor comodidad de los razonamientos ulteriores) al propio 

junto a, es decir, consideramos que a É Us. Semejante conjunto de puntos se 
lama generalmente entorno perforado (o puntuado) dol punto а. 

Соп cierta libertad se puede decir que el conjunto de puntos Ua = (a, a) U 
UU (a, В) se llama entorno del punto а (en el sentido de nuestra definición). Esta 
definición de entorno concuerda con su compresión habitual. Por ejemplo, es 
natural suponer que en el entorno de la ciudad do Moscú no entra li pia ciu- 
“ad; máxima que al definir los entornos unilaterales del punto а: Ug = (а. a) 

entorno izquierdo) y U% = (a, $) (entorno derecho), el punto a se excluye siempro 
véase el $ 4). 

Entonces, en adelanto por entorno de un punto a, si no se estipula lo contra- 
rio, entenderemos todo intervalo que rodea este punto, sin incluir al punto, 

En los casos cuando sea más comodo considerar que el entorno del punto 
a contiene este punto, lo llamaremos sentorno completo del punto a», 

No es difícil convencernos de que: 1) la suma (unión) de un número cual- 

juiera de entornos de un punto а y, 2) el producto (intersección) de un número 
finito de entornos de un punto a son también entornos de este punto, 


Para un número positivo ô, el entorno U, de un punto a será 
llamado 8-entorno, si Ua = (а — 8, а) U (a, a + б), es decir, si 


0<lz—al<ó, Ут 
(véase la fig. 86). 


Sea f (z) una función definida sobre un conjunto X. El punto a 
(a es finito) se denomina punto límite (punto de acumulación) de este 


ass 


Fig. 86 


conjunto, si en todo ô-entorno Ua se contiene una infinidad de ele- 
mentos 2 Є X, es decir, Ua ПХ 5 Ø УШ. En el caso más simple 
se puede suponer que la función f (z) está definida en cierto entorno 
del punto a, mientras que en el propio punto а la función f (х) no 
debe tener obligatoriamente sentido. 

Pues a un punto límite del conjunto X que es el dominio de 
la definición de la función f (z). 

DEFINICION з. Un número А se llama límite de la función f (2) 
cuando x-—» а (а es un número), es decir, 


Иш f (2) = A, 
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si para todo e >0 existe un -entorno U, = {z |0 < |= —a |< 
< ô), ô = 5 (e) depende de e, tal que 


170) – А 1<е para 2€U4”. @ 


Claro está que la desigualdad (2) debe cumplirse рага todo т 
donde la función j (2) está definida, es decir, para тЄХ fUa; 
según la definición del punto límite en cada entorno Ua el conjunto 
de tales valores no es vacío. 

OBSERVACION +. Según ol sentido de la definición del límite de una 
función los números e y б = ô (e) pueden ser considerados como 
suficientemente pequeños. 

DEPINICIÓN 4. La afirmación 


lím f (2) = A 


es equivalente a la siguiente: 
ІР) – А 1< е para |21>A, (3) 


donde A = A (е) depende de е. 

El conjunto de todos los puntos z para los cuales | х | > А es 
evidentemente un entorno simétrico U del símbolo оо; en este 
caso se supone que en estas condiciones para todo entorno de tal 
género U æ [| X + Ø; se puede decir convencionalmente que оо 
es un punto límite del conjunto X, dominio de definición de la fun- 
ción f (2). 

Reuniendo las definiciones 2 y 3 se obtiene la definición general 
del límite de una función cuando z — a, que sirve para un a finito, 
y рага а = оо. 

Definición general del límite de una función. Sea f (x) una función 
definida sobre un conjunto X y sea a un punto límite de este conjunto. 
El punto А es el límite de la función f (z) cuando z — a si, y solo si, 
para todo е >0 existe un entorno U, del punto a?) tal, que 


Ш Ае VEU ПХ 4 


(en este caso Ua ПХ 4D). 
Este hecho se escribe brevemente del modo siguiente: 


lím / (0) = A, (5) 


f @)-> A cuando = a. (5) 


зу Рага simplificar la explicación utilizamos aquí el S-ontorno del punto a, 
es decir, su entorno simétrico. Sin embargo, la definición sigue on vigor para Un 
entorno cualquiera Ё„ = (a, a) U fer Ph, puesto que él contione evidentemente 


el 6-entorno del punto а, donde дф = mín (a — a, В — а) > 0. 
2) No obligatoriamente simétrico. 
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EJEMPLO t. Mostrar que 
lím z? = 4. (6) 
Supondremos, para comodidad de los razonamientos, que 1 < 
<z<3, es decir, |х —2 |< 1. 
Sea e>0 un número arbitrario. Tenemos 
{#—4|=|хт—2||{х+2|=|@—2|(х+2)< 
<512—21<е, 
si [2—21< 65 y [2—21 < 1, de donde se puede escribir 
б=т ($, 1) >0. 


De este modo la igualdad (б) está demostrada. Observemos que aquí 
el 6-entorno del punto z = 2 es completo, es decir, contiene el 
punto 2 

EJEMPLO 2. Mostrar que 


75 >1 cuando 200. (7) 


lo que es equivalente a la afirmación (7). 


OBSERVACIÓN 2. No cabe ponsar que la función / (т) permanece constante- 
mente inferior a su límite. 
Son posibles tres casos: 1) la función no supera su límite, por ejeraplo, 


2% 2% 
зерт 77 1 cuando z ~ oo, además, qq < 1; 
2) la función по es inferior а su límite, por ejemplo z* + 0 cuando z — 0 
y г* > 0 cuando 2 у 0; 
3) la función oscila alrededor de su límite tomando valores inferior o supo- 
rior а este límite; por ejemplo, 


24 — 2 cuando z- o. 


CHSERVACION з. Al considerar el límite de la función / (8) cuando z — a 
para simplificar la exposición se podría suponer que la función / (z) está definida 
en cierto entorno del punto a. 

Pero, como muestran los ejemplos más simples, esto no es cómodo para las 
aplicaciones. 

EJEMPLO 3, Sea 
Ysnz 

= 


= >90. 


$ 3. Límite de una función 107 


Esta función está definida sobre el conjunto X=(0, 2] U ]2л, 3л} у... que 
no es un entorno de un punto alejado infinitamente со, a todo, según 
nuestro punto de vista tenemos lím /(2)=0, 
Soñalemos una proposición simple. 
TEOREMA 1. Si una función f (2) = с es constante en un entorno 
de un punto a, entonces, 
lu f (2) = с 


siendo с el límite único de esta función cuando z — a. 

Dejamos al lector la demostración de este teorema. 

No debe confundirse la función que admite un límite con la 
función acotada. 

DEFINICION 5. La función f (x) se llama acotada sobre un conjunto 
dado X, sí existe un número positivo M tal, que 


176) |< М раа ЄХ. 


Si tal número М по existe, la función / (2) se llama no acotada. 

Lema. La función f (2) que tiene un límite A cuando т-> a, es 
acotada en un entorno del punto a. 

Efectivamente, eligiendo e = 1, tenemos |f (z) — А | < 1 рага 
в € Ua donde 0, es un entorno Correspondiente del punto а. De 
aquí para todos los valores admisibles del argumento = ') obtenemos 


И @ї=1/@—А)+А\<1/—А1+ 
+1А1<1 +1А1= М, 


si solamente = € Ua. 
onservación + La afirmación recíproca по es justa: una función 
acotada puede no tener límite. 


Por ejemplo, la función f(z) = sen Ż es acotada рага 0 < 


< |z|< +оо y no tiene límite dais 50, 
Prestemos atención a otro teorema que establece la relación entro 
las cotas de la función y 55 límite. 
le 


TEOREMA 2. Sea que existe lím f (z) = 
M < < (8) 
en cierto entorno Ua del punto a. Entonces, 
MSASN. (9) 


Demostracion. Efectivamente, sea А < M. Suponiendo que е = 
= М — А >> 0, tendremos en cierto entorno V, del punto a 


ЛӘ —AI<MA, es decir, —(M — А) < f (2) — 
—A<M-A. 
1) Es decir, para x € Ua, donde la función f (z) tiene sentido. 
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De aquí, eligiendo x € Va П Ua, obtendremos f (ж) < M, que con- 
tradice la desigualdad izquierda (8). 

La suposición de que А > N зе refuta de modo análogo. 

observación 5 El teorema 2 sigue siendo justo si en Ја desigualdad 
(8) una o las dos desigualdades no son rigurosas. 

coroLarto. Una función positiva no puede tener límite negativo. 

OBSERVACIÓN 6. La noción de límite de la función de una variable 
so extiendo natural mente a los casos de funciones de varias variables. 

Examinemos, por ejemplo, una función de dos variables f (=, y) 
dada sobre un conjunto X del plano Ozy. 

Como entorno Ua. del punto №, (a, b) (a y b son finitos) tomamos 
el interior de un rectángulo (a, < z < Pi, ж, < y < Pa} construido 
alrededor del punto Me (es decir, a, < a < P 2, < b< Ba), del 
cual el punto М, se excluye. 

En tal caso la afirmación 


\їт f (z, ) = А 
pao 
ps 


significa que Ve >0, 3 U, y tal, que para У M (z, y) € Ua, вв 
justa la desigualdad 


Пе #—А|<. (10) 


Claro está que en este caso se supone que en todo entorno Ua, 50 
hallorán puntos A (т, y) en los cuales la función / (т, y) tiene sentido 
(punto límite). 

Esta definición se generaliza fácilmente en el caso cuando a, b 
o ambos, son los símbolos оо. 


$ 4. Límites unilaterales de una función 


En los anexos se encuentran límites unilaterales de una función. 

Introduzcamos la noción de entornos izquierdo y derecho de un 
punto a (a es un número). 

DEFINICION 1. 1) Cualquier intervalo 075 = (a, a), cuyo extremo 
derecho es el punto a, se llama entorno izquierdo de este punto. 

2) De modo análogo, todo intervalo Uz = (а, B), cuyo extremo 
taquierdo es el punto a, se llama entorno derecho de este punto. 

La escritura simbólica z + а — 0, significa que z toma valores 
pertenecientes a un entorno izquierdo del punto a, es decir, z + а, 
2<a. 

De modo análogo, la escritura г + a + 0, significa que г + a, 
z>a. 

DEPINICION 2. 1) La fórmula 

lím f(z) = А, 


х-а-0 
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donde la función f (x) está definida sobre un conjunto X, a es un punto 
límite (finito) de este conjunto, y А es un número, significa que Y e> 0, 
3 05 tal, que 


Ше) – А1<е para EX 1059 (1) 


(límite izquierdo de la función). 
2) Análogamente, la fórmula 


lím f (3) = В 
хоо 
(donde В es un número) tiene el siguiente sentido: 
П) = В1<е para EX |049, (2) 
donde 2220 es arbitrario у U; depende de e (límite derecho de la función). 


Fig. 87 Fig. 88 


Para los números А y B se utilizan las escrituras simbólicas 
(fig. 87): 
А=]а—0) y B=f(a+0). 


Si la función f (2) está definida en el punto a, su valor en este punto 
se designa con f (a); claro está que éste puede no coincidir con los 
números f (a — 0) y /(a + 0). 
DEPINICION з. Por entorno del símbolo —оо se entiende todo inter- 
valo (—oo, а), y por entorno del simbolo +00, todo intervalo (В, +00). 
Las fórmulas 


lím ja) =A y Um у) = 8 
prees —+o 
significan, respectivamente, que 


0) – А |< е para xE€(—0o, A), 
y 
ПР) — В | <е para zE€(A, +00), 


donde e es arbitrario, z € X y А, = А, (е) (ё = 1, 2). 


1) Podemos, claro está, detenernos en el estudio de ó-entornos izquierdos 
del punto a: Ùz == (а — б, а), donde б = ô (e) > 0. 
') Generalmente se supone que U¿= (а, а + б), donde б = 5 (e) > 0, 
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esempLo Sea f(z) = sgn z = (к= 0) (fig. 88). Tenemos 


ie 
izl 
lím ў (0) = —1, lim 7 (0) = 13). 
эу o 


opsenvacion s. Para que la función f (т) tenga un límite (cuando 
х a (а es un número)), es necesario y suficiente que se cumpla la 
igualdad 
f(a—0) = } (a + 0). 


$ 5. Límite de una sucesión 


Se llama sucesión 
A ү a) 


ala función zp, = / (1) definida sobre el conjunto de números natura- 
les X = (1, А ч 

Por analogía соп el límite de una función en un punto alejado 
infinitamente, se introduce la noción de límite de una sucesion. 


Precisamente, un número a es el límite de la sucesión х, (п =1,2,...): 


Иш =, =a, 


si para cualquier e > 0 existe tal número № dependiente de £, que 
para todos los números naturales n > N se cumple la desigualdad 


Іа, = а |< e. 


EJEMPLO Sea z, = 0,9, z, = 0,99, z, = 0,999, ... 
Tenemos 


La 0-12...) 
Sea e > 0 un número arbitrario. En esto caso | zn — 1 | = gji < 


<e, si n>log È = М. Por consiguiente, 


lím zn = 1. 


$ 6. Infinitésimos 


DEFINICION. Una función a(z) se llama infinitesimal cuando z —> a 
(a es un número real o el símbolo co), si para todo є > 0 eziste un 


3) Aquí para abreviar se utilizan las designaciones —0 == 0 — 0 y +0 = 
=з 0+ 0. 

2) Hablando rigurosamente hay que escribir л —> +00. Pero сото п es un 
numero natural, n=» co у п — -Fco es lo mismo. 
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entorno Ua del punto a tal, que 


[а (0) 1< 2 para хЄ0, 2. [0] 
La condición (1) es equivalente а 
lím a (2) = 0, @ 


es decir, el límite de una función infinitesimal a (2) es igual a cero y 
viceversa. En otras palabras 


а () 0 cuando ға. B 


De modo análogo se define una función infinitesimal cuando 
за — 0 у z— а + 0, así como cuando z—> —00 о z — +00. 
OBSERVACION Si 


lím f (z) = A, (4) 
xa 


en virtud de la definición del límite de la función, obtenemos que 
la diferencia f (z) — А es un infinitésimo. De este modo, mediante 
la fórmula (4) obtenemos una representación de la función f (z) que 
tiene el límite A cuando z— a, de la forma 


1 (2) =A +a (2), (5) 


donde а (z) -> O cuando z— a. 

Inversamente, si la fórmula (5) es justa para la función f (2), 
el número А es el límite de esta función cuando z — a. De la fórmula 
(5) se deduce un lema importante sobre la conservación del signo 
de la función. 

ema Si lím f (z) = A # 0, el signo de la función f (2) (z € X) 


coincide con el signo del número A en un entorno U del punto a. 

Efectivamente, sea e = | А ]>0. Eligiendo el entorno U, de 
tal modo que |æ (2) | < | А | para 2 € Ua tendremos, en virtud 
de la igualdad (5), 


sgn f (z) = sgn А Э, 


donde z € Ua N X- 
zsempto. Un punto M se desplaza а lo largo del eje Oz siguiendo 
la ley de movimiento 


z=2tsent (tes el tiempo). 


2) Como siempre la desigualdad (1) debe verificarse para aquelas z, con 
las que la fonción ez (z) está definida. Además se supone que el conjunto de 
tales valores de z no es vacio en todo entorno Ua del punto a. 

2) La escritura sgn т se lee: asigno de z». La función sgn z se define del 
modo siguiente: sgn z= +t, si 2>0; sgn 0 = 0; эш к= —1, si <0 
(ig. 3). 
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Es evidente que |z |<2<e, si 1> log, E = Т. Por eso 


lím = = 0. 
ato 

De este modo, el punto M efectúa movimientos oscilatorios amor- 
tiguados alrededor dol origen de las coordenadas. 

onservacioN Según el sentido de la definición (1) la función 
f(x) == 0 es, en un entorno Ua, una función infinitesimal, cuando 
ж-а. 

Subrayemos que ninguna función constante f (z) = с +0, donde el número 
с ез, en valor absoluto, tan pequeño como se desee, puede ser llamada función 
infinitesimal. Por eso las magnitudes físicas llamadas infinitesimales (por ojem- 
plo, la masa de la molécula, las dimensiones del átomo, la carga del electrón, 
etc.) no son infinitésimos desde el punto de vista matemático. 


$ 7. Infinitos 


prrinicióN, Una función f (2) se Шата infinita cuando z-» a 
(a es un número o el símbolo оо): 


[(@— оо cuando za, (1) 


si para cualquier Е >> 0 eriste un entorno Ua del punto a tal, que 
para todos los valores admisibles del argumento т 


176) 1>£ раа «Єй». (2) 


Si / (z) es una función infinita cuando z — a, se escribe conven- 
cionalmente 
lím / (2) = оо. 
EJEMPLO. tgz —> оо para т-> 5. 
Las escrituras 


lím f (z) = —оо, lím f(z) = +00 
xo a 


significan, respectivamente: f (2) < —E para 2€ Ua y f()>E 
para т € Ua (Е >0 es arbitrario y el entorno U, depende de E). 

Se demuestra fácilmente la afirmación siguiente. 

Lema. 4) Si f (2) > оо cuando г — a, entonces 1/f (2) +0 cuando 
2 а; 2) sta (2) >0 cuando z — a (а (2) 520 para т +a), entonces 
i/a (2) > оо, cuando z— a. 

oBsenvación. Una función no acotada puede no ser infinita. 

Por ejemplo, la función 

ft) = $ sent 

no es acotada en todo entorno del punto z = 0, sin embargo, по ез 
infinita cuando х + 0. 


$ 8. Teoremas fundamentales de infinitéstmos из 


$ 8. Teoremas fundamentales de infinitésimos 


TEOREMA 1. La suma algebraica de un número finito de funciones 
infinitesimales, cuando х —> a ?) es una función infinitesimal, cuando 
2-а. 

DEMOSTRACIÓN, Para simplificar nos! limitamos а examinar el 
caso de tres funciones: œ (2) —> 0, В (2)>0 y y (22>0, cuando 
z~a. 

Examinemos su suma algebraica 


a (z) + B (2) + y (2). 


Sea e > 0 un número positivo cualquiera. En esto caso e/3 será 
también un número positivo. 
En virtud de la definición de infinitésimo, existen tres entornos 


Ua, Ua Ug’ caracterizados por el número 5 y talos que, 


[a(=)1 << para 2604, [1] 
18(2) |< para 2€U;, (2 
Губ) | <=pipara 205. 


La intersección Ua = U4 f) Uz N Us” es un entorno del punto a 
en el cual se verifican simultáneamente las tres desigualdades (1), 
(2) y (3). De este modo 


Гаа) В (0) — э (2) 1а (в) 1+18(91+1=v(0)1= 
=la HIBAH es 
ві 260, y 2EX. Esto significa que 
а (х) +В (2) —y (2) +0, cuando ra. 


El teorema queda demostrado. 

En particular, la diferencia de dos funciones infinitesimales cuando 
z— a, es una función infinitesimal para z—> a. 

DEFINICION. Se dice que una función f (т) es acotada cuando х — a, 
si ella está acotada en un entorno 07, del punto a. 

TEOREMA 2. El producto de una función acotada, cuando 2-4, 
por una función infinitesimal, para х — a es una función infinitesimal 
рага = а. 

DEMOSTRACION. Sea 


Ре) 1 Л (M>0) para ЄЎ, 


1) Aquí y еп adelanto en este párrafo supondremos que todas las funciones 
examinadas están a ps definidas sobre un conjunto común X, para el cual а 
es un punto finito. Los valores considerados de = son tales que г € X. 


80102 
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donde V, es un entorno del punto a, y sea 
а) 0 cuando т-ға. 


En este caso, рага оп е >0 arbitrario, existe un entorno Ua E 
= Va, tal, que 


Га (0) 1 ж para zEUs (4) 
De aquí tenemos 


П а (0) l=11()1la()1<M 37 


si z € Ua. De este modo f (z) æ (2) >0 cuando т — a. 

TEOREMA З Æl producto de un número finito de funciones infinite- 
simales, cuando х -+ a es también una función infinitesimal cuando 
za, 

Demostración 1) Examinemos primeramente dos funciones 
о (2) 0 y В (2) = 0, cuando za. 

Considerando que 0 < e < 1 у razonando como en el teorema 1 
nos aseguramos de que existe un entorno Ua tal que 


jalce 18 (0) 1< е para хєЄШ 
de donde 
la (0) В (0) 1 = 1а (2) IBK ece si EU. 


Por consiguiente, о (z) P (2) >0, cuando z— a. 

2) Si tenemos, por ejemplo, tres funciones a (х) >0, В (2) — 0, 
y (2) — 0, cuando х —- a, entonces, utilizando la primera parte de 
la demostración, obtenemos a (z) В (т) y (z) = la (2) P (2)1 ү (2) — 
—>0, cuando = — а. 

COROLARIO. Una potencia entera positiva la (х)|" de una función 
infinitesimal a (z) >O, cuando z— а, es una función infinitesimal 
para х -+ а. 

observación. Еп 1о que se refiere a la relación de dos funciones 
infinitesimales a (х) —0 y В (z)— 0, cuando z— a, ésta puedo 
ser una función de comportamiento arbitrario cuando z-=» а. 

вјемрію. Sean a (z) =z, ф (2) = 2z + 2°, y (х) = 2%. Aquí 
cuando = — 0 tenemos 

а (0-0, б@—0, т (0) = 0; 


= ж) a) 
B paroh 9 == 0; 90 = bb o. 


La división permite comparar entre sí funciones infinitesimales. 
DEFINICION 1. Dos funciones infinitesimales æ (х) у P (х) cuando 
ж —> а son de igual orden, para z—> a, si su relación tiene un límite 
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finito no nulo, es decir, 


im al) 
їп то 


=кзе 0. 


DEFINICIÓN 2. Se dice que cuando z—a un infuritésmo P (z) es 
de orden superior а otro infinitésimo æ (т) (o lo que es lo mismo, que 
el orden de un infinitésimo a (1) esinferior al orden de un infinitésimo 
В (2), si la relación $ (xj/a (1) es una función infinitesimal cuando 
г а, es decir, 


En este caso se escribe 
В (2) =o la (z), cuando ха. 


DEFINICION з Se dice que una función infinitesimal В (х) es de 
orden n (п es un número natural) resvecto a un injinitésimo а (г), 
cuando x= a, si 


lim 0 60. 


хта ® © 
Si B (2) = o lan (2)), cuando, z— a (es decir, k = 0), ol orden 
de B (2) es superior а л en comparación con a (2). 
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Aquí supondremos también que las funciones examinadas ет 
cada ито de los teoremas que siguen están definidas sobre un conjunto 
común X para el cual a es un punto límite (punto de acumnlación). 

TEOREMA 1. Si cada sumando de una suma algebraica de un número 
finito de funciones tiene un limite cuando x— a, el límite de esta 
suma algebraica existe para x—» a y es igual a la suma algebraica de 
los límites de sus sumandos. 

DEMOSTRACION Sea dada, por ejemplo, la suma algebraica de 
tros funciones / (z) + g (2) — h (z), donde 


lím / (z) = A, Бак (о) = В, Ит (2) = С. 

Como las funciones difieren de sus 1 
obtenemos 

Га) = А +9 (0), £(0=B+B(D һб) = Су (0), (у 


donde а (т) — 0, В (2) >0, y (2) —> 0 cuando z— a. De las igual- 
dados (1), aplicando el teorema sobre la suma algebraica de infinité- 
simos ($ 8, teorema 1), tendremos 


$ (2) + g (2) — h (2) = (A + B — C) + la (2) + $ (2) — y (0), 
02) 


ites сп infinstésimos, 


в» 
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donde a (х) + B (2) — y (z) >0 cuando г — a. De la igualdad (2) 
se deduce que la suma /(x) + g (z) — h (x) difiere del número 
A + В — С en un infinitésimo y, por consiguiente, este número es 
el límite de la suma dada. Así, tenemos 


lím If (2) + g (z) — h (1) = A +4B=C= 
= lím f (2) + lím g (2) — lím h (2), (3) 


lo que se debía demostrar. 
coronario. Una función puede tener un solo límite para x— a. 
Efectivamente, si f (z) > А y / (2) > А” cuando z— a, obten- 
«iremos, según el teorema 1, 


i—i =0-—А—А', cuando za. 
Como el límite do una función constante es único e igual a la función 


misma ($ 3, teorema 4), deducimos que A — А’ = 0, ох decir, 
A = А. 


observación. En los datos del teorema se supone que сайа una de las fun- 
ciones tiene su límite y se demuestra que su suma también lo tiene, Lo inverso 
no es, en general, justo: la existencia del límite de una suma no significa que los 
sumandos tienen límites. Por ejemplo, tenemos 


lim (sen? х 4- соз? 2)=1, 
ps 


mientras que lím sent х y Мил соз? no existen, y por eso aquí 
lim (sen? z-+-cos* т) x lím sen? z+ lim соз? z. 
sæ же» яз» 


ре este modo la formulación: sel límite de una suma es igual a la suma de 
los límites de los sumandos», no es precisa, 

Una observación análoga es correcta para los límites de un producto (teorema 
2) y de un cociente (teorema 4). 

TEOREMA 2 Si cada uno de los factores de un producto de un número 
finito de funciones tiene un límite cuando z~» a, el límite de este 
"producto cuando х —» а es igual al producto de los límites de los factores. 

DEMOSTRACIÓN. 1) Examinemos primeramente el producto de 
dos factores f (z) g (z), sea 


lím f (2) = А y Ите (а) = В. 
ха ха 
Tenemos 
10) = А +а (0, giz) = В+ В (0), (4) 
donde а (1) 0 y P (2) >0 cuando г а. De aquí obtenemos 
$ (2) g (2) = АВ + y (2), (5) 
«donde 


y (0) = AP (2) + Ba (2) + a (2) В (2). (6) 


$ 9. Teoremas fundamentales sobre tos límites 147 


De los teoremas fundamentales sobre los infinitésimos (los teoremas 
4, 2 y 3 del $ 8) se doduce que y (т) —> 0 cuando z — a. Por eso, en 
virtud de la igualdad (5), tendremos 


lím 17 (2) g (01 = АВ = Jím f (2) lím g (2). ау 
е» ата e 
2) Examinemos ahora, por ejemplo, el producto de tres funciones 


1 (æ) g (2) h (z) que tienen límites finitos cuando 2— a. Utilizando 
la primera parte de la demostración, hallamos 


Mm [/(®) g (£) h (2)1= tim (7 (0) 1а (2) (3) = 
= lím f (ж) lím {g (2) А (23) = lím / (z) lím g (2) lím h (2). 
ж-а a ж-а a xea 


GOROLARIO 1 Se puede sacar un factor constante fuera del signo de 
limite. 
Efectivamente, si с es una función constante, entonces 


lím Jef (z))= lim с lím f (2) = с lím f (2). 
хае ата xaa xa 
coroLaRIO 2. Siuna función | (2) tiene un límite cuando z — a, el 


límite de una potencia entera positiva de esta función cuando х + a es 
igual a la misma potencia del limite de esta función, es decir, 


lím [/ (23) = [lím 7 (2) 


(n es un número natural). 


Saano 
o a Да 
(н 2)]- tm (1+8) х 


x lím (1 +2) lim (1420 1.11=1. 


ж] 


LEMA Sea f (2) = A 520 cuando z — a. En este caso la función 
de valor inverso 1i} (2) está acotada en un entorno del punto a, Us. 


Efectivamente, tomemos e = | А |>0. De acuerdo con la 
definición del límite de una función tenemos 
|!@—41<$ = 11, cuando zEUa 
para todos los valores admisibles de т. De aquí obtenemos 
= 14 14 —1 (01 1>14 114 76) 1> 
ta _ 141 


> 14 1— 8 = 191 >0, cuando z€ Ua 
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De este modo 
E 1 2 
ral = п таг 
si x € Us, lo que se quería demostrar. 
Teonema s Si una función f (2) tiene un límite distinto de cero 


cuando z -> a, el limite de la función de valor inverso 1/] (2), cuando 
2 > a, es igual al valor inverso del límute de esta función, ез decit, 


A: ЭН (8) 
CITO 


DEMOSTRACION. Efectivamente, sea lim / (т) = A 0. Entonces, 


según el lema y teniendo en cuenta que el producto de la función 
acotada por un infinitésimo es un infinitésimo ($ 8, teorema 2), 
tendremos 
А Е ТАЕ РР ӨР 
т a= A 70 AH) +0 cuando z + a. 
De aquí obtenemos 
TEE РНЕ El 
MOTA = тал" 

теоввмл a Si el dividendo f (z) y el divisor g (2) tienen límites 
cuando x— а y el límite del divisor es distinto de cero, el límite de 
su cociente (fracción) cuando х —- а es igual al cociente de los limites 
del dwidendo (numerador de la fracción) y del divisor (denominador de 
la fracción), es decir, 


Ит [ү 


Tare (9 


iim е {т)` 


lim Le 


xa (1) 
DEMOSTRACIÓN: Sea lim g (2) 0. En este caso, utilizando el 


teorema sobre el límite del producto (teorema 2) y el teorema sobre 
el valor inverso de la función (teorema 3), obtendremos 


aA 4 Ты д г 
lin [E] ша [/@®- то Ја 9 на = 
Ит /(т) 
Tím g (2) * 


EJEMPLO 2 AN 
Ма таре EN 
на (+1 


E A C 
Sa „=> + жын Пааа 0 


Sin demostrarlo citemos otro teorema. 
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TEOREMA 5. Si una función f (x) tiene límite cuando т-а y 
ИТ) (п es un número natural) existe еп el punto a y en un entorno 
suyo Ua, entonces 


иш УЙ (ж) = Уау). (40) 


$ 10. Algunos criterios de la existencia del límite 
de una función 


No toda función, incluso acotada, tiene límite. Por ejemplo, sen х 
no tiene límite cuando = ~» оо, aunque |senz|<1. 

Indiquemos dos criterios de existencia del límite de una función. 

TEOREMA SOBRE UNA FUNCION INTEXMEDIA Sea que una función f (2) 
está encajada еп un entorno U, de un punto a entre dos funciones ф (2) 
y y (т) que tienen un mismo límite A cuando x—a (tig. 89), es 
decir, 


Ф(@</@<уф(ф@ (1) 
y 
Ите (z) = limp (z) = А. (2) 


En este caso, la función | (т) 
tiene el mismo límite: 


Мт f (2) = А. (8) Fig. 89 


aa 


DEMOSTRACIÓN. De la desigualdad (1) tenomos 
фо) —AZ<f()—A<Y()—A4. 
De aquí, 
1£()—4 |< máx (1) – А1 1р) А 0). (0) 
En virtud de la condición (2), para todo e > 0 existe nn entorno 
U, tal, que 
ip()—=Al<e y | (0) —– А |< е, cenando ЄЙ. (5) 
Por eso, de la desigualdad (4) obtenemos 
ПР) А |< е cuando EU, (6) 
es decir, la igualdad (3) es justa. 
DEFINICION. 1) Una función j (x) se llama creciente (no decreciente) 
sobre un conjunto dado X, si de la desigualdad х, < z; (т, £a € X) 


se deduce la desigualdad f (у) < f (25) (respectivamente, } (2) < 
<I бы). 
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2) Una función f (z) se Пата decreciente (no creciente) sobre un 
conjunto X, si de la desigualdad z, < 2, (тү, т, € X) se deduce la 
desigualdad f (2) > | (т) (respectivamente, f (ту) > f (22). 

Una función creciente (no decreciente) o decreciente (no creciente) 
se llama monótona sobre un conjunto dado X. 

teorema Sea f (т) una función monótona y acotada para х < a o 
2 > а. En este caso existe su límite izquierdo 


Um, 1 (x) = f (a — 0) 


o su limite derecho 
lím, f (2) = /@ + 0). 
pare 


A pesar de que este teorema es evidente, su demostración no 
puede ser roalizada en este capítulo. 

onsenvación Una confirmación análoga es justa para а = 
o para a = +00. 

COROLARIO (Jna sucesión acotada monótona creciente o decreciente Zn 
(п = 1, 2, ...), tiene límite. 

esempLo, Examinemos una sucesión de perímetros Pa, Pe, Pig.» + 
de polígonos regulares de n lados (n = 3, 6, 12, .. .) inscritos en 
una circunferencia de radio R y obtenidos por duplicación del 
número de sus lados. 

Es fácil asegurarse de que 


Ру< P< Р <. 


es decir, que el perímetro Р, crece monótonamente junto con п. Al 
mismo tiempo, la magnitud P, está acotada, porque el perímetro 
de cada polígono regular de n lados, inscrito en la circunferencia, 
no supera al perímetro de todo polígono circunscrito y, en particular, 
por ejemplo, de un cuadrado circunscrito, es decir, que Pa < 8R. 
Por consiguiente, existe 
lím Р, = С, 


по 


quo se toma рог la longitud де la circunferencia. 


—oo 


$ 11. Límite de la relación del seno 
de un arco infinitamente pequeño y el propio arco 


1eorema Æl límite de la relación del seno de un arco infinitamente 
pequeño y el propio arco expresado en radianes, es igual a una unidad: 
ша 4222 4, 1 
На. (1) 

DEmosTRACIÓN 1) Tomamos primero z>0; como el arco £ 
tiende а cero se puede considerar que 0 < т<. 
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Construyamos un ángulo г = / АОВ en el círculo trigonométrico 
de radio R = 1 (fig. 90). Sean: DB, la longitud do la perpendicular 
bajada desde el punto B sobre el radio OA, y AC, el segmento de la 
tangente a la circunferencia, trazada en el punto A hasta su inter- 
sección con la continua del radio AB. Es evidente que 


área ДОАВ < área sect. ОАВ < área AOAC. 


Puesto que DB = sen z y АС = tg z, según las fórmulas de la 
geometría elemental, obtendremos 


isnr<ta<h ta, 
es decir, 
sonz <ac tgar. (2) 


Dividiendo los términos de la última 
desigualdad doble por sen z positivo, 
obtendremos 


z z 
1< т< аг в) 
o bien 
Fig. 90 
соз х < TE < 1. (4) i 


т 
Sea т—» +0; en este caso como resultado de consideraciones eviden- 
tes obtenemos cos z —» 1 '). De este modo, de la desigualdad (4) se 
deduce que la función sen 2/z está acotada por dos funciones que 
tienen un límite común igual a 1. Según el teorema sobre la función 
intermedia ($ 12), obtenemos 


lím 21, (5) 
+0 
2) Sea ahora z < 0; tenemos 
senz 
a 
donde —z>0. 
Por eso 


(5) 


De las fórmulas (5) y (5') se deduce evidentemente la igualdad (1) 
(véase la observación 5 del $ 4). 


зу Efectivamente, ya que en virtud de la fórmula (2) |sen z) <] zl 
@ «1 < n/2), el seno de un arco infinitamente pequeño es un infinitésimo. De 
aquí, 1 —cos z = 2 sen? 5. — 0 pera z— 0, es decir, lim cos z = 1 
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osservacion De las fórmulas (2) se deduce que si 0< {z |< 
< n/2, entonces 
isen z | = sen |z |< |z 1 
Como | sen z | no es mayor que 1, para todo z es justa la desigualdad 
|зепх]|< ||, (6) 
(la igualdad tiene lugar solamente cuando т = 0). La desigualdad 
(6) se utiliza frecuentemente para estimar los senos de arcos pequeños. 


$ 12. El número e 
Examinemos la expresión 
я 
(1+5) 
donde п es un número natural. 
Atribuyamos a n valores ilimitadamente crecientes y calculemos 
los valores correspondientes de la potencia (1 + 2) Obtenemos 
la siguiente tabla: 


n [11 2 | o | m | m | тою | 


(2) 2 | 2,25 | 2.504 | 2,705 | элїї | 2,718 | 


Vemos que con el aumento de л, la potencia (1 + 2)" varía 


más y más lentamente y tiende hacia un límite aproximadamente igual 
a 2,718. Demostremos que esto es efectivamente así. 
TEOREMA. La sucesión 


(1+ 2) (6-12...) 


tiende a un límite finito situado entre 2 y 3. 
DEMOSTRACION. Con ayuda de la fórmula del binomio de Newton 
(véase el $ 5 del cap. ХІ), tendremos 


((+4)7—1+»-4-+ 200. {44% Y YD 


m (E 209 (09) (4) 


Ке a RE щы 
(1-6) (1-4) (0-60). @ 
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Рага л > 1 todos los términos de la fórmula (1) son розі 
y, además, si crece el exponente z, el número de términos aumenta y 
cada término correspondiente se hace más grande. 

Por consiguiente, la sucesión (+4) crece a partir de su 
valor mínimo igual a 2 cuando el exponente n aumenta, 

Por otra parte, es evidente que cada término del segundo miembro 
de la fórmula (1) se hace más grando, si todos los factores de los 
denominadores se reemplazan por 2 y cada una do las expresiones 
entro paréntesis se reemplaza por 1. Por eso 


(1+3) SAA hato. 


Según la fórmula bien conocida para la suma de una progresión geo- 
métrica, tenemos 


1 


1 
gte 


De aquí, 


De este modo, cuando п crece ilimitadamente. los términos de 
la sucesión (1 44) aumentan constantemente quedando supo- 


rior « 2 pero inferior a 3, 

Por consiguiento, de acuerdo con el corolario del teoroma del 
$ 10 existo un límite finito de esta sucesión que pertenece evidente- 
mente al segmento 12, 3| (véase el teorema 2 del $ 3). Este límite se 
llama número e?) Así 


lím (14 $)". 


El valor aproximado de este número es e = 2,7182818284 ... 
Se puede demostrar que la función 


(1+ 2) (Eo, —1) U (0, +00) 


tieude al número e enando z — оо: 


1) La desi 
blemas matemáticos es n 
e<3 


ción del número e y su amplia utilización en numerosos pro- 
to del académico Euler. Se puede demostrar que 
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Demos otra expresión para el número e. Considerando que 
4 = (а> —1). tendremos 
П 
e=lim(1+a)%. 
азо 


Con ayuda del número e es fácil expresar numerosos límites. 


вмро з H 
lim (4y. 


no > 
Considerando que 2 =a tendremos 
lim (+4)= lím (14 а) 2/92 lim (0-0) 7602 е2, 
o ao aao 


La función de tipo 


у= е, 2) 
donde e = 2,71828 . . ., se Пата función exponencial. Se utiliza tam- 
bién la designación 


ех = oxp z. 


La gráfica de la función (2) está 
representada en la fig. 91. La función 
exponencial desempeña un papel 
importante en el análisis matemáti 
co y en sus aplicaciones. 


EJEMPLO з. Supongamos quo una 
reacción química transcurre de modo que 
a cada instante de tiempo £ la velocidad 
de formación de una substancia es pro- 
porcional а la cantidad de esta última 

isponible on este instante, 

Designoros рог Qo la cantidad ini- 
cial de esta substancia (es decir la ca 
tidad de la substancia al instanto inicial £ = 0). Dividamos el intervalo de 
po (0, 1) en n intervalos pequeños: 


O ci 


Si en el transcurso de estos intervalos sumamente pequeños la velocidad de 
la reacción se considera constante, entonces las cantidades de la sustancia en los 
momentos de tiempo 


Fig. 91 
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serán respectivamente iguales a 
t kt 
Q1=00+ 00-00 (14-42) + 


a (1# )=@ (+). 


donde x es ol coeficiente de proporcionalidad dado (ley de porcentajes compuestos). 
Pero, según los datos del problema, la cantidad de la substancja ¿rece contin 
mente, Por eso para obtener una fórmula exacta hace falta suponer que el nú- 
mero de nuestros intervalos aumenta ¡limitadamento y cada uno de ellos tionde 
а сого. 


Do aquí, considerando que e O, obtendremos para la cantidad 0 de 

substancia al instante de tiempo £ la fórmula siguien! 
n kt yn 

e= tin [o (15). 

Este límite se expresa fácilmente por el número e. En efecto, al introducir 

la designación Ж 


а, donde а — 0, obtendremos 


0=0 lim (Hata 
es decir, e 
g= Ф. в) 


Esta өз Ја Іоу según la cualseofectúa el crecimiento de la substancia en 
nuestras condiciones. 

La fórmula (3) se encuentra on el estudio de una serio de fenómenos tal 
como: la desintegración del radio (aquí k < 0). la reproducción de bacteri 
ete. Estos ejemplos muestran la importancia dol número e en el análisis mate- 
málico y sus aplicaciones, 


$ 13. Noclones sobre logaritmos naturales 


Si la base de logaritmos es el número e, ellos se llaman logaritmos 
naturales o neperianos *) y se designan 


loge z = In z. 


En matemáticas superiores se utilizan casi exclusivamente loga- 
ritmos naturales, porque, como veremos más adelante, las numorosas 
fórmulas en que ellos intervienen resultan más simples que aquellas 
donde figuran los logaritmos de otros sistemas *). 


1) Por el nombre de Neper, matemático escocés, inventor de los logaritmos. 

*) Además, еп la práctica se encuentran frecuentemente funciones expo- 
nenciales del tipo (3) del párrafo precedente; por eso es más cómodo utilizar los 
logaritmos de base e. 
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Establezcamos una relación entre el logaritmo natural de nn 
número y el logaritmo de la base а (a 2 0, а + 1). Sea dado 


y = Пор, 2, 


de donde 
ау = =. 


Calculando los logaritmos de base e de los dos miembros de esta 
igualdad hallamos 

уша Ins 
De aquí 


11 
= т, 


loga z = р Inz a) 
Esta fórmula expresa el logaritmo de base a del número z mediante 
el logaritmo natural de este mismo nú 
Notemos que st se loma г = e cn la fórmula (1), se obtiene 


loga ё 


i e- 


Considerando que en Ja fórmula (1) a = 10, obtendremos 

logz = loge? - Winz, 2) 
donde M = тру = Пор e = 0,43429 os el módulo de conversión (de 
logaritmos naturales а decimales), y viceversa, mediante la fórmula 
(2) hallamos 


4 
Inz = $ log z, 
In 10 -= 2,30258. 


donde 


M 
$ 14. Nociones sobre fórmulas asintóticas 


Sean q (z) y р (2) dos funciones definidas en un entorno de un 
punto а. 
Generalizando la definición dada en el $ 8, diremos que 


y (z) = o (9 (0) cuando za, a) 
y (2) = a (2) Ф (2), (2) 


donde а (т) >0, cuando z — a. 
Si Ф (2) + 0 en un entorno del punto a, de la relación (2) tenemos 


lím tao (3) 


si 


(compárese con el $ 8). 
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DEFINICION. Si cuando z —» a es justa la igualdad 
10 = Ф (ж) +0 (Ф (2), (4) 


entonces 4 (т) se Пата término asintótico (о expresión asintótica) de 
la función f (z) cuando z— a. 

Se utiliza la escritura: f (x) ~ 4 (z) cuando г — a. Si q (2) + 0 
para z € Ua, de la fórmula (4), 
obtenemos 


(5) 


Aclaremos las condiciones de 
existencia de un término asinló- 
tico lineal no nulo para la fun- 
ción f (2): 


q (х) = kx +b cuando r— оо. 
R (6) Fig. 92 
На) = к +0 + а (2), (7) 
donde а (т) es un infinitésimo cuando z — оо, es decir, а (z) = o (1) 
cuando z — оо; es también evidente que a (т) = о (kz + b), cuando 
z= оо. 
De la (7) tendremos 


TACTO) 
EA E @ 


Pasando al límite en la igualdad (8), cuando x=» оо y teniendo 
en cuenta que æ (2)/z —> 0 cuando z > оо, obtendremos 


k lim 4E, (9) 
я-= 
De la fórmula (7) hallamos 
b= lím (7 (2) — kz]. (10) 
poa 


y viceversa, si existen los límites (9) y (10), y por lo menos uno de 
ellos es distinto de cero, es justo el desarrollo asintótico (7). Efectiva- 
mente, por la fórmula (10), donde К se determina de la igualdad (9), 
tenemos 

lím (7 (z) — kz — b) = 0, 


de donde se deduce inmediatamente la fórmula (7). 

La gráfica del término asintótico lineal y = kz + b se llama 
asíntota de la curva y = f (z) (fig. 92); cabe señalar que el caso cuan- 
do k = 0, b = 0 no se excluye. Aquí, para los puntos M (z, y) de la 
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curva, y M’ (z, Y) de la asíntota, Y — y = MM’ >0 cuando 
z -> 9 1). 

вземрио,. Establecer una fórmula asintótica lineal para la función / (2) = 
= yV F х +1, cuando z — + оо. 

Utilizando las fórmulas (9) y (10), tenomos: 


к= lim EEES tim Vat 


a+ 


b= lim (VFA —-2)= 


1 
o һа —у==р®—— Ж. ЖЕЕ 
asto УНАР =з» A Тү 


Пе este modo, 


Г ге ~ +}. cuando z 4-90. 


EJERCICIOS 

1. Construir sobre el eje numérico los conjuntos de puntos que se definen 
por las desigualdades siguientes: а) |= +211; Б) 12—812 3; 
0) 0а i| < 102: d) а |2. 

2. Al determinar la тава do un cuerpo зе obtuvo un resultado aproxima- 
do р = 2,57 g con un error absoluto Ay < 0,01 g. Calcular el error relativo l- 


1 número z = 35,719, si su error relativo 


1342 
A ES 
зеп 2 зеп бг 
6. lim E. 7. Ша 0 


= e ї#2х 

a a um ETES, ышы. 

41. Estudiar ol comportamiento do las raíces т, y т, de la ecuación cuadrática 

а? + bz + c = 0, 

si el coeficiente a — 0 y los coeficientes bò 4 0 y с son constantes. 

12, Sean уу ===, у= V FT. Mostrar que lim (ya—y1)=0. 

2 + 

Aclarar ol sentido geométrico do esta igualdad. 

Hallar los límites siguientes: 


18, Ша (++). заат. А тзлш (1—4). 


16. Mm (142). 17. lim @—9*. 18. не (=r) 


3), Sios limites (9) y (10) existen cuando z г» zee o z ze +00, la fórmula 
asintótica (7) es justa en las condiciones correspondientes. En este caso la gri 
fica do la función y = f (z) tiene una asíntota Izquierda o, respectivamente, Un: 
asíntota derecha, 


Capítulo VIII 


Continuidad de una función 


$ 1. Incremento del argumento y de la función. 
Continuidad de una función 


Sea т cierto valor de una magnitud variable dada. Consideremos 
junto con z otro valor z, de esta variable. Introduzcamos la defi- 
nición siguiente. 

DEPINICION. Se llama incremento de una magnitud variable, la 
diferencia entre el nuevo valor de esta variable y su valor anterior. En 
nuestro caso, el incremento de la variable es igual а х, — =. 

Para designar el incremento se utiliza la letra griega A; así, por 
ejemplo, Az = z, — х designa el incremento de la variable z. 

Al añadir al valor de una variable su incremento, se obtiene el 
valor incrementado de esta variable. Por ejemplo, т -|- Az es el valor 
incrementado de la variable z. 

Supongamos que y sea una función del argumento т, es 


decir, 
y = f (2). (1) 


Demos al argumento z un incre- 
mento Ах; on este caso la función 
obtendrá un incremento Ay. Este 
echo puede ser evidentemente езсгї- 
to así: 


y + Ay = f (z + Az). (2) 
De las igualdades (1) y (2) se de- 
duce que 

Ay = f (2 + Ax) —f (2). (3) 


BIEMPLO 1. 
función у = 2, 


Es “evider 


jeterminar el incromento do la variable z y ol incremonto de la 
el argumento z ha variado de —1 a 2, 
que aquí Ат =2—(—{)=3 y Ау = 2 — (—1) = 9. 


Efectuemos una interpretación geométrica del incremento. 

Sea la curva 48 la gráfica de la función y = f (z) (fig. 93). 

Examinemos sobre esta curva un punto M do coordenadas corrien- 
tes т e y. Domos a la abscisa z del punto M (z, y) un incremento Ат; 
entonces la ordenada y de este punto recibirá un incremento Ay. El 
punto M (z, y) ocupará en este caso una nueva posición M’ (т + Az, 
y + Ay). Sea С el punto de intersección de la recta que pasa por el 
э-оз 
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punto M, paralela al eje Oz, y de la perpendicular M'N’ bajada desde 
el punto M' al eje Oz. Es evidente que 


MC = Ax, CM'- Sy 


Puede ocurrir que para cierto z el punto Af” se aproxima ilimita- 
damente al punto M cuando Az tiende a cero y, por consiguiente, 
Ay tiende también a cero. En tal caso la función y = f (т) se deno- 
mina función continua para el valor dado de т. Más exactamonte: 

DEFINICION і Una función f (т) definida subre un conjunto X se 
Пата continua para т = 7, (o continua en el punto тд), si: 

4) la función está definida en z == z, (es decir, тү € X); 

2) el incremento de la función en el punto тү tiende а cero cuando el 
їпсгетеп del argumento Ату = х — ху liende а cero, es decir, 


úm If (2, + Az) — 7 (2,91 = 0, (4) 
Ax 0 


donde el incremento infinitamente pequeño Ax, recorre solamente 
valores para los cuales f (х, + Ату) tiene sentido. En este caso supo- 
nemos como siempre (véase el $ З del cap. VII) que тү es un punto 
límite del conjunto X у de esto modo en cualquier entorno Uy, exis- 
ten puntos ту + Ax, € X distintos de x, (Az, 7 0), para los cuales 
la función f (x) está definida. 

De un modo breve, una función se llama continua en un punto 
dado, sien este punto a un incremento infinitamente pequeño del атди- 
mento le corresponde un incremento infinitamente pequeño de la función. 

Utilizando la noción de límite de una función ($ 3 del cap. VII) 
obtenemos la definición desarrollada de continuidad de una función 
en un punto: una función f (2) es continua en un punto гу si, y sólo si, 


Ve>0,35 = 0 (e, 51) >0 tal, que 
уа) б) 1=1f(, + Аг) — Рб) |< е, (5) 


si ж = т, + Ar, у 0 < | Ат, |< 5 (Az, es cualquier incremento 
admisible). Notomos que la desigualdad (5) evidentemente se cumple 
también para Az, = 0, es decir, el entorno 5 del punto z, puede ser 
interpretado aquí como un entorno completo: | Az, | < б. 
DEFINICIÓN 2. Una función f(x)se Пата continua sobre un conjunto 

dado X si 1) está definida sobre este conjunto (es decir, Yz € X, Э] (2); 
2) es continua en cada punto de este conjunto, es decir, Y т € X, es 
justa la igualdad 

lím Ay = lím [f (z + Az) —1 (2)1 = 0, (6) 

А0 [ке 


donde х + Ат Є X. 


Notemos que el conjunto X está aquí interpretado como el dominio de de- 
Впісіб de la función, es decir, que los puntos z € X y z + 42 ¢ X nose exa- 
minan. 
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Por ejemplo, una función / (z) es continua sobre un segmento 
la, b], si: 1) esta función está definida en cada punto de este segmento, 
2) Vx € la, b] es justa la igualdad (6), donde z + Az Ela, bl, 

EJEMPLO 2. La función 

—(1 para z€l0, 1) 
10 = { O рага = @10, 11 


es continua sobre el segmento Х == (0, 1], aunque ella no es continua 
sobre el eje —оо < £ < +00. 

зми) з. Estudiar, si la función y = 2? es continua, 

Dando al argumento z un incremento Az, obtendremos 

у + dy = (к + Аа)? == 25 + 22-42 4 (Az), 
donde Ay es el incremento de la función y. De aquí, 
Ay = Az- (22 + Az). 

Es evidente que cualquiera que sea el valor fijo de z, Ay será un infinité- 
simo si Az es un infinitésimo. Por consiguiente, la función y = г? es continua 
para todo valor del argumento z. En otras palabras, la función z? es continua 
sobre el intervalo infinito [ 


in! — оо, + оо]. 
Es también fácil demostrar la continuidad de la función potencial 2", 
donde n es un número natural entero 


DEFINICION 3. El punto donde se altera la continuidad de una función, 
se llama punto de discontinuidad de esta función. 

Si z = zp es un punto de discontinuidad de la función y = f (2), 
son posibles dos casos: 

1) la función / (z) está definida para т = лу, además, 


Ay = f (xo + Azo) — f (хә) 4 0 


cuando Аз = z — zo -> 0; 

2) la función / (х) no está definida para z = zp y hablar sobre 
un incremento de la función en el punto zp no tiene sentido. En este 
caso convenimos en llamar a т = х, punto de discontinuidad de la 
función f (2) si, y sólo si, la función f (z) está definida en un entorno 
inmediato de 2, ”. 

Si una función f (2) puede ser modificada o definida suplementa- 
riamente en el punto ту (es decir, elegir un número f (хо)) de tal 
modo que la nueva función f (х) sea continua para 2 = ту, esto 
punto se llama punto de discontinuidad evitable de la función f (т). 
En el caso contrario, es decir, cuando la función / (т) permanece 
discontinua en = = zp para toda colección del número f (z), el punto 
zo se llama punto de discontinuidad inevitable de la función f (2). 


ЕзЕМРГО 4. Examioemos una función Е (z) igual a la parte entera del nú- 
mero z, es decir, si z = п + q, dondo n es un número entero y 0< 0 < 1, en- 


1) Es decir, para cualquier e > 0 existen en el intervalo (zọ — £, z + €) 
puntos, donde la función / (z) está definida. 


ye 
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tonces E a = n (fig. 94). Por ejemplo, E (y 2) = 1, Е (л) = 3, Е (—1,5) = 
= —2, ete. 

La función E (z) es discontinua para todo valor entero del argumento z. 
Efectivamente, por ejemplo, para z= 1 y un incremento suficientemente ре- 
queño de Ar tenemos 


ЕФ А) =1, si Ar>0, 
ЕФ А) = 0, зі А: < 0, 
De aquí teniendo en cuenta que Е (1) = 1, obtendremos 
0, зі Ar7>0, 
=i, si Ar<0, 


Por consiguiente, el incremento de la función Ay = Е (1 + Аг) — Е (1) no 
tiende а coro cuando Ат — 0, y por eso la función es discontinua рага z =1. 


Е@а+5)—Е@)={ 


Fig. 94 Fig. 95 


Un razonamiento análogo puede ser desarrollado рага cada uno de los va- 
lores т = К, donde k өз un número entero. 
EJEMPLO 5. i 


(=> 


Esta función no está definida para z = 2, pero tieno un sentido para todos 
los valores de т x 2 (fig. 95). Cualquiera que sea el valor atribuido a f (2) siom- 
pro tendremos 


1+) DO — e, 


cuando Az — 0. De este modo en el caso examinado cualquiera que sea la olec- 
ción del valor de f (2), рага z = 2, а un incremento infinitamente pequeño 
Az del argumento le corresponde un incremento infinitamente grande ду do 
la función. Esta función tiene un punto de discontinuidad inevitable para z = 2. 


$ 2. Otra definición de la continuidad de una función 


Teniendo en cuenta la importancia de la noción de continuidad 
de una función, daremos otra definición de la continuidad en un 
punto equivalente a la formulada antes 
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DEFINICION. Una función f (z) se Пата continua еп z = z, si: 
1) está definida en z = ту; 2) tiene lugar la igualdad 


Де) = (0%) (1) 


es decir, que una función es continua en un punto dado q, si, y sólo si, 
el límite de esta función, cuando х —> ху, es igual al valor de la función 
en el punto límite (fig. 96). Se supone aquí que la variable z toma 
solamente los valores, para los cuales la 
función f (z) tiene sentido. En otras palabras 
para una función f (т) continua en z,, de la 
condición ж —» х1, se deduce la relación límite 


1 (0) >f (21). 
Es fácil ver que: 1) si la función f (z) es 


continua en z = z, en el sentido indicado 
antes ($ 1), es decir, si 


ди I (аа + Az) — f (291 =0, (2) Fig. 96 


entonces, considerando que z, + Az, = т, donde, evidentemente, 
ж —> x, cuando Az, — 0, y utilizando el teorema sobre el límite de 
la suma geométrica, obtendremos 


нт / (2) = / (2). @) 


Por consiguiente, la función f (т) es también continua en z = z} 
en 01 sentido de nuestra definición; 

2) a la inversa, es evidente que de la igualdad (3) se deduce la 
igualdad (2). 

De este modo, la equivalencia de las dos definiciones queda demos- 
trada por completo. 

Para una función continua sobre un conjunto X, en virtud de la 
fórmula (1), para cada valor de z, Є X se cumple la igualdad 


lím f (ж) = f (3) 
paes 
Puesto que z, = lím z, se obtiene 
e. 
lím f (2) = f ( lím z), 
2 б 


es decir, si una función es continua, los signos del limite y de la función 
son permutables 


1) Aquí se supone habitualmente que =, es un punto límite del dominio de 
definición de la función f (2). 
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En los cursos de análisis más detallados se demuestra que la 
fórmula (4) es también justa para toda función continua z = Ф (t) 
tal que q (t) —> z, cuando 2 — tı. De este modo, tenemos una con- 
dición reforzada de permutabilidad) de la función f (z) y del límite: 


lím / (6 (0) = / (ím y ()). (5) 
oa teti 


Do la definición 3 ($ 1) se deduce que una función es discontinua 
en un punto dado si, y sólo si, 1) no existe límite de la función en este 
punto, ó 2) el límite de la función en el punto dado existe pero no coin- 
cide con el valor de la función en este punto. 


$ 3. Continuidad de las principales funciones 
elementales 


4) La función potencial 
у= 2" 
(n es natural (véase la fig. 60)) es continua рага todo valor de г 


(véase el ejemplo 2 del $ 1). 
2) La función exponencial 


у= а (a>0) 
(véase la fig. 63) es continua рага todo valor de z. 
3) La función trigonométrica 
у +senz 


(véase la fig. 65) es continua para todo valor de z. 

Efectivamente, dando al argumento z un incremento Az y desig- 
nando con Ay el incremento correspondiente de la función y, ten- 
dromos 


de donde 
Ду = sen (z + Az) —senx = 2 sen $£ -cos (2 + 52). 


y + Ay = sen (z + Az), 


En virtud de la nota para el teorema del $ 11 del cap. УП tendre- 
mos para Az 55 0 


Además, 


Por eso 
Гду 1<2 UE 4 = 1А 1, 
es decir lím Ду = 0. 
КЕ 
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Por consiguiente, la función sen z es continua en el intervalo 
| — оо, 400 |. 
Se demuestra exactamente igual, que 
y = созт 


es una función continua en el intervalo | —оо, +оо | (véase la 
fig. 65) 


$ 4. Teoremas fundamentales de las funciones continuas 


TEOREMA 1. La suma de un número finito de funciones continuas 
es una función continua ). 

DEMOSTRACION. Efectivamente, si fı (2) y fa (=) son funciones con- 
tinuas sobre un conjunto X, у z, es un punto cualquiera de este 
conjunto, entonces 


lím [f, (2) + fa (&)1 = lím f, (2) + Jim f; (2) = fi (ху) + fe (ш), 


Я zexi pen 


es decir, el límite de la suma cuando z — лу, es igual al valor do 
ésta cuando т = z; 

Por consiguiente, la función fı (т) + 7, (2) es también continua 
sobre el conjunto X 

TEOREMA 2. El producto de un número finito de funciones continuas 
es una función continua 

Demostracion. Es análoga а la demostración del teorema 4. 

coroLARto. Un polinomio entero 


Р (х) = а + ах +. 


es una función continua 

TEOREMA 3, El cociente de la división de dos funciones continuas es 
una función continua en todos los puntos donde el divisor es distinto 
de cero. 

DEMOSTRACIÓN. Es análoga а la demostración del toorema 1. 

COROLARIO Una función racional fraccionaria 

— а Баш +. авт" 
Rie) = Ыыы ыч 

es continua en todos los lugares, excluyendo los valores de х, donde el 
denominador se anula. 

TEOREMA 4. La función continua de una función continua es tam- 
bién una función continua; en otras palabras, la función compuesta 
de funciones continuas es continua. 


+ api" 


1) Se supone que todas las funciones examinadas están dofinidas y son con- 
tintas sobre un conjunto común X que no contiene puntos aislados (por ejemplo. 
sobre un intervalo (a, 5) o un segmento la, b}, etc.). 
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DEMOSTRACION Sea x, un punto cualquiera del dominio de defi- 
nición de una función compuesta f (Ф (2)), donde la función u = 
= q (2) es continua en el punto тү y la función f (и) es continua en 
el punto ш, = q (ту). En virtud de la condición reforzada de permu- 
tabilidad de una función continua y de su límite ($ 1), tenemos 


limf @ (2) = / (Jim ẹ (2)) = f (Ф a), 
ax кэш 


es decir, la [unción compuesta ў (Ф (т)) es continua en el punto ту. 

Por ejemplo, en virtud del teorema 4, las funciones (sen х)? 
= sen? г y sen (т?) son continuas por ser continuas las funciones 2° 
y senz. 

Las funciones que se examinarán en adelante serán continuas en 
todos los lugares excepto, probablemente, para ciertos valores del 
argumento. 

Por ejemplo, la función 


(véaso la fig. 66) es, según el teorema 3 de este párrafo, continua 
para todos los valores del argumento т a excepción de los valores para 
los cuales cos z = 0, es decir, excepto los valores dez = (2k — 1) ES 
donde k es un número entero cualquicra. 

De modo análogo, Ja función 
созх 
зеп 


ctgz= 


(véase 1а fig. 66) es continua cuando sen z + 0, es decir, cuando 
э© kn (k es entero). 

Es justo el teorema sobre la continuidad de la función recíproca 
que formulamos sin demostración. 

TEOREMA 5 Si una función y = f (х) es continua y estrictamente 
monótona *) en el intervalo (a, b), existe una función univoca recíproca 
а = ф (y), definida sobre el intervalo (f (a), f (b)), igualmente con- 
tinua y estrictamente monótona. 

En virtud de este teorema, el radical z (л es un número natural) 
(véase la fig. 62), la función logarítmica loga х (a > 0, a + 1) {véase 
la fig. 64), los valores principales de las funciones trigonométricas 
inversas arcsen z, arccos т, arctg z, arcctg т (véase las figs. 67—70) 
son continuas para todos los valores del argumento = en los cuales 
estas funciones están dofinidas. 


1) Es decir, f (z) es una función estrictamente creciento o estrictamente de- 
creciente en (a, ө). 


$ 6. Clasificación de los puntos de discontinuidad 137 


$ 5. Interpretación de indeterminaciones 


Puede ocurrir que una función f (z) esté definida y es continua 
en todos los lugares excepto para un cierto valor de z = z, donde 
dicha función / (z) pierde sentido (se vuelve indeterminada). Sur; 
la cuestión: si es posible elegir un número / (ху) tal, que la función 
J (2) completada sea continua en z = z}. 

Du acuerdo con esto, es necesario y suficiente que se cumpla Ја 
igualdad 


1) = Jim 16). 


Las operaciones necesarias para hallar el límite de la función 
1 (х) cuando z — z, se Пата en este caso desarrollo de la indetermina- 
ción y el propio límite lím ў (z), si existe, lleva el nombre poco 


PE 
feliz de valor auténtico de la junción f (2) 
cuando х = ту. 

EJEMPLO + Sea 


1@ = 24. 


Esta función no tiene sentido cuando 
ж == 2. Considerando adicionalmente que 


2) = ==. i 2=4, 
®- шур meta= 


Fig. 97 


obtendremos una función continua en 

todos los lugares incluyendo = = 2. Si se supone que f (2) 52 4. 

la función correspondiente será discontinua para z = 2 (fig. 97). 
esembLo 2 La función 


z 


16) = 


es indeterminada cuando г = 0. Considerando adicionalmente que 


Н 


10) = limt =4, 
2-0 
obtendremos una función definida y continua para todos los valores 
del argumento т 
$ 6. Clasificación de los puntos de discontinuidad 
de una función 


Un punto de discontinuidad =, de una función j (z) se llama punto 
de discontinuidad de primera especie, si existen límites finitos mnila- 
terales de la función ($ 4) (fig. 87): 
lím }(ху=/(%—0), Ит f(2)=](x,+0) 

o ано 
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(en este caso la función f (z) no debe necesariamente estar definida 
en el punto Zo, es decir, f (т) puede no existir). 


La magnitud 
ô = f (zo +0) —/ (zo — 0) 


se Пата salto de la función f (z) en el punto zo- 

Los puntos restantes de discontinuidad z, de la función f (z) se 
llaman puntos de discontinuidad de segunda especie. Entre ellos tienen 
mucha importancia los puntos de discontinuidad infinita z, para los 

cuales existen límites unilatera- 
yz) les (йоз o infinitos) 
lim f(z) y lím f(z) 
ax -0 зело 
рог lo menos uno de éstos ез in- 
finito (véase, por ejemplo, 1а 
Sig. 98). 

En este caso, la recta z = ху 
se denomina asíntota vertical de 
la gráfica de la función y = f (х). 

La función que admite sobre 
un intervalo dado solamente 
puntos de discontinuidad de pri- 
mera especie en un número finito 
se llama función continua a trozos 
sobre este intervalo. Notemos que en Jos puntos de discontinuidad 
la función continua a trozos puede no estar definida. 

Señalemos que para que se cumpla la continuidad de una función 
1 (2) en un punto ту es necesario y suficiente que sean iguales Jos 


tres números: 
Í (Eo — 0) = f (zo + 0) = f (20), 


(es decir, que ol salto de la función еп el punto ту sea igual a сего). 
msempLo. Determinar la naturaleza del punto de discontinuidad 
xy == 0 de la función 


| 
i 
1 
I 
1 
I 
І 
\ 


+ 


Fig. 98 


1 (2) = вош 2. 


Aquí tenemos 
Ит асе 5 =л y lím arctg 2 = 0. 


2-0 a+ 


Por consiguiente, л, = 0 es un punto de discontinuidad de primera 
especie. 
EJERCICIOS 


4. Determinar el incremento del argumento z y el incremento de la función 
y = log z, si el argumento z varía de 10 а 100. 
2. Mostrar que para la función lineal у = az + b el incremento Ay по 


depende de `z. 
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3. Demostrar que la función у = Y 7 ез continua. 
4. Demostrar que la función y = | z | ез continua. 
Doterminar los puntos de discontinuidad de las funciones: 


22 л 
5. @= EFICACE в. пв (a+ 1. t= 
7 senaz * 
Hallar el evalor auténtico» de las funciones: 8. f (2) == 221, cuando 


ja 

жей, 9. 1-22, cuando 2=4, 10. а=, cuando 20. 
14. Determinar los puntos de discontinuidad do las» funciones: 
Y sen (27) 

а) — E 5D) arctg 


х 
+ Dn. 


Capítulo IX 


Derivada 


$ 1. El problema de la tangente 


Sea M un punto fijo de una curva continua dada K (fig. 99). 
Examinemos la secante ММ" que pasa por el punto M. Puede ocurrir 
que cuando el punto M” se aproxime ilimitadamente a lo largo de la 
curva al punto M, la secante MM” tienda a una cierta posición límite 
MT, es decir, que el ángulo y = ZM'MT —+>0 cuando М' > М. 
En este caso la recta límite M7 se llama tangente. 

DEFINICION . Se llama tangente en un punto dado M (punto de 
tangencia) a una curva continua dada, la posición límite de la secante 


Fig. 99 Fig. 100 


MM" que pasa por el punto M, cuando el segundo punto de intersección 
M' se аргохіта ilimitadamente al primer punto a lo largo de la curva, 
Si la secante MM” no tiene posición límite cuando M' > M, se 
dice que la tangente en el punto M a la curva dada no existe. 
Mostremos ahora cómo se halla la ecuación de la tangente a una 
curva a partir de la ecuación de esta curva. 
PROBLEMA, Conociendo la ecuación de una línea continua 


y = f (z), 


hallar la ecuación de la tangente a esta linea en un punto dado 
M (z, y) suponiendo que la tangente existe. 

Además del punto M (т, y) tomemos en nuestra línea un otro pun- 
to M' (= + Az, y + Ay) (fig. 100). Al trazar la secante MM” y las 
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rectas MN || Ос y M'N | Оу obtendremos un triángulo rectángulo 
МММ" de catetos MN = Ат y NM' = Ay. 

Sea р el ángulo formado por la secante MM” y la dirección posi- 
tiva del eje Oz. En este сазо, es evidente que / УММ” = q. Median- 
te el triángulo rectángulo MNM’ determinamos el coeficiente angu- 
lar de la secante 


кК=штф= Y a) 


Supongamos ahora que M’ — М; en este caso es evidente que 
Az — 0 y la secante MM” tiende a su posición límite, es decir, а la 
tangente MT en el punto M (consideramos que la tangente oxiste). 
Designemos соп æ el ángulo formado рог la tangente M7 y la direc- 
ción positiva del eje Oz. Cuando Az — 0, tendremos: q ->a y si 
la tangente MT по es perpendicular al eje Oz, obtendremos; en vir- 
tud de la continuidad de la tangente, 


tg p — tga, 


de donde, pasando al límite. cuando Az —> 0 en la igualdad (1) halla- 
mos el coeficiente angular k = tga de la tangente MT: 
Ay 
k = lím 55. 
demo 2+ a 
El límite puesto en el segundo miembro de la igualdad (2) se llama 
derivada de la función y = f (z) en el punto z y se designa brevemente 
así 


бы Ma ўй 
Ит 20 y = 
Ha gmr r A (3) 
(y' se lee; ey prima»). 
De este modo, el coeficiente angular de la tangente a la gráfica de 
la función es igual al valor de su derivada en el punto de tangencia, 
es decir, 


k=f 0. % 


Conociendo el coeficiente angular de la tangente, es fácil escribir 
su ecuación. La tangente MT pasa por el punto de tangencia M (z, y); 
por eso su ecuación (véase el $ 3 del cap. 111) es de la forma 


Y —y=k(X—2), 
donde X e Y son las coordenadas corrientes. Sustituyendo aquí el 


valor del coeficiente angular k y teniendo en cuenta que el punto M 
pertenece a la línea. obtendremos la ecuación de la tangente a esta 


línea 
Y —1()=1 @)(Х — з). 6) 
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OBSERVACION 1 Si se designan, para mayor claridad, las coorde- 
nadas del punto de tangencia por (ту, y,) y las coordenadas corrientes, 
como siempre, por (z, y), la ecuación de la tangente a la línea y = 
= f (2) en el punto М, (21. у) será la siguiente 


у= = и (2) (5) 


donde y = f (д) е у, = f (a). 

OBSERVACIÓN 2 Efectuando la deducción hemos supuesto que la 
tangente MT a la línea y = f (z) en el punto M existe. Y vicoversa, 
es fácil mostrar que si para la función y = f (т) en el punto т existe 
una derivada finita, es decir, el límite (3) (tal función se llama 
derivable en el punto z), la gráfica de esta función en el punto corres- 
pondiente tiene una tangente (5) no paralela al eje Oy. 


$ 2. Problema sobre la velocidad de movimiento 
de un punto 


El problema de cálculo de la velocidad de un movimiento no 
uniforme nos conduce también a la noción de derivada. 

Supongamos que un punto M se desplaza a lo largo de una recta 
que tomamos por el eje Oz (fig. 101). А cada valor del tiempo £ Je 


Fig. 101 


corresponde una distancia determinada OM = =. Por consiguiente» 
se puede decir que la abscisa т del punto en movimiento es una función 


del tiempo t: 
z= f (t). 


Esta función se llama ecuación del movimiento y expresa la ley de 
movimiento de un punto. 

PROBLEMA., Conociendo la ley del movimiento, hallar la velocidad 
del punto en movimiento en cualquier instante de tiempo. 

Supongamos que en un instante de tiempo t el punto en movi- 
miento ocupa la posición M, además, ОМ = z. En el instante 
t + At el punto ocupará la posición М’, donde OM' = z + Az, 
de donde z + Az = f (t + At). Por consiguiente, el desplazamiento 
del punto M durante el tiempo At será 


Az = f (t + At) — f (0). a) 


Si el punto M se desplaza durante el tiempo [t, £ + At] en un mismo 
sentido, entonces Az representa numéricamente el eamino recorrido 
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por el punto durante el tiempo Az 1). La relación 


Ar ++ м)—/[() 
АГЕ ТАГ - 2 


expresa la velocidad media de variación de la abscisa z durante el 
intervalo de tiempo At denominada habitualmente velocidad media 
de movimiento de un punto. El límite de la velocidad media del 
movimiento, cuando el intervalo de tiempo At tiende a cero, se 
lama velocidad de movimiento en el instante de tiempo dado t. Desig- 
nando esta velocidad por v, obtendremos 


v= lim o v= lím 8070. (3) 


мо 5 Atmo 


Se puede decir, por analogía con el problema de la tangente 
($ 1), que la expresión obtenida (3) representa la derivada de la 
función 2 con respecto a la variable £, es decir, 


v=f (0). 
Do este modo, la velocidad de un movimiento rectilíneo es igual a la 
derivada del camino respecto al tiempo”). 


OBSERVACIÓN, Señalemos que si v = }” (t) conserva ol signo en un cierto in- 
torvalo а < t < b, se puede demostrar (véase el $ 2 del cap. ХІ) que para todo 
instante £ € (a, b) е1 punto se desplaza Siempre en el mismo sentido durante un 
intervalo de tiempo suficientemente pequeño ff, £ + Atl. De este modo, Az 
ropresenta el camino recorrido por el punto y Ja noción citada es localmente 
(es decir, para un intervalo de tiempo suficientemento pequeño) exacta. 

Si para un instante de tiempo f tenemos f’ (f) = O. es decir, para un in- 
torvalo de tiempo infinitamente pequeño Af, = t — 2, el desplazamiento со 
rrespondiente Ат di un infinitésimo de orden superior, entonces Ar 
no representa еп gi mino recorrido. Por ojemplo, una tal situación 
tieno lugar on el caso cuando el punto efectúa oscilaciones rápidamente amorti- 
guadas alrededor de su posición de equilibrio. En este caso la fórmula (3) no es 
adecuada a nuestra definición. 
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Históricamente la resolución de problemas sobre la tangente y 
de la velocidad de un movimiento, ha conducido a Ja noción de 
derivada, uno de los conceptos fundamentales de las matemáticas 
superiores. Para resolver estos problemas se dobe efectuar en esencia 


2) En el caso genoral, el desplazamiento de un punto y el camino recorrido 
por о} mismo son Sifercntes. Por ejemplo, зі duranto el primer segundo después 
de iniciado el movimiento el punto se ha desplazado 10m а la dorecha y durante 
ol segundo siguiente se movió 10 m a la izquierda, el desplazamiento del punto 
en el tiempo ât = 2 s es igual a Az = 0, mientras que el camino recorrido es 
s= 20 m. 

2) MáS exactamente: la velocidad es la derivada de la abscisa de un punto en 
movimiento, con respecto al tiempo. 
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siempre la misma operación: hallar el límite de la relación entre el 
iucremento de la función y el incremento del argumento. 

Examinemos ahora esta cuestión en forma general. 

Para simplificar supongamos que la función considerada y 
= f (х) está definida en un cierto intervalo finito o infinito X 
= (a, b) y es continua en este intervalo. Sea z € (a, b) un punto fijo 
del intervalo (a, b). Demos al argumento z un incremento Az 520 
tal, que z + Az € (a, b), en este caso la función y obtendrá un incre- 
mento correspondiente 


Ay = f (к + Az) — Í (2). (0) 


Componemos la relación 


ES B 


Ella muestra cuántas veces en el intervalo dado [z, z + Az] el 
incremento de la función y es más grande que el incremento del argu- 
mento z; en otras palabras esta relación expresa la velocidad media 
de variación de la función y respecto al argumento z en el intervalo 
(а, z + Ал). 

Sea que Az — 0; en este caso Ay —> 0 (en virtud de la continuidad 
de la función y). Designemos por X, <= (a, b) el conjunto de puntos 
del intervalo (a, b), para los cuales el paso al límite 


Ay 
Мале» ш 
tiene sentido. 
En tal caso la fórmula 
Шт 3h (єх) (4) 


ә una función y' = /' (2) denominada derivada de la función 
(2). 
DEFINICION.  Llámase derivada de una función у = f (2) al límite, 
si existe, de la relación entre el incremento de la función y el incremento 
del argumento, cuando el incremento del argumento tiende a cero. 

De esto modo la derivada de la función f (z) es una cierta función 
Р (0), obtenida de acuerdo con reglas determinadas de la 
función dada. 

La función que tiene derivada sobre un conjunto X, se llama 
función derivable en este conjunto (véase el cap. XII). 

Si z € X, es fijo, en virtud de la igualdad (4), la derivada у' es 
la velocidad de variación de la función y respecto al argumento г en 
el punto т. 
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Para designar la derivada de una función dada y = f (2) se 
utilizan además de 


y =f (7) (Lagrange) ') 
los símbolos: 
Z= 276) (Leibniz) з) 
(el sentido de esta designación será explicado en el cap. XII) e 
у= 7 (z) (Newton) >). 


En los casos cuando es necesario precisar el argumento (z, 2, 
otc.) respecto al cual se toma la derivada de la función y, se utiliza 
para las derivadas correspondientes las designaciones 

Ys Yi ete. 


OBSERVACIÓN. So define de un modo análogo la derivada do una función 
y = / (2) definida sobre un conjunto X que no contjeno puntos aislados. En par- 
cular, una función / (z) es derivable sobro un segmento [er bh si para todo punto 
Є [а,Ь] oxiste el límite 


н (у= lim 2 

res дуй. 

se supone, además, que z + Az Є [а,Ь]. Aquí 
1 (a+ A2)—1(a) 

bz 


1'()= lim 
ах-+0 


r= 


m 16070), 
ax=-0 
Para el valor de la derivada y” = f’ (z) de la función y = f (z) 
en un punto fijo æ = z, se utilizan las designaciones 
(Уе, = 1/' (Alex, = /' (д). 
Aquí f' (а) es un número. 


Utilizando la fórmula (1). se puede escribir más detalladamente 
la expresión para la derivada 


P= ва (ESOO, (5) 


Con ayuda de la fórmula (5), apoyándose еп la teoría de los 
límites, se pueden hallar derivadas de funciones. 


2) Se leo «y prima es igual a / prima de z». 
+) ŠE se lee «dy sobre dze. 


3) y se les «y punto». 
10-0102 
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e. 
ando а т un incremento 


EJEMPLO з. Hal 
Sea z un valor fijo cualquiera di 
Ar 0 tendromos y-+ Ay 


dy = (+ Аай! — тї = 2х-Ах + (Ar)? 


y, рог consiguiente, 
im 34 
y= lim Т = lím (22-2) = 22. 
de a Tra 
De esto modo, 


(6) 


Al resolver el problema de la tangente ($ 1) fue aclarada la signi- 
ficación geométrica de la derivada. 
INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA Para una función dada 
y = f (2) su deriwada y' = f' (2) es igual, para todo valor de т, al 
coeficiente angular de la tangente a la gráfica 
de la función en el punto correspondiente. 


(y 


psembLO 2, Escribir la ecuación de la tangente 

a la curva y = ¿on el punto M (i, 1) (tig. 102). 

. Hallamos la derivada y' para 4 Según la 
fórmula (6) tenemos 


y = 22. 
De aquí 
k= («ы 2. 
Entonces, la ecuación de la tangonte so escribirá 
así 
yi=26—=b ó ие 2—4, 


Notemos que la tangente a la gráfica de 

Fig. 102 la función y = / (z) en el punto dado forma 

т соп la dirección positiva del eje Ох un 

ángulo agudo u obtuso en dependencia si la 

derivada en este punto es positiva o negativa. Si la derivada es igual 

a cero, la tangente a la gráfica de la función en el punto correspon- 

diente es evidentemente paralela al eje Oz. Son justas también las 
afirmaciones recíprocas. 

Luego, de la definición de derivada se deduce que la derivada у’ 
da la velocidad de variación de la función y = f (т) respecto al 
argumento т. Por ejemplo, si en un punto = cualquiera tenemos у = 
== 2, esto significa que en ün intervalo pequeño (=, z + А 2] el 
incromento Ay de la función y es aproximadamente dos veces mayor 
que el incremento del argumento z; esta relación será tanto más 
precisa cuanto menor sea | Az |. 

La derivada de la función y = f (z) obtiene un sentido suma- 
mente evidente, si el argumento т designa el tiempo. En este caso 
la relación 


ele 
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representa la velocidad media de variación de la función y en el 
intervalo de tiempo [z, т + Az], y el límite de esta relación 


y= mê 
ах-0 
es la variación de la función y еп el instante de tiempo =. 

De este modo tenemos: 

INTERPRETACIÓN FÍSICA DE LA DERIVADA. Para una función y= f (х) 
que varía con el tiempo г, la derivada y; es la velocidad de variación 
de esta función en el instante de tiempo dado z. 

La derivada permite estudiar el carácter de variación de la fun- 
ción. Cuanto mayor es el valor absoluto de la derivada, tanto más 
fuerte es la variación de la función y al variar т y, por consiguiente, 
tanto más bruscamente asciende o desciende la gráfica de esta fun- 
ción. Si la derivada de una función y es positiva, esto significa, 
evidentemente, que cuando el argumento z crece la función y también 
crece; si la derivada de la función es negativa, esto significa que la 
función y decrece cuando el argumento z crece. Este problema se 
estudia más detalladamente en el $ 2 del cap. XI. 

La noción de derivada halla numerosas aplicaciones en geome- 
tría, física, mecánica, química, biología y otras ciencias. 


$ 4. Otras aplicaciones de la derivada 


La rapidez con la cual se desarrollan los fenómenos físicos, quími- 
cos, biológicos y otros, por ejemplo, la velocidad de enfriamiento 
de un cuerpo, la velocidad de una reacción química, etc., se expresan 
también con ayuda de la derivada. Expliquémoslo con algunos 
ejemplos. 

EJEMPLO 1. Supongamos que la temperatura U de un cuerpo es 
una función decreciente del tiempo: U = f (2). 

Sea 2 un instante dado del tiempo. Si £ recibe un incremento At, 
la temperatura U varía (decrece) en AU. En este caso la relación 
AU 
ТАҒ 
es la velocidad media де enfriamiento del cuerpo. El límite de esta 

relación рага At—+ 0, es decir, 


AU 7 
шуге 


expresa la velocidad de enfriamiento del cuerpo en el instante dado £. 
De este modo, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo es igual 
a la derivada de la temperatura del cuerpo respecto al tiempo. 
EsempLo 2 Sea z la cantidad de una sustancia formada como 
resultado de una reacción química en un intervalo de tiempo £. Es 
evidente que т es una función del tiempo t: z = f (t). 


109 
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Si t recibe un incremento Aż, z recibirá un incremento Az. En 
este caso la relación 
Ar 


М 
es la velocidad media de la reacción química y el límite 


Az 

ит Æ =f’ (t) 

м0 ôt 1 W 

expresa la velocidad de la reacción química en el instante dado t. 
De esto modo, la velocidad de la reacción química es igual a la 

derivada de la masa reaccionante respecto al tiempo. 


$ 5. Relación entre la continuidad 
y la derivabilidad de una función 


Hemos visto ($ 1 del cap. УШ) que una función 
y=1() a) 
se denomina continua en el punto т, si en este punto 
lím Ay=0. 
amo 


La función (1) se llama derivable en el punto z, si ella tiene derivada 
en este punto, es decir, si existe un límite finito: 
lim 2% = y. 2 
ža Y (2) 
Entre estas nociones del análisis matemático existe una relación 
simple. 

"TEOREMA. Si una función es derivable en un punto, ella es continua 
enese punto. La afirmación recíproca es incorrecta: una función continua 
puede no tener derivada. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función y = f (z) es dorivable 
en el punto z, es decir, la relación (2) está cumplida por esta función. 

Escribamos la igualdad 


Ау = 0.42 (Ar 40). 
De aquí 


lím Ay= lím 22. ит Ar=y"-0=0. 
20 amo б® акно 


Por consiguiente, la función у = f (z) es continua en el punto z. 
COROLARIO. Si una función es discontinua en un punto, ésta no tiene 
derivada en este punto. 
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Como ejemplo do función continua que no tiene derivada en un 
punto, se puede indicar la función 


у= 121 


(fig. 103) Esta función es continua еп z = 0, pero по ез derivable 
para este valor (de la variable), porque en el punto т = 0 de la gráfica 
de la función no existe tangente. 

Los matemáticos (Weierstri 
otros) supieron construir funciones 
continuas que no admiten derivadas 
en ningún punto. 

Una distinción clara entre las 
nociones de continnidad y de deri- 
vabilidad de una función fue estable- 
cida por primera vez por N.I. Lo- Fig. 103 
bachevski, genial matemático ruso. 

Señalemos que la derivada у’ = /' (z) de una función continua 
y zre no debe ser obligatoriamente continua, Si una función 
] (z) admite una derivada continua /' (2) sobre un intervalo (a, b), 
la función se llama suave en ese intervalo. Una función f(x) se llama 
suave a trozos en un intervalo (a, b) cuando su derivada f'(x) admite 
solamente un número finito de puntos de discontinuidad, y todos 
de primera especie. 


$ 6. Noción de derivada infinita 
Si una función y = f (z) es continua en un punto т, y si 


(ы) = ит аа co, Ш 


se dice que la función f (т) tiene una derivada infinita еп el punto 
z= 20. Por la significación geométrica do la derivada ($ 4), la 
derivada y" = f’ (24) es igual al coeficiente angular К = tg a de la 
tangente en el punto zp. Por eso, tg a = оо y, por consiguiente, 
а = 5. De este modo, la condición (1) significa geométricamente 
que la gráfica de la función y = j (z) tiene una tangente vertical 
en el punto ту. 


EJERCICIOS 


1. ¿Qué зе entiendo por: a) pendiente media de un camino; b) pendiente de 
un camino on un punto dado? 

2. ¿Qué significa: a) la densidad lineal media de шпа barra material; 
b) la densidad lineal de una barra en un punto dado? 

3. ¿Qué se entiende por: a) velocidad media de la variación del área de un 
mar; b) velocidad do variación de área de un mar en un instante dado? 

'4. Definir: a) el calor específico medio de un cuerpo; b) el calor específico 
de un cuerpo. 


Capítulo X 


Teoremas fundamentales sobre las derivadas 


$ 1. Observaciones preliminares 


Como hemos visto, la solución de numerosos problemas se reduce 
al cálculo de las derivadas de funciones conocidas. Por eso es impor- 
tante saber hallar rápidamente las derivadas de funciones más o 
menos complicados. 

La operación de cálculo de una derivada se llama derivación (dife- 
гепсіасібп), y la función que tiene una derivada finita sobre un con- 
junto dado se llama función derivable (diferenciable) sobre este con- 
junto. El estudio de la derivada y de sus aplicaciones lo efectúa la 
disciplina cálculos diferenciales. 

En este capítulo examinaremos las reglas principales de la deri- 
vación de funciones. 

Supondremos aquí que las funciones consideradas están definidas 
en cierto intervalo finito o infinito, si no se ha especificado lo con- 
trario. 

Antes de pasar al estudio de las reglas principales para hallar 
a derivadas, calculamos las derivadas de algunas funciones sim- 
ples. 


$ 2. Derivadas de algunas funciones simples 


La derivada de una función y = f (z) puede ser hallada mediante 
el siguiente procedimiento: 

4) so lo da al argumento z un incremento Az 340 y se halla para 
la función y el nuevo valor incrementado y + Ду = f (т + Ax); 

2) restando del valor nuevo de la función y + Ау su valor inicial 
y = Í (z) se obtiene el incremento Ay de la función; 


3) se compone la relación АЁ; 


4) se halla el límite de esta relación cuando Az —> 0. El resul- 
Ay 
“Az 
y' de la función y respecto al argumento z, si, claro está, este 
límite existe. 

Aplicando este procedimiento hallemos las derivadas de algunas 
funciones simples (elementales). 


tado del paso al límite lím =y' es efectivamente la derivada 
ах-0 
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1. Derivada de una potencia 2", donde m es un número entero 
positivo. Sea 
у=". 
Tenemos y+ Ду = (z+ Ax)" o, según el binomio de Newton, 


уду 2" тат Аг 0 уа (да)... + (2), 
di 


de donde 
Ву та" Аа 0). ата (Аа)... (Aa) 


A 


Pasando al límite cuando Az -> 0, hallamos 
у = lím Lamar 
ах-а Ar 
Рог consiguiente, 
(Y = mara, (1) 
Así, pues, tenemos un teorema: la derivada de una potencia entera 
positiva de una variable independiente es igual al producto de su expo- 


nente por la misma base cuyo exponente está disminuido en una unidad. 
En particular, para m = 1 obtenemos 


Gy =1, 


es decir, la derivada de una variable independiente es igual a la unidad. 
Tenemos también 
(0) == 22, (ү = 32, 
ete. 
onsenvacióN Como se mostrará más adelante, ($ 10) la fórmula 
(1) es válida para todo exponente m real y constante (en particular 
рага un exponente fraccionario). Por eso tenemos, por ejemplo, 


1 1 
AA Tal ; 
WEY- уре ур e> 0s 
es decir, la derivada de la raiz cuadrada de una variable independiente 
es igual a la magnitud inversa del duplo de la raíz. 


/7 tiene una derivada y’ = оо quo es uni- 


mente esto significa que la tangento a 
es perpendicular al eje Oz. 


Cuando z = 0 la función y = 
lateral, porque Az -+ + 0. Geomét 


la parábola y = V7 en el punto z 
П. Derivada del sen z. Sea 
y = зеп z, 
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donde el argumento z está expresado en radianes. Tenemos 
y + Ay = sen (z + Az). 
De aquí 


Ay = зеп (z+Az)— senz, o sea Ay=2sen 25 .cos (+5). 


Dividiendo ambos miembros de la última igualdad por Az ob- 
tendremos 


езеп 5 
os (z +4), 


o sea 


«cos(2+ 5). 


Pasando al límite cuando Az — 0 y utilizando el teorema sobre 
el límite de un producto tenemos 


az 
sen- 

/= lím L2= lím + lím cos (z +45). 

ж anno BE ати (+35 


Del teorema sobre el límite de la relación entre el seno de un arco 
infinitamente pequeño y este mismo arco (véase el $ 11 del cap. VII) 
se deduce que 


lím 
ax=o 3% 


Además, teniendo en cuenta la continuidad de la función cos z, te- 
nemos 


Az Ar 
lím cos (= + 2) = cos [iim (= + 5) |= РА 
Por consiguiente, 
y =1Í.cos z = созт, 
es decir, 

(sen 2) = cos z. (2) 
Entonces obtenemos el teorema: la derivada del sen z es igual al 
cos z. 
II. Derivada del соз z. Sea 


= cos z. 
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En este caso y + Ду = соз (z + Ах) y, por consiguiente, 


Ay= соз (ж + Ал) —сов т, o sea, Ay =—2sen -7 -sen (2+ 32 . 


De aquí, 


son (z +45). 


Pasando al límite cuando Az —> 0, obtendremos 


Por cuanto 


Az 


пт 10 í Az 
nz y mson (245) = оопа, 


hablamos finalmente 
y = —sen z, 
es decir, 
(cos 2)' = —sen z. (8) 


De este modo, tenemos el teorema: la derwada del соз х es igual 
al sen т tomado con el signo contrario. 


$ 3. Reglas principales de la derivación de funciones 


Pasamos ahora a deducir las reglas principales de la derivación 
de funciones. 

Supongamos que todas las funciones consideradas están definidas 
y son derivables sobre un intervalo común y que todos los valores 
utilizados del argumento z, así como los valores incrementados 
z+ Дх pertenecen a este intervalo. 

1. Derivada de una constante. La derivada de una constante es igual 
a cero. 

Una magnitud constante с puede ser considerada como una función 


16) = с 
que toma un solo valor. 


Demos al argumento z un incremento Ах 0; en este caso, por 
ser constante la función f (2) al cambiar el argumento, obtendremos 


fa + А) = с. 
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Sustrayendo miembro a miembro la primera igualdad de la segunda, 
obtendremos 
$ (æ + Az) —f (2) = 0, 
de donde 
tetanii) 
Аг “& 


Pasando ahora al límite cuando Az — 0 hallamos 
(х= иш LEDO 0, 
тела dz 

es decie, 


с' = 0. a) 


Traduciendo este resultado al lenguaje de mecánica, obtendremos 
la siguiente interpretación concreta ile nuestro teorema: la velocidad 
de un punto en reposo es igual а cero. 

TI. Derivada de una suma. La derivada de una suma algebraica 
de un número finito de funciones derivables es igual a la suma algebraica 
de las derivadas de estas funciones. 

Sea, por ejemplo, 


у=и+г—и, 


donde и, v y w son funciones derivables de z. 

Demos al argumento т un incremento Az; en este caso cada una 
de las funciones u, v y w recibirá el incremento respectivo Au, Av y 
Aw; como resultado la función y recibirá el incremento Ay. Tenemos 


y + Ay = (u + Au) + (> + Av) — (w + Aw). 
Sustrayendo miembro a miembro la primera igualdad de la segunda, 


hallamos 
Ay = ди + dv — М. 


Dividiendo los dos miembros de la última igualdad por Az, tendremos 
Ay Аш у Ар Ме 
dz Az 
Pasando ahora al límite cuando Az — 0, y teniendo en cuenta 
que cada sumando del segundo miembro tiene límite, hallamos 


Av Ао 
lím ¿2 Иш , 
inep АЕ ах-0 ÔT 


М Au 
li Y= 
Dure LS 


o, utilizando la definición de la derivada, finalmente obtendremos 
y =u tw. 

De este modo, si cada una de las funciones u, v y w es derivable, 

la suma algebraica de estas funciones (por ejemplo, и + v — w) es 
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también derivable; en este caso 
u +o ш) =u + —ш'. (2) 
EJEMPLO 1. Calcular la derivada de la función =z} at 
Aplicando la fórmula (1) del $7, obtendremos у = wai у = 


= + 


GOROLARIO. 51 dos funciones derivables se diferencian en un sumando 
constante, sus derivadas son iguales, 

Efectivamente, si f (2) es una función derivable y с es un sumando 
constante, tenemos 

пе + a = f (0) + ey =1 @)+0:=/' (2). 

Ш. Derivada de un producto. La derivada de un producto de dos 
funciones derivables es igual a la suma del producto del primer factor 
por la derivada del segundo más el producto del segundo factor por la 
derivada del primero. 

Sea 

y=uw, 


donde u y v son funciones derivables de z. Domos a z un incremento 
Ат; en este caso и recibirá un incremento Ди, v recibirá un incremento 
Av e y obtendrá un incremento Ay. Tenemos 


y+ бу = (и + Au) (v+ dv) 


y+Ay=uv+u-do+v-Au-+ Au» Av, 
Por consiguiente, 


Ay=u-Av+v-Au+Au-Av. 


De aquí 


Pasando al límite en la última igualdad cuando Az — 0 y te- 
niendo en cuenta que u y v no dependen de Az tendremos 


Jim Tam Да te lim- + 


Шт М. Иш 22. lím Az. 
+ ln, 5 4 
o bien 
y = ш” +w. 
De este modo, si cada uno de los factores de u y v tiene derivada, el 
producto de estos factores tambien tendrá derivada; además 
(ш) = uv + vu”. (3) 
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EJEMPLO 2 Sea y = z sen z. 
Aplicando la fórmula (3) y utilizando las fórmulas (1) y (2) del $ 2, tendre- 
mos 


y = 2 (sen z) + (2) sen z = 23 соз z + 3z? sen z. 


COROLARIO 1 Se puede sacar un factor constante fuera del signo de 
derivación. 
Efectivamente, si с es un factor constante, tenemos 


(cuy = си' + cu, 
de donde, puesto que с” = 0, obtenemos 
(cuy = си’. 
COROLARIO 2 Si 
у = шло, 


donde u, v у w son funciones derivables de z, entonces 
y" = (шш) = Ци) wy = (ш) w + (00) w = (ш) w + 
+ (ш + uv) w = u'vw + ww + шш”. 


En general, la derivada del producto de varias funciones dertvables 
es igual a la suma de los productos de la derivada de cada una de estas 
funciones por todas las demás. 

IV. Derivada de un cociente. Si el numerador y el denominador 
de una fracción son funciones derivables y si el denominador no se 
anula, la derivada de la fracción esotra fracción cuyo numerador es la 
diferencia entre el producto del denominador de la fracción por la derivada 
del numerador y el producto del numerador de la fracción por la derivada 
del denominador, mientras que el denominador es el cuadrado del deno- 
ат inicial. 

on 


и 
q 


donde и у v son funciones derivables de т y v +0. Demos al argu- 
mento х un incremento Ат. En este caso и, v, y recibirán respectiva- 
mente incrementos Au, Av, Ay, y tendremos 
м 
y+by= + =, 
Sustrayendo miembro a miembro la primera igualdad de la 
segunda, obtendremos 


адь u 
у=, 
o bien 
ву 52998 


Fago * 
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De aquí hallamos 


Pro + (4) 


Sea Az —> 0. Como la función v es derivable en el punto z, ella 
es continua en este mismo punto (véase el $ 5 del cap. 1X) y, por 
consiguiente, 

lím Av=0. 

эке 
Por eso, pasando al límite еп la igualdad (4) y teniendo en cuenta 
que las funciones и y > tienen derivadas, obtenemos 


o, definitivamente, 
( ч ) Ж =й (5) 


(22-0) 2r (29—48) 2r _28-4-24—249-Ь2: 


áz 
= GFI EF RN 


COROLARIO 1 Si el denominador de una fracción es una magnitud 
constante, entonces, 


и y -==& E 
9 e жы. 


es decir, 
(E С 
e к: 3 


omservación. El último resultado es evidente porque 


е ЖЕ ЗЕ 


2 


y, рог consiguiente, 


э 

(у= 

совоһАнго 2 Si el numerador de una fracción es una magnitud cons- 
tante, entonces, 


(a жн © 


158 Cap. X. Teoremas fundamentales sobre las derivadas 


En partienlar, para e = 1 hallamos 
La? v 


(ч) =- (7) 


EJEMPLO 4. Si y= , de acuerdo con la fórmula (7) tenemos 


А (к*—1)' 


га 2r 
Ит ағ a 


Derivada de una potencia con exponente entero negativo. 
Sea m un número entero positivo e 


у=" 


o bien 


Por consiguiente, 
("у — ma, (8) 


Acabamos de obtener la misma regla que para la derivación de 
una potencia entera positiva. 

VI. Derivada de la (р. Sea 
пр 23005 
ут Li 


Utilizando la fórmula (5) hallamos 


ym 2E (son 2)/ —sen =. (cos 2)' _ 


costa 
соз =-cos=—sen=- (—sen z) _ costa+eenta _ 
сов? = =o 7 
=r =r, 
Entonces 
(tg 2) = sec? z. (9) 


УП. Derivada de la ctg æ. Sea 


cosz 
зоп‘ 


y=cagr= 
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En este caso tenemos 


‚ _ Sen z- (соз z)’ —cos т(зепз)' _ 
у= soni ai 
senz ов х-созгт _ _ sen?r4coss _ 
anat _ 
1 2 
== —cosecta, 
sz 
Entonces 
(ctg 2)" = —созес® ш. (10) 


$ 4. Derivada de una función compuesta 


Examinemos una función compuesta 
y = 1 lọ (0). a) 
Si en la cadena de las relaciones funcionales y = f (2) y z = y (2) 
cl argumento z es el último, lo llamaremos variable independiente 


(para subrayar el hecho de que la variación de este argumento no 
depende del comportamiento de otras variables). 
Do este modo, cabe distinguir la noción de argumento de la de variable in- 
dependiente. Por ejomplo, sea 
у= воі y =m, 


Aquí z ер el argumento de la función y, pero z по es, evidentemente, una variable 
independiente: 


Supondremos para simplificar que la función y = f (2) está defi- 
nida y es derivable en un intervalo (А, B), y que la función z = q (2) 
está definida, es derivable en un intervalo (a, b) y toma los valores 
del intervalo (4. В). En este caso, la función (1) estará de antemano 
definida y es continua en el intervalo (a, b). La cuestión consiste en 
decidir si esta función es derivable. 

TEOREMA Si y = f (2) у= = q (2) son funciones derivables respecto 
a sus argumentos, la derivada de la función compuesta 


y = lẹ (21 
existe y es igual a la derivada de la función dada y respecto al argumento 


intermedio z, multiplicada por la derivada del argumento intermedio z 
respecto a la variable independiente z, es decir, 
YE = ущ. 

DEMOSTRACIÓN Sea z un valor admisible de la variable indepen- 
diente. Demos a z un incremento suficientemente pequeño no nulo 
Az; en este caso las funciones z = q (z) е y = f (2) recibirán los 
incrementos correspondientes Az y Ay. Puesto que según la hipótesis 
del teorema existe la derivada у; = f’ (2), se puede escribir, supo- 


16 Cap. X. Teoremas fundamentales sobre las derivadas 


niendo que Az +0; 


De aquí 


и+а 


(véase el $ 6 del cap. УП), donde œ — 0 cuando Az — 0 y, рог con- 
siguiente, 

Ay = (y; +a) Az. 
Predeterminamos un a infinitamente pequeño рага Az =0, supo- 
niendo que œ = 0 para Az = 0. Entonces, la última igualdad tam- 
bién es justa para Az = 0 porque en este caso sus dos miembros son 


evidentemente iguales a cero. Dividiendo los dos miembros de esta 
igualdad por Az, tendremos 


A r dz 
36 =(и+о). 3. 


Pasando ahora al límite cuando Ах — 0 у teniendo ел cuenta que 
en este caso Az — 0 y, por consiguiente, а — 0, obtendremos 
A Ay r de 
1 = lím (+a). lim =, 
дат А A FO Дш 
o bien, А $ 
Ya = Yi Zi (2) 
lo que demuestra el teorema. 
El teorema demostrado puede ser brevemente enunciado así: 


La función derivable de otra función derivable, es también una fun- 
ción derivable. 


OBSERVACION. En las designaciones de Leibniz la fórmula (2) 
adquiere la forma de la igualdad 


EJEMPLO 1. Hallar la derivada de la función y 
Tomando х= 23, en este caso у= зеп z. De aquí 
=? в у= сова == соз (29). 
Por consiguiente, según la fórmula (1) tenemos, 
Ya =008 (23) -22=2x cos (32). 


EJEMPLO 2. Hallar la derivada de la función у = зеп? x= (sen z)? 
Tomamos z=sen z; entonces y==". De aquí 


щ=созт е 01—313 322. 
Por consiguiente, 
y4=3 sen? z cos z, 
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Al adquirir cierta experiencia la variablo intermedia z no se escribe, intro- 
duciéndola sólo mentalmente. 
EJEMPLO 3. Hallar la derivada do la función y = V2 F Az Ẹ3. 
Utilizando la fórmula para la derivada do la raíz cuadrada ($ 2) y aplican- 
do la regla de derivación do una función compuesta, tenemos 


у і «(e т. '= 
+ 

=> 1 E e «+2 
зур 03 Ere ҮЗ 


EJEMPLO 4. Hallar la derivada de la función az. 


Tenemos 


nep (04) 0 que (E Pepo. 


$ 5. Derivada de una función inversa 
Sea 
у= ] (2) (1) 
una función derivable del argumento т definida sobre un intervalo 
(a, b). Si en la ecuación (1) y so considera argumento, y z, función, 
la nueva función 
z= Ф (0). 


donde 7 [9 (y)] = y, se llama, como sabemos, función inversa res- 
pecto a la dada. Nuestra tarea es: conociendo la derivada ys = 


= jím 25 de la función y = f (2), calcular la derivada 2; = 
Кк 


= lím 45 de su función inversa z = ф (y), suponiendo que la 
Aysi 


función inversa existe y es continua sobro el intervalo correspondien- 
te (sin resolver la ecuación (1). 

vrorema. La derivada de la función inversa, de una función 
derwable cuya derivada no es nula, es igual a la magnitud inversa de 
la derivada de la función inicial 

DEMOSTRACION. Sea y= / (х) una función derivable y sea 

P а) 9 0. 
Sean Ду 52 0 el incremento de la variable indopendiente y y 
Az el incremento correspondiente de la función inversa z = q (y). 
Escribamos la igualdad 


ГА 


Ar 


ёз р. E 
у > 


N B 


1) Se puede demostrar que, si en nuestras condiciones Зу 0, entonces 
Az эё 0. Por eso la igualdad (2) mo puede perder su sentido. 


110102 
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Pasando al límite en la igualdad (2) cuando Ay — 0, y teniendo en 
cuenta que en este caso Аг —» 0 (por ser continua la función inver- 
sa), obtendremos 


lim 22 —4: lim 22, 
му-0 Ay axe Ат 


De aquí 
, (3 


donde ху es la derivada de la función inversa. 
OBSERVACION. Si se utilizan las designaciones de Leibniz, 
la fórmula (3) se escribirá así: 


trica de la derivada se puede dar una 


la función y = f (2) la tan- 
gente МТ а esta gráfica y dos rectas MZ 


y МЇ paralelas respectivamente а 
ejes, de coordonadas Ое y Oy (f 


los 
404). 


Fig. 104 jesignando рога y В los ángulos forma- 
dos por la tangente M7 y las direcciones 
positivas de los ejes Oz y Oy, tendremos 


а= (ТМ) = у 


а Ва (4 TMI) = zp. 

Puesto que -+= л/2, resulta 
шала В=и-2; 
lo que es equivalente а la fórmula (2). o 
'TIEMPLO. Sea y=2-+2?. Tenemos y¿=14+3x* y, por consiguiente, 


Ls 4. 
ATTE 


$ 6. Derivada de una función implícita 


Examinemos algunos ejemplos de derivación de funciones im- 
plícitas. 

EsempLo i Hallar la derivada de la función y (y > 0) definida 
por la ecuación 


Pe 
= 
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Resolviendo esta ecuación respecto a y y tomando el signo más 
según los datos del problema, tendremos nuestra función en forma 
explícita: 

b 
у= а=. 


Su derivación no representa ahora ninguna dificultad. 

Sin embargo, en ciertos casos es imposible resolver la ecuación 
dada respecto a y por medio de transformaciones elementales y nos 
vemos obligados a considerar а y como una función implícita do д. 
Por озо indicamos otro procedimiento para calcular la derivada de 
una función y implícita. Suponiendo que y está reemplazada en la 
ecuación dada por su expresión explícita, obtendremos la identidad 


A 
ata ml 

siendo aquí y función de т. Es evidente que si dos funciones son idén- 

ticamente iguales entre sí, sus derivadas serán también iguales. Por 

eso al (отаг las derivadas de los primero y segundo miembros de la 


identidad precedente y aplicando la regla de derivación de una fun- 
ción compuesta ($ 4) tendremos 


9 


| Фу, 
Зи =O, 
de donde 


y айу 


EsemPLo 2 Sea y una función 
implícita de z, positiva o negativa, 
definida por la ecuación 


y? = 2рл. 


Suponiendo que y es reemplaza- Fig. 105 
da por la expresión explícita co- 
rrespondiente y derivando respecto а z los dos miembros de la iden- 
tidad obtenida, tendremos 2уу' = 2p. 

De aquí 


OBSERVACIÓN. Si dos funciones p(z) y p(x) no son idénticamente iguales y 
lo son solamente para cierto valor de =, del argumento 


Ф (к) = (дә), 


esto no significa, en general, que q” (=) = y” (т„). Esto se ve claramente en la 
fig. 105, donde 


P (0) = ша y Y (z) = tg fe 
De este modo, en general по se puede derivar una igualdad miembro a miembro. 
1. 
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$ 7. Derivada de una función logarítmica 
Sea 
y = loga 1, 

donde z 2> 0 (a > 0, а + 1). Hallemos la derivada de esta función 
aplicando el procedimiento general descrito al comienzo del $ 2. 

Demos al argumento = (= está dado) un incremento Лг 30 tal, 
que z + Ах > б. En este caso la función y recibirá un incremento 
Ду y tendremos y + Ду = loga (т + Az); por consiguiente, 

бу = log, (т + Az) — logar 


о, puesto que la diferencia de logaritmos es igual al logaritmo del 
cociente, 


ду loga (14-45). 


Al dividir los dos miembros de la última igualdad por Ax, obtendre- 
mos 


Considerando aquí que 22. а (4>-—41), hallamos 


LL. log, (140), 


o, en virtud de la propiedad conocida del logaritmo: 


-loga (+2), 


Sea Az — 0, en este caso es evidente que a — 0 (como el produc- 
to de un infinitésimo Az por una constonto 1). Por eso 


Gh =: lim Пор, (140), 


La función F (a) = (1 +a)” es evidentemente continua para 
a0. Como la función logarítmica es también continua y 


lím (140) 2 =e 
a-o 
@ 12 del cap. VII), los signos lím y log, pueden cambiar de lugar 
azo 


($ 2 del cap. VIIP): 
Иш Пов, (1-+0)"% 
aa 


loga [ lím (1+ @)!'®] = loga e- 
as 


2) Suponiendo Р (0) = e predeterminamos la continuidad de la función 
F (a) = (1 + «)!/® cuando а = 0. 
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Por consiguiente 
, 1 
y =hlogae. 


De este modo tenemos la fórmula 
A! 
(log, 2)' = F lga e- (0) 


Utilizando la relación conocida (véase el $ 13 del cap. VII) 
loga e = үг, la fórmula (1) puede ser escrita así: 


б 1 Й 
(ов. 2) =: a) 
En particular, considerando aquí que a = е y recordando que 

In e = 1 obtendremos 
(азу =, (2) 
es docir, la derivada del logaritmo natural de una variable indepen- 
diente es igual a la magnitud inversa de esta variable independiente. 


Otro caso particular importante 
se obtiene para a = 10: 


(log z) = x ' 


donde M = log e == 0,43429 сз el 
módulo de conversión. 

La función logarítmica у = ln z 
está definida solamente para z >0. 
Para las aplicaciones es cómodo 
examinar la función rig. 106 


у= 1а |21 

que tiene sentido tanto рага т positiva como negativa, es decir, está 
definida para z = 0 (fig. 106). Para calcular su derivada escribiremos 
esta función con ayuda de dos igualdades 


y=Inzparazx>0 e y=In(—2)paraz<0. 
De aquí obtenemos 
= 2 рага = 2> 0 


—ау——{Ф.(—ї) = paraz<0. 
Por consiguiente, 


y =4 para z #0, es decir, (а |= | = + 
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$ 8. Nociones sobre la derivada logaríl 


Sea 
y =inz,dondez (г). 


En este caso, aplicando la fórmula de derivación de una función 


compuesta, obtendremos 


щ = naje nd o ya laz 
De este modo, tenemos 


Un 


La derivada del logaritmo de nna función se Hama derivada loga- 


rítmica de esta función. 


EJEMPLO Hallar ta derivada de la funció 
Aplicando la última fórmula, tenemos 
(Ar 

AFA т 


y= In (è 4 hr 5). 


224-4 
а 


$ 9. Derivada de una función exponencial 
Sea 
y = ах, donde a 2 0). 
Entonces 
Iny rina. 
Derivando ambos miembros con respecto a т, tendremos *) 
i v Ina, 
de donde 


y 


y ina, 
y, finalmente, 
(ay = ах Ina. (1) 
De este modo la derivada de una functión exponencial es igual al 
producto de esta función por el logaritmo natural de la base. 


EJEMPLO, Hallar la derivada de la función y = 2% 
Aplicando la fórmula (1), tenemos 


7 ey = 24а 2. 
En particular, tomando еп la fórmula (1) а = е, obtendremos 
(y = ех, 


1) La ехїзїөпсїа de y” resulta де la derivabilidad de la función logarítmica 
(véanse los $$ 7 y 5). 
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es decir, la derivada de la función exponencial є“ es igual a la misma 
función. En este sentido ех es una función muy simple del análisis 
matemático. 


Fig. 107 Fig. 108 


En las aplicaciones se encuentran frecuentemente funciones hiperbóllcas 
definidas formalmente por las igualdades 


ch LA, mr @ 
(fig. 107) y 
E ав: Са o 


(fig. 108). Mediante las fórmulas (2) obtenemos la relación fundamental 
єзї 2—21. 
En razón de las fórmulas (2) у (3) hallamos directamente las derivadas 
de las funciones hiperbólicas 
(chz=shz,  (shz)=chx, 
1 


hz 


(th zy 


y (tha = 7 


$ 10. Derivada de una función potencial 
Examinemos una función potencial 
y” (х2 0), 4) 
donde a es un número real arbitrario. 
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Aplicando logaritmos a la igualdad (1), obtendremos 
Шу = ал. 2 
De aquí 
y езх, 
Por eso, en virtud dol teorema sobre la derivada do una función 
a ($ 4), la función potencial y es derivable. 
ando la igualdad (2) con respecto a la variable z tendremos 


Lal 
De aquí, 

E TE, 

y = 95 ак 


De este modo obtenemos una regla general de derivación do la 

función potencial 
(4%) = arm! (2) 

es decir, la derivada de la potencia de una variable independiente es 
igual al exponente de la potencia multiplicado por la base elevada a una 
potencia disminuida en una unidad. 

Si la función potencial (1) tiene sentido рага z< 0, la fórmula 
(2) será también justa рага х < 


$ 11. Derivadas de funciones trigonométricas inversas 


Las funciones inversas a las trigonométricas so llaman funciones 
trigonométricas inversas o funciones circulares inversas (Aresen x, 
Атссоз х, Arctg х, Arcctg x, etc.). 

Los valores principales de las funciones trigonométricas inver- 
sas se obtienen como resultado de la inversión de las funciones trigo- 
nométricas derivables (con derivada distinta de cero en el dominio 
correspondiente) y, por consiguiente, en virtud del teorema sobre Ја 
derivada de la función inversa ($ 5) son también derivables. Halle- 
mos sus derivadas. 

I. Derivada del arcsen z. Sea 


y = arcson г, a) 
donde — 152 1 y —1/2< y< ni2 (véase el $ 9 del cap. VI). 
La función inversa tiene la forma 
z = sen y, 2) 
con todo eso z, = cos y 52 0, si y € ( — 1/2, n/2). 


Aplicando la regla de derivación de una función inversa ($ 5), 
obtendremos 


а 1 
Шт TE (3) 
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Como cos y 2> 0 para —1/2< y < л/2, entonces, teniendo en 
cuenta la igualdad (2), obtenemos 


сову = + У 1 вел у = 1202220, —1<zr<t. 
Por consiguiente, en virtud de la (3) nos queda 
t 
== AER 
es decir 
(arcsen z)’ = 


= 4) 
АЕ) (4) 

De la fórmula (4) so deduce que la curva (1) tiene para х = + 1 
tangentes verticales. 

П. Derivada del arccos z. Sea 

y = arccos г, 
оп este caso 
z= созу, 


además, —1<<1 y 0О<у<л. 
La aplicación de la regla do derivación de la función inversa 


(6 5) da 


E Р 1 
а 


Puesto que sen y>0 рага 0< у < л, entonces 


seny= +V 1 созу =YI=2>0 (—1<х<1). 
Рог ево 


Do este modo, 


(arccos 1) = — 


Via” (5) 


onservación La fórmula (5) puede ser obtenida también por la 
relación 
агевеп x -+ arccos т = 1/2. 


MI. Derivada del arcctg x. Sea 
y = аду (—o<zr<-+ оо, —1/2< y < 2/2) 
y, por consiguiente, т = tg 
Tenemos (véase el $ 3 “el cap. VI) 


Ye 
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De este modo, 
1 


(rotg ay = 


IV, Derivada del arcetg z. Sea 


y=arcctgx (— со<х< + œ, 0<y < л), 


entonces, z — etg y. 
Tenemos (véase el $ 3 del cap. VII) 


E 5 ús 1 ыан 1 
кч созес#у 1+< у par * 
es decir, 
1 1 
(arcetg 2 == + 
rro 
1 

O A чын: 


+ 
$ 12, Derivada arbitraria definida paramétricamente 


Es, a vecos, cómodo expresar la dependencia entre las variables 
£ e y por dos ecuaciones 


т=(@), y -=40, 41) 


donde 2 cs una variable auxiliar (parámetro). Este procedimiento se 

za muy frecuentemente en mecánica, donde el parámetro t 
designa generalmente ol tiempo y las ecnaciones (1) son ecuaciones 
paramétricas de la trayectoria de un punto M (x, y) en movimiento. 

Hablando en general las ecuaciones (1) definon y como una fun- 
ción compuesta de z. Efectivamente, después de resolver (81 es po- 
sible) la primera ecuación del sistema (1) respecto al parámotro £ 
tendremos 


t-0(), 


donde Ө es la función inversa de la función q. De aquí, eliminando 
el parámetro £ de las ecuaciones (1), obtendremos 

у= 0 (2). (2) 
Aplicando la fórmula (2) es fácil calcular la derıvada у; сото dori- 
vada de una función compuesta. 

Sin embargo, en la práctica, la eliminación del parámetro £ 
resulta frecuentemente difícil y, a veces, imposible. Por eso dare- 
mos una regla para hallar la derivada y, sin eliminar el parámetro. 

TEOREMA — Si una función y del argumento х está dada en forma para- 
métrica z = q (t), y =p (0), donde las funciones q (t) y їр (t) son 
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derivables y q” (f) +0, la derivada de esta función es 


y= (3) 


vemostracióN En la sucesión de igualdades 
u =p, 1=0(), 
donde 2 = Ө (1) es la función inversa de z = Ф (1), examinaremos е] 


parámetro 2 como un argumento intermedio. En este caso, según la 
regla de derivación de una función compuesta ($ 4), tenemos 


их = yite 4 
Aplicando ahora la regla de derivación de la función inversa ($ 5), 
obtendremos 


=ч. 
Por consiguiente, de las fórmulas (4) y (5) se deduce 
y yz 
lo que se quería demostrar. 


onsgrvaciox. Utilizando las designaciones de Leibniz, la fórmu- 
la (3) puede obtener la forma de una igualdad evulente 


de dde 
E чы ГЫ 


designaciones de Leib- 


Esto subraya una vez más la comodidad de 
niz 


FMPLO Sea 
s- и. (6) 

Tenemos т} == 20, {= 302 Por consiguiente, 

30.2 


БИТЕЛ 
La validez de la última fórmula puede ser verificada directamente eliminando 
el parámetro £ de las igualdades (0) 


$ 13. Enumera 


Todas las reglas y fórmulas de derivación de funciones de una 
variable indopendi e acabamos de establecer, se reúnen en 
la tabla siguiente: 


L.c=0. 
П. (и++›—ш)'- w4 


п de las derivadas fundamentales 


у. (2) == e 


тт 


Y 
А УП. 2; 
LV. (uv) шо pun. УШ. (2 
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XIV. (œ) =a" Ina, (°) =ë. 
XV. (arcsen 2)' E 


y 


ХІ. (tgx)= 
ХИ. (etg а)' —cosectz. XVI. (arccos 2) = — ч 
е. $ 1 
ХШ. (dog. 2)' = а, ХҮП. (иеа рғ 
nae. ХҮШ, (arcctg 2) == + 


$ 14. Noción sobre derivadas sucesivas 


La derivada f' (z) de una función ў (z) se llama derivada primera 
y representa cierta función nueva. Puede occurric que esta función 
tenga su propia derivada. En este caso la derivada de la derivada 
primera se Nama derivada de segundo orden о derivada segunda y se 
connota J” (z). Así, 
Fæ = 10 09Р. 


La derivada de la derivada segunda, sı olla existe, зе denomina 
derivada tercera y se connota f” (2), es decir, 
10-10", 

eto, 
Para la designación de las derivadas sucesivas se utilizan cifras 
romanas. 

EsmmpLo Sea y = sen z. En este caso, las derivadas sucesivas 
son: 


y = совт, y =-—senz, y — соз х, y!“ =senx,.. 


$ 15. Sentido físico de la derivada segunda 


Como hemos visto, la derivada primera permite determinar la 
velocidad del movimiento. Mostremos que para calcular la acelera- 
ción hace falta utilizar la derivada segunda. 

Sea х = f (t) una ecuación que expresa la ley de movimiento de 
un punto M a lo largo del eje От. Supongamos que la velocidad del 
punto M sea v en el instante de tiempo / y v + Av en el instante 
t+ At. 

De este modo, Av es la variación de la velocidad del punto du- 
rante el intervalo de tiempo Aż. La relación 

A 

Te 
se llama aceleración media del movimiento rectilíneo en el intervalo 
de tiempo At. El límite de esta relación cuando At — 0, es decir, 
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so llama aceleración del punto M en el instante dado t. Designando 
la aceleración con la letra j se puede escribir j = v’ (0). Pero v = 
= f' (t). Por consiguiente, 

v (0 = 10 ӨГ = f 0. 
Entonces tenemos 


і= Р 0), 

es decir, la aceleración de un movimiento rectilíneo de un punto es igual 

а la derivada segunda del camino *) recorrido respecto al tiémpo. 
EJERCICIOS 


Hallar las derivadas de las fuuciones siguientes; 1. а) у= 322—245; 
b) 7 (0) = 1/22. ¿A qué son iguales f' (1), /'(—10)? 2. p=2V34+3/B— 


2 
= з. у=-у Hz 5. y= (2z — 1), 6. у= 
mle+1) Из. 7. уза вепат. 8. p=4/ 04-23). 9. = Er. 10, у= 
= 82-9082 jj, с. 12. уездер ла, 18. ymo E, 14 yoo E, 


зоп соз =" 
15. у= VIF. 16. y=lninz. 17. y=inz. 18. 19. у= 


=Intg 5. 20. у="-Еп®. 21. ye, 22. y=eX/2 (02—448). y= 


жсагегеп Z, 24. s= arccos, 25. y=aragl, 26. y= (tgr — саз). 


27. fið=xz+arctgs. 28 y=ln(z+ VTF). 29. 


1 1 
tE arcsenz, 30. у= [lap аго а. 


Hallar las derivadas de las funciones implícitas derivables y = y (2) defi- 
nidas por las ecuaciones: 
0. at + p? — zy = 1, 32. 9 + y — Bry = 0. 33. а) y =at in yi 


b) hallar y' en el punto M (1, 1), ит + 22у = 3. 


34. Hallar las derivadas уз de las funciones dadas on forma рагатёігіса: 
a) т = a cost, y = b sen t; b) z= wt, y = 10% 
da ЕТ сони тит вов t para tm Ò. 

jallar las derivadas segundas de las funciones siguientes: 
35. а) y = е; b) y= z+ sen 2z. 36. y = inz. 37. y = 2t e7. 
(0), /' (0) y f” (0), si f (z) = соз 3z. 

scribir la ecuación de la tangente a la curva y = 

) escribir la ecuación de la tangente а la sinusoide 
la ecuación de la tangente a la parábol 


М (2,8 
punto z = д; е) escri 
punto (8, 4) 


P= 2z en el 


1) Más exactamente: de la abscisa del punto en movimiento. 
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40. Escribie la ecuación de la tangente a la elipse 
A a 
а ғ 4 
en el punto М (z, у). 
41. Escribir la ecuación de la tangente a la elipse z = 10 cost, у = 6 sen £ 
en el punto correspondiente а £ = 1/3. 
42. Llámaso normal a una curva dada en su punto M (ту, yy) a la perpendi- 
cular a la tangente de esta línea en el punto de tangencia M. 
ii Escribir las ecuaciones do las normales a las curvas siguiontes en los puntos 
dados: 
a)y 
D) 


g z en el panto 0 (0, 0 
) y! = e on el punto M (8, 4); 
©) БОЙ = 25 еп el punto (3, 4). 
43, ¿Con qué velocidad aumentará ol área de un círculo en el momento 
cuando su radio Л = 10 m, зі el radio del círculo crece a una velocidad de 2 m/s? 
44. Una persona de À = 175 ст de altura se aleja con una velocidad de 
1,5 m/s de una farola situada а una altura Н = 5 т. ¿Con qué velocidad crecerá 
la longitud de su sombra? 


45. La ley del movi 
velocidad у 


iento de un punto es т = zp + at + Le. Hallar la 


aceleración dol movimiento. 
до la ecuación del movimiento de un punto z = t — sen t 
ar la volocidad y la aceleración de este punto. 


Capítulo XI 
Aplicaciones de las derivadas 


$ 1. Teorema del incremento finito de una función 
y sus corolarios 


TEOREMA DE LAGRANGE SOBRE EL INCREMENTO FINITO DE UNA FUNCION. 
El incremento finito de una función derivable es igual al incremento 
correspondiente del argumento multiplicado por el valor de su derivada 
en un punto intermedio, es decir, st f (z) esuna función derivable sobre 
un intervalo (a, b) y ху, ху (тү < ть) son cualesquiera valores pertene- 
cientes a este intervalo, entonces 


1) — Í (ж) = (ка — жу) /' (E, a) 


donde z, < Ẹ < T}. 

DEMOSTRACION. Trazamos la secante АВ рог los puntos А (ту, 
121) y B (2, H(2,)) до la gráfica de la función y = f(2) (Sig. 109). Depla- 
zamos esta secante paralelamente a la posición inicial hasta que se 


Fig. 109 


convierta en la tangente A'CB' a la gráfica de nuestra función en 
cierto punto C (E, f (Ẹ))'), donde z, < Ё < zz. De acuerdo con 
nuestra construcción el coeficiente angular de la secante AB es 
igual al de la tangente A'CB', por eso 


169160 pe. 


1) La existencia de esta posición se admite aquí sin demostración. 
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De aquí 
16) —1@) = (201 6) 


lo que se quería demostrar’). 

COROLARIO 1. Si la derivada de una función arbitraria es igual a 
cero en un intervalo dado, la función es constante sobre este intervalo. 

Efectivamente, si por ejemplo, 

Р (0 = 0 paraa<z<b, 

entonces, tomando on la fórmula (1) x, = Zo, donde =, es cierto va- 
lor dado de (а, b), у х, = z, donde г es un valor cualquiera de este 
intervalo, tendremos 


1@ — f (E) = (62) f @ = 0. 
уб) = f (29) = const, si a < z < b. 


COKOLARIO 2 Si dos funciones tienen sus derivadas iguales en un in- 
tervalo, estas funciones difieren entre sí, еп el intervalo eraminado, а lo 
sumo en un sumando constante. 

Efectivamente, si 

ћ б) = А 


рага z Є (a, b), sobre este intervalo tenemos 
YO —A D = fi (0 —£ (0) 


Por consiguiente, en virtud del corolario 1 la función fı (2) — 
— fa (2) es constante para а < х < b, es decir, 


л) = Љб) = С 
para todos los valores de т pertenecientes al intervalo (a, b). 
EJEMPLO. Como se sabe, para todo valor —со < = < + оо tenemos 


De aquí 


ml У (— rg E. 
Por consiguiente, 
arctg z — (—агсс! 1) = С, 


donde C es una constante. Considerando que en la última identidad z = 1, ob- 
tendremos 


2,2 я 
тел es decie с=%. 
De esto modo 
arctgz-+arcetg z= + 5 
1) Se puede demostrar que el teorema de Іа igue siendo válido, 


шта! 
si la función es continua sobre un segmento [а, b] у es derivable en el interior 
do este segmento (véase, por ejemplo, N. Sájarnikov «Matemáticas superiores», 
cap. П, $ 5 (еп ruso)). 
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TEOREMA SOBRE LAS RAICES DE UNA DERIVADA (teorema de Rolle). 
El intervalo entre dos raíces consecutivas de una función derivable con- 
tiene siempre por lo menos una raíz de su derivada. 

Demostracion Efectivamente, si f (z) es una función derivable у 


На) =/@)=0 a<), 
según la fórmula (1), tenemos 
maf (0) = 0, 
0, Puesto que z, + T, 
Г (E) = 0, dondez, <E< t} 
$ 2. Crecimiento y decrecimiento de una función 
de una variable 


DEFINICION. Se dice que una función f (z) es creciente en un inter- 
valo (a, b), si a cualquier valor mayor del argumento x en este inter- 
valo le corresponde un valor mayor de la función f (т); en otras pala- 


Fig. 110 


bras, la función / (z) es creciente en el intervalo (a, b), si para cuales- 
quiera valores de z, y х, de este intervalo (fig. 110, a), de la desigual- 
а 
>. 
se deduce la desigualdad 
f (a) >} 6). 
De modo'análogo se dice que f (z) es decreciente en un intervalo 
(a, b), si a un valor mayor de. argumento z de este intervalo le corres- 
ponde un valor menor de la función; en otras palabras, la función 
$ (2) es decreciente (fig. 110, b), si de la desigualdad 
T> лү 
se deduce la desigualdad 
* 16) < (г). 


12-0102 
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TEOREMA 1. CONDICIÓN NECESARIA DE CRECIMIENTO (DECRECIMIENTO) 
DE UNA PUNCIÓN. 
4) Si una función derivable es creciente en un intervalo, su deriva- 
da no es negativa en este intervalo, 
2) Si una función derivable es decreciente en un intervalo, su deri- 
vada no es positiva en este intervalo. 
DEMOSTRACION 1) Sea f (z) una función derivable, creciente en un 
intervalo (a, b). Por definición de la derivada 
1 (9 = йт ietan, 
5х0 ii 
уйт) Si los valores z y ғ 4- Ах per- 
tenecen al intervalo (a, b), en- 
tonces, en virtud del crecimiento 
de la función f (z), el signo de 
su incremento f (= + Ах) —f (2), 
donde Дх = 0 coincide con el 
signo de incremento Az del argu- 
mento z. Por consiguiente, si Ах 
es suficientemente pequeño еп 
valor absoluto, tenemos 


1+0) 102) 
AA > 


Y 


Fig. 111 


Pasando al límite en la última desigualdad cuando Az—»0 y te- 
niendo en cuenta que el límite de una función positiva no puede evi- 
dentemente ser negativo, obtendremos ($ 3 del cap. УП) 


f @;>0. 


2) La demostración de la segunda parte del teorema es análoga а 
la de la primera, 

onservación. Geométricamente, la afirmación del teorema con- 
siste en que las tangentes а la gráfica de una función derivable y cre- 
ciente forman con la dirección positiva del eje Oz ángulos agudos 
ae И f (2)) o en algunos puntos A son paralelas al еје Oz 

ig. 111). 

Рага la gráfica de una función derivable y decreciente todas las 
tangentes forman ángulos obtusos con la dirección positiva del eje 
Ox o son paralelas a éste. 

TEOREMA 2. CONDICIÓN SUPICIENTE DE CRECIMIENTO (DECRECIMIENTO 
DE UNA FUNCIÓN. 

4) Si la derivada de una función es positiva en el interior de un in- 
tervalo, esta función es creciente en este intervalo. 

2) Si la derivada de una función es negativa en el interior de un in- 
tervalo, esta función es decreciente en este intervalo. 


$ 3. Noción sobre la regla de L'Hospital 179 


DEMOSTRACIÓN. 1) Sea, por ejemplo, f (z) una función derivable 
tal, que 
Р (0) 2> 0 para a<z<b. 


Para cualesquiera valores a< z, < 2. b pertenecientes al 
intervalo (а, b), según el teorema del incremento finito de una fun- 
ción, tenemos 

1 (2) — 1 (2) = (а — а) 1 E), 
donde E ез un valor intermedio entre =, у z, y, por consiguiente, se 


encuentra en el interior del intervalo (a, b). Puesto que z, — т, > 
>0, y f (E) >0, de aquí obtenemos 


t)i E> 6 1(2)>!/ (а). 


La función у (х) es creciente en el intervalo (a, b). 

2) La demostración de la segunda parte del teorema es completa- 
mente análoga a la de la primera. 

La función creciente (o decreciente) se llama monótona. Los in- 
tervalos, en los cuales la función dada crece o decrece, se denominan 
intervalos de monotonía de esta función. 


EJEMPLO. Estudiar el crecimiento y el 
decrecimiento de la función 


о) = # —3+2. 
Hallamos эп derivada 
15) = 32 гї — 4). 


La derivada so anula өп los valores x, == —4 
y ту = 1. Estos valores dividen el eje Oz 
еп tres interval: 


(= оо, —1), [—1, 0, И, + 00), 


tales que en el interior de cada uno de ellos 
la derívada }' (=) no cambia de signo. Es 
evidente que la derivada f' (z) es positiva en 
el interior de los intervalos primero y tercero Fig. 112 
y negativa en el segundo intervalo. De esto Р 
uno puede cerciorarse fácilmente si toma 

untos pertenecientes a los intervalos correspondientes. Por consiguiente, Ја 
función / (z) crece en el primer intervalo, decrece en el segundo y vuelvo a 
crecer en el tercero (fig. 142). 
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Examinemos la relación 


10-58. 


donde las funciones y (т) y їр (z) están definidas y son derivables en 
el entorno Ua del punto a, con la probable exclusión dol propio 


12% 
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punto a. Puede ocurrir que cuando z -+ а ambas funciones q (2) y 
3p (2) tiendan a 0 б a oo, es decir, estas funciones son simultáneamente 
infinitesimales o infinitas cuando z— a. Entonces, se dice que en 
el punto а la función f (z) posee una indeterminación del tipo 
565. a 
En este caso, utilizando las derivadas y” (т) y Ф (z) se puede dedu- 
cir una regla simple para hallar el límite de la función / (x) cuando 
ж -» a, es decir, indicar un procedimiento para salvar la indetermi- 
nación del tipo (1). Esta regla está generalmente ligada al hombre 
del matemático francés L*Hospital quien la publicó por primera vez. 

TEOREMA. El límite de la relación de dos funciones infinitesimales о 
infinitas es igual al límite de la relación de sus derivadas (finita o in- 
finita), si esta última existe (en el sentido indicado). 

DEMOSTRACION. Efectuaremos la demostración sólo para la in- 


determinación de tipo 0. y supondremos, para simplificar, que las 


funciones q (т) y їр (2) son continuas en el punto a junto con sus de- 
rivadas y” (2) y Y (2), y que Ф (2) +0. La demostración para el 


caso 25 es mucho más complicada (véase, por ejemplo, «Curso de aná- 


lisis matemático», t. I de 5. Nikolski (en ruso)). 
Entonces, sea 


т ф (2) = Ф (a) =0 (2) 
y 
lím y (z) = y (a) = 0. (2) 


La diferencia q (z) — q (a) puede ser considerada como el incremen- 
to de la función q (z) en el punto a, que corresponde al incremento 
del argumento Ат = х— а. Рог eso 

lim 200909. y (a), B 
za 


y de modo análogo, 


IP ye (a) ыб, e) 


za 


lím 


Teniendo en cuenta las fórmulas (2) y (2) para z + a, obtendremos 
gaga) 
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De aquí, pasando al límite cuando z— а y utilizando las fórmulas 
(8) y (3°), tendremos 

im 20 — 04 

OS ө 


Pero hemos supuesto que las derivadas ¢' (z) у Y (z) воп continuas 
cuando z— a y que Y (a) 20, por eso, 
lmg 


ZA 
M0 Tavo луш © 


Comparando las fórmulas (4) y (5), obtendremos la regla de 
L'Hospital 
lim 2O — im LO © 


а-а VD ж-а V 


OBSERVACION Prestemos atención al hecho de que en el segundo miembro de 
la fórmula (6) se toma la relación de las derivadas y no la derivada del cociente. 


EJEMPLO 1. Hallar lím == 
20 SNF 
Aquí, cuando z = 0 el numerador y el denominador do la fracción son igua- 


les а cero, es decir, cuando z >O tenemos una indeterminación de la forma 2. 


Aplicando la regla de L'Hospital (6), obtenemos 


2In2_1n2 
co =g =n. 


2х1 
1 menz 7ш 


a 
EJEMPLO 2. Hallar lim чу. 
ho 


Cuando z - + co tenemos una indeterminación de la forma 2. 
Aplicando dos veces la regla do L'Hospital, obtenemos 


zt 2z 2 
lim <= Иш <= Иш -i 
mope C nato F mapu 


Do este modo, cuando z ~» + оо la función exponencial crece con mayor rapidez 
que la función de potencia zè. 


Las indeterminaciones de la forma y Z antes mencionadas, no 
son únicas. Por ejemplo, si 
1а) = Ф (0% (0), 
y si ф (2) >0 y Y (2) > оо cuando z— a, la función f (z) cuando 
z- а tiene una indeterminación del tipo 0-оо. Otro ejemplo nos 


lo da la función 
10=9()-v() 
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donde q (2) > + оо y ф (2) > + оо cuando х ~ а. Aquí cuando 
ж > а se obtiene una indeterminación del tipo co — оо. Son tam- 
bién posibles otros tipos de indeterminaciones. Para resolver estas 
indeterminaciones, se trata de reducirlas, con ayuda de transfor- 


maciones idénticas, a una de las dos tipos principales 9.6 5. Estas 
últimas so calculan generalmente aplicando la regla de L'Hospital. 


EJEMPLO 3. Hallar lím z ln z. 
х0 
Aquí tenemos una indeterminación del tipo 0-00. Escribiendo esta expre- 
sión en forma i 
nr 


lím zlnz= lm 
+0 +0 


Ta 
т 

obtenemos una indeterminación del tipo = De aquí, aplicando la regla de 
L'Hospital, hallamos 


4. 
lím тїзг= Ив —= Иш (—з)=0. 
“= (e а 
ES 
ESBMPLO 4. Hallar im (о) 
E 
Esta expresión es una indoterminación del tipo œ — co. Aplicando lo 


cos y 
fórmula ctg z = 2987, tendremos 


i E Ге ais dE 
E (жтт 


иш 20092 sen z 
-iim nr 


La indetorminación así obtenida es del tipo 0. por eso utilizamos la regla de 


cos т— теп х—совзх _ 
Sono 


Б 
ЕЕЕ senz 
=—lím =—lím =0. 
E CTC 
sens 


El último resultado ha sido obtenido con ayuda del conocido límite lim SA 

E 
== 4 (véase el $ 41 del cap. УП). Aquí, durante la determinación del limite ha 
sido razonable, como en muchos otros casos, combinar la regla de L'Hospital 
con procedimientos elementales, 


Para la función 


1) 
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en los casos: 
Ф(2) +0 y w()—=>0 cuando х а 
9(2) = оо у фа) —- 0 cuando z —> а 
(=) +1 у Ņ(z)—> оо cuando za 
erica” respectivamente, indeterminaciones de los tipos 0%, 
, 1%, Aquí es preferible aplicar logaritmos а la función ў (z). 


EJEMPLO 5. Hallar 
A= lim (зепз)'#*. @) 
к=з 


La ід d (7) es una indeterminación del tipo 1”. Aplicando el logaritmo de 
(1) y utilizando la continuidad de la función ани hallamos 


la А=1п [ lím (sen т)!& 
em)! 


= lim, [ln (sen 2) 1 = а z-ln sen z) = „Ээ EE A 


Aplicando la regla de L'Hospital a la indeterminación obtenida del tipo 25. 
tendremos 


cos z 
шА= lim (= = lím (—sen z cos z) ="; 
РЕЯ — xan)? 


de donde А = 1. 


$ 4. Fórmula de Taylor para un polinomio 
Sea dado el polinomio 
Р (0) = аъ ат + аш? +... + ац", в) 
se requiere desarrollarlo en las potencias del binomio z — to 
donde zp es cierto número. Este problema puedo ser resuelto ele- 


mentalmente, utilizando la identidad === гу + (z — зу). Sin 
embargo, se puede encontrar un procedimiento más simple. Sea 


P (x) =! Ao + A, (к — 2) + А,(т—з)#+... An (£ — 20)" (2) 
el desarrollo buscado, enyos coeficientes Ag, 


An сй 
deben ser hallados. Tomando z = zo en la identidad ёт obtendre- 
mos P (z) = А, +0, de donde 


А, = Р (5). в) 


Diferenciando la identidad (2), tendremos 
P (ау) = A, +24, (2 — т) Б... + nAn (E — zo)". 
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y haciendo z = ту, nos queda 
Ау = P (д). 
Después de la segunda diferenciación hallamos 
Р" @а) = ЛА, +... + п (п — 1) An (ж — луто 
y рага z = ду, tenemos Р” (2) = 2! А, es decir, 
De 
A= E М (2) 
Para determinar los restantes coeficiontos del desarrollo (2) se puede 


utilizar el mismo procedimiento. Es evidente que tiene lugar la fór- 
mula general 


A PL (k=0, 4.2,...,п). (5 


donde, por definición, se tiene que P® (х) = Р (z) y 01 = 1. 
La fórmula (5) puede ser rigurosamente demostrada ленае] 
procedimiento de inducción matemática. 

Introduciendo los coeficientes (5) en el desarrollo (2) se obtiene la 
fórmula de Taylor para un polinomio 


P (а) = Р (ж) + P' (20) (2а) + (aat 
A 
о, más brevemente, 
S Р (sp) 
р(2- Ў a (t-s (6) 
par] 
Notemos que os fácil convencerse de que los coeficientes dominantes de los 
desarrollos (1) y (2) coinciden, pon = а„. Poreso es justa la igualdad 
+ PO) (z) = аһ. 


Si so toma х, = 0, el segundo miembro de la igualdad (6) será idénticamen- 
to igual al segundo miembro del polinomio (1). Por eso son justas las igualdades 


А) 
О аа ÓN 


EJEMPLO. Desarrollar el polinomio Р (z) = 1 — 2z + 3:2 — 4z? según 
los potencias del binomio = Ра. 
zo = —1. Tenemos 


Буп бе — 1022, Р” (2) = 6 — 24:5, P” (z) = —24 
P (=i) = 10, Р/ 0—3) = —20, Р” (—1) = 30, P” (1)=-—2. 
De este modo, Р (z) = 10—20 (z + 1) + 15 (= + 1)? — 4 (z + 1%. 
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$ 5. Binomio de Newton 
Examinemos la función 
1@ = (а + 2)", (1) 
donde л es un número natural. Tomando х, = 0 y utilizando la fór- 
mula de Taylor (6) del § 4, obtendremos 
ба +2)" =A БА... H An, @ 
donde 


190) 


А = @—0,1,...,п). 


Ya que de la (1) кеше 
{™ (0) =n (n — 1)... {л — (k — 1) (а + ar, 
entonces f (0) = а" y 
Ј9 (0) = п (п — 1)... In — (k — 1) a" (k = 1, 2, . . n). 
De este modo, Ap = a” y 


Apr) a (e 4,2, ..., п). (8) 


Los números Аһ se llaman coeficientes binominales y se designan 
convencionalmente del bios Ес 


= с, (0) 


dondo Ch se Пата número 355 combinaciones de n elementos tomados 
de k (el sentido combinatorio de los números CA será explicado más 
adelante, véase el $ 10 del cap. XXV). 

Y bien, partiendo de la igualdad (2), obtenemos la fórmula de 
binomio de Newton 


(a+2)= 


м пача LD a a (5) 
En particular, рага а 1 nos queda 
аа) па ОО аа... Бат. (5) 
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Борса que la función f (z) tiene una deseada continua 
f00(2)) de orden N en un intervalo (a, b) y хо € (a, b). Utilizando 
los resultados obtenidos en el párrafo anterior construimos el poli- 


3) Do aquí, según el sentido de la operación de derivación, obtenemos que 
cn el intervalo (a, b) existen las derivadas continues] (у = /®) ш), (0), «o > 


PS 
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nomio de Taylor 


Pra A ma 0 
ГА 


de potencia л, donde n< №. 

El polinomio P, (2) puede ser considerado como una aproxima- 
<ión de la función dada. Designando con А, (2) el error correspondien= 
ie (llamando término residual), tendremos 


$ (2) = Pn (2) + Ra (2). 2) 


Mostremos que cuando х —> хо el término residual R, (2) es un 
infinitésimo de un orden superior a n (teorema de Peano). Efectiva- 
mente, estudiemos el límite 


A 
Беи 
Д 
to-[reo+r ә 04 + EE еа] 
= lím = - 8) 
xx (2—20) 
Es evidente que aquí tenemos una indeterminación del tipo 0. 


Aplicando sucesivamente n veces la regla de L'Hospital ($ 3) y te- 
niendo en cuenta la continuidad de la derivada /% (z), hallamos 


Rato) 
e = 
m) 
иш LOL w ladt O e 0 
т.а жє = 
n) 
Те го [ево + tea] _ 
а CCEE z 
о. 
Por consiguiente, 
Ra(2)=0[(2—2p)"1. (4) 


De este modo obtenemos la fórmula local de Taylor: 
Ha = D EL (oa + ol). 6 
— 


1) En el caso general la fórmula (5) poseo interés práctico, si z pertenece 
а un entorno suficientemente pequeño U,, del punto xo. 
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En un caso particular, cuando а <0<b y zo = 0, tendremos la 
Mamada fórmula local de Maclaurin: 


A ко н 
у= У 000 (2). (6) 
aco 
EJEMPLO. Aproximar la función / (z) = sen = өп un entorno del punto 
2, = 0 con un polinomio de Taylor P, (2) de tercor grado. 
Tenemos ў (z) = sen z, /' (z) = cos х, f" (z) = —sen z, ]” (2) = —cos 2. 
De aquí f @ = 0, /' (0) = i, /” (0) = 0, 7” (0) 1. 
Aplicando fórmula (6), obtenemos 
вабо (29). о 


La fórmula (7) se utiliza frecuentemente рага calcular senos de Ángulos 
pequeños de т; aquí hay que toner en cuenta que z está expresado еп radianes. 


Considerando que х — To = h, 2 = т + h y teniendo en cuenta 
que 
$ (£) — Í (Eo) = f (Zo +A) — / (20) = А/ (Zo), 
la fórmula (5) puede ser escrita asi: 


М (20) = hf (ж) + EN (+... АЕ АТ ш) Ho (8). (8) 
a nl 
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DEFINICIÓN Se dice que una función f (x) tiene un máximo f (х1) 
раға un valor z, del argumento z, si еп un entorno del punto тү (posi- 
blemente muy pequeño) secumple la y 
desigualdad (fig. 113) 


Га) >70) б) 


Análogamente, se dice que una 
Јипсібп f (x) tiene un mínimo f (т) 
para un valor x, del argumento т, 
si en un entorno del punto х, se 
cumple la desigualdad (tig. 113) 


FEKI Az). 


El máximo o el mínimo de una Fig. 113 
función se llama eztremo de la 
función, mientas que los valores del argumento para los cuales la 
función pasa por sus extremos se llaman puntos de extremo de la fun- 
ción (respectivamente: puntos de máximo o puntos de mínimo de la 
función). 

De la definición se deduce que el extremo de una función posee 
en general, un carácter local, es decir, expresa el valor mayor o me- 
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nor de la función respecto a sus valores vecinos. Por eso, la presencia 
de un extremo de una función para un cierto valor del argumento no 
depende, en absoluto, del comportamiento de la función lejos de este 
valor, Desde este punto de vista, está claro que un mínimo de una 
función puede ser mayor que un máximo, lo mismo que una hondo- 
nada en las montañas puede encontrarse a mayor altura sobre el ni- 
vel del mar que una pequeña cima. 

Sea f (т) una función definida sobre un segmento (а, b) y con un 
extremo en el punto =, € la, b]. Si хо es un punto interior del seg- 
mento, la diferencia 


Га) — f (zo) (к=з) 


conserva su signo en cierto entorno bilateral z) — h < z < х0 + 
+h (2% zo) del punto хо. Semejante extremo se llama bilateral. 
Por ejemplo, la función f (z) = V1 — x? tiene un máximo bilate- 
ral рага х, = 0 porque f(z)< f(z) = 1 para—1<zx<l, 
z +0 Si zo es un punto final del segmento [a, 5), por ejemplo, 
Xy = a, entonces f ГУ — f (х0) conserva su signo solamente en cier- 
to entorno unilateral a = т, < z < т, + В de) punto т. Semejan- 
te extremo se llama unilateral. Por ejemplo, la función / (2) = 
= YT—=2 tiene un mínimo unilateral para xy = —1 y para ху = 
= 1, 

En adelantecon el vocablo extremo desiguaremos el extremo bila- 
teral, es decir, supondremos que para un punto del extremeo уг, 
de una función dada f (2), existe cierto entorno 0 < | z л, | < й 
del punto ту, en el cual la diferencia / (z) — f (тә) conserva el signo. 

1. Condición necesaria para la existencia de un extremo en una 
función. 

TEOREMA. En el punto de extremo (bilateral) de una función dife- 
renciable su derivada es igual a cero. 

DEMOSTRACION Supongamos, para mayor claridad, que х, es un 
punto de mínimo de la función / (т). Por consiguiente, 


Í @» + Аза) > f (zo), 
si Az, = 0 es suficientemente pequeño en valor absoluto. De aquí, 


Letio > o, si Az >0 


Flot Ara) — f (20) 
2. T <0, 
Pasando en estas desigualdades al límite cuando Az, >0 para 
la derivada en el punto z, igual a 


уь иш А0 000 
Г) да “щщ . 


si А2,<0. 
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obtendremos, respectivamente, 
F (2)>0,si Ax, >0, yf' (20) <0, si Az, < 0. 


Como el valor de la derivada f’ (zp) no debe depender del modo 
con el cual Az, tiende а cero, resulta que 


f (2) =0. (1) 


El teorema queda demostrado. 

Interpretación geométrica. La condición (1) significa geométri- 
camente que en el punto de extremo de una función diferenciable 
y = Í (2) la tangento a su gráfica es paralela al eje Ox (fig. 114, а). 


y, 


РЕЛ 


- Fig. 114 


COROLARIO. Una función continua puede tener ип extre mo solamen- 
te en los puntos donde la derivada de la función es igual a cero o no 
existe, 

Efectivamente, si la función f (т) admite en el punto de extremo 
zp una derivada /' (ха), esta derivada será igual a cero, según el 
teorema demostrado: /' (т) = 0. 

El hecho de que en el punto de extremo de una función continua 
puede no existir derivada, lo muestra el ejemplo de una función 
cuya gráfica tiene forma de una «línea quebrada» (fig. 114, b). 

Llámanse valores críticos del argumento т a los valores en los 
cuales la derivada f' (т) de una función dada f (т) es igual a cero o 
no existo (por ejemplo, dovieno al infinito). 

2. Condiciones suficientes para la existencia de un extremo de una 
función. 

El hecho de que f’ (zo) = 0 no significa todavía que la función 
1 (х) tiene un extremo en el punto х = xy. 

Efectivamente, sea f (2) = 2%. En este caso f' (х) = 3z? y, por 
consiguiente, J’ (0) == 0. Sin embargo, f (0) по es un extremo de la 
función dada porque la diferencia 7 (х) — / (0) cambia de signo 
cuando cambia el signo del argumento z (véaso la fig. 57). 
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Entonces, la función f (z) no pasa por un extremo para todo valor 
crítico del argumento т. Por eso, junto con la condición necesaria 
daremos las condiciones suficientes para la existencia de un extre- 
mo de una función. 

TEOREMA 1. (primera regla). Si una función derivable f (z) es tal, 
que para un valor хо de su argumento z la derivada f' (х) es igual a cero 
y cambiasusigno al pasar por este valor У, el número } (Zo) es un extre- 
mo de la función f (х) y 

4) la función f (z) tiene un máximo en z = хе, si su derivada 
f' (х) es primero positiva y después, negativa; 

2) la función f (т) tiene un mínimo en т = хе, si su derivada | (x) 
es primero negativa y después positiva. 

DEMOSTRACIÓN. 1) Sea f' (xo) = 0, al mismo tiempo 

у (20) 220 paraz—e<z<zo 
y 

f (0) <0 рагах <= < zo + е, 
donde e es un número positivo suficientemente pequeño. 

De aquí, en virtud del teorema 2 del $ 2 se deduce que la fun- 
ción f (z) crece en el segmento (хо — е, Zo) y decrece еп el sogmento 
(=, 2, + e). Por consiguiente, en un entorno inmediato de = tene- 
mos 

Í (20) >$ (2) siz<zo 


y también 
Í (2) >f (0). siz > zo 


En otras parablas cuando т = т, la función j (z) tiene un máximo. 
2) En forma análoga se demuestra la segunda parte del teorema. 
OBSERVACION So puede demostrar que el teorema permanece válido, sí en 

el punto crítico xy la derivada f’ (т) no existe, y la función f (z) es continua en 

ж = zo. 

TEOREMA v. Si la derivada ў' (z) de una función derivable f (ху 
se anula еп z = zp, pero no cambia el signo al pasar por este valor, en- 
tonces la función f (х) no tiene extremo para £ = хо. 

Demostracion. Efectivamente, si, por ejemplo, f' (zo) = 0 y 


f (0) > 0 para zo —e<i<z+e TF 20, 


%) Decimos que una función Р (z) cambia de signo pasando por un valor 
те, si existe un e positivo suficientemente pequeño y tal, que 


F()<0 para 20 —е< = < 2, 
Е (2) > 0 рага e< z< z, +e, 


F()>0 para z— 6< 2< zp 
F(3<0 para zo < z< z+ e 
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la función f (2) crece tanto en el segmento [ть — e, zo), como en el 
segmento (20, Zo + el. Por consiguiente, la función no tiene máxi- 
mo ni mínimo en z = Tọ. 

Utilizando estos teoremas para establecer si una función deriva- 
ble f (2) pasa por un extremo, se hallan primeramente los valores cri- 
ticos del agrumento de esta función, es decir, los valores de ту para 
los cuales 

f @„)=0 


y después, eligiendo para cada uno de estos valores z, un intervalo 
(ж — в, zo + €) tan pequeño que no contenga otros valores críticos 
(ві esto өз posible), se verifica la naturaleza de este valor por la tabla 
siguiente: 


Conclusión 


roo | rem 


No hay extremo 
Máximo 


Mínimo 
No hay extremo 


donde la variable % recorre el intervalo 
0<h<e. 
rsempLo. Inverstigar si la función / (z) = 45— 6z? + 9z + 5 Попе puntos 
oxtromos. 
ѕоростом. Hallamos la derivada 
P (a) = 31? — 122 + 9 = 3 (z? — 42 + 3). 
Igualando a cero la derivada y resolviendo la ecua- 
ción cuadrática correspondiente, obtenemos las raíces de 
la derivada: тү = 1, xa = 3. De aquí 
1 0) = 3662 — 0) (е — 3). 
Invorstigamos cómo varía ol signo de la derivada 
1' (=) en el entorno del valor z = 1. 
Para todo número А posítivo y suficientemente pe- 
queño tenemos 
z |r 


реги + 
t4al — 
Por consiguiente, la función / (=) tiene en z= 1 un 


máximo igual a / (1) = 9. De modo análogo obtenemos 
para z= 3 | 
z а) 


3—h = Fig. 115 
3+a l| + 


Por eso la función f(z) tiene en = = З ып mínimo igual a f (3) = 5. 
fig, Аюв do la función у = 2" — 607 + 0s + 5 est representada on la 
ig. 115. 


y 
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TEOREMA 2 (segunda regla). Si para una función derivable f (х) 
en un punto хе su derivada primera |' (x) es igual а сего, su derivada se- 
gunda f” (х) existe y ёз distinta de cero, es decir, si 


Га) = 0, f (0) +0, 


la función f (ж) tiene en este punto ип eztremo, а saber: 1) si f” (z0) > 
> 0, 1 (zo) es un mínimo de la función f(x), у 2) si f(x) <0, 
Ға) es un máximo de la función f (z). 

DEMOSTRACIÓN, 1) Supongamos primero que f’ (zo) = 0, f” (z) > 
> 0. Sea z = z, + Az, un punto vecino de х,. Puesto que la deri- 
vada segunda j” (т) es la derivada de la derivada primera f’ (z), te- 


nemos 
ra= | lím, Lettonie _ иш LE 


к-хе 


(aquí utilizamos el hecho de que /' (х) = 0). De esto modo, la mag- 
nitud variable LE tiende al límite 


T" (хь) #0, lo que significa que a par- 
tir de un cierto instante esta magnitud 
tiene el signo de su límite (lema del 
$ 6 del cap. VII), es decir, en nuestro 
caso el signo «+». Рог eso 


LEL ората 0 < lx l< e 


pra 


donde e es un número positivo sufi- 
Fig. 116 cientemente pequeño. De aquí obtene- 
mos que el numerador y el denomina- 


L tienen signos iguales y entonces 


dor de la fracción 
Г (0) <0 parar — e< T< =, 


Р (2) > 0 para to < r < To + e 


Vemos que la derivada /' (т) negativa antes del punto хо se veulve 
positiva después de pasar por este punto. Según el teorema 1, el 
número f (zo) es un mínimo de la función f (т). 

2) En forma análoga se demuestra que si f’ (zo) = 0 y f” (20) < 0, 
el número f (zo) es un máximo de la funcion f (z). 

La teoría sobre el extremo de funciones tiene numerosas aplica- 
ciones prácticas. 

PROBLEMA. Sea dado un triángulo ABC cuya base es AC = b 
y la altura es BL = h (fig. 146). Hallar el rectángulo del área má: 
ma que puede ser inscrito en este triángulo. 
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Designamos la altura КІ, del rectángulo buscado рог г y la base 
DE por y (fig. 116). En este caso su área será 


U = zy. 


Las variables z y y no son independientes, ellas están ligadas por 
una cierta relación. Efectivamente, de la semejanza de los triángu- 
los DBE y ABC, y teniendo en cuenta que sus alturas BK y BL 
son proporcionales a las bases DE y AC, tenemos 


¿BE DE 
BL АС ` 
о, puesto que ВК = — х. РЕ у, BL=h, АС =, resulta 
hr _ у 
EEN 
de donde 
у= (6—2). 


Excluyendo y de la expresión de 07, hallamos 
pS 


= (h—a)z= 0 (ha—20). (2) 


Buscamos el máximo de esta función. Diferenciando, hallamos 
” b 
U’ = т (h —2:x) 
Igualando la derivada С” а сего, hallamos 
h=220=0 6 z=}. 


Es fácil ver que esto valor de z es realmente el máximo de la fun- 
ción U. Efectivamente, al calentar la derivada segunda tenemos 


re 2 
"= – т <0. 


Por consiguiente, рага х $ el área U tiene un máximo y de la fór- 
mula (2) obtenemos 


bh 
Uma = Җ. 


De este modo, el área del mayor rectángulo inscrito en un trián- 
gulo es igual a Ja mitad del área de este triángulo. 


13-0102 
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$ 8. Concavidad y convexidad de la gráfica 
de una función. Puntos de inflexión 


DErNICION La gráfica de una función derwable y = f (z) se Пата 
cóncava hacia arriba’) (о conveza hacia abajo”) en el intervalo 
(a, b), si la parte correspondiente de la gráfica 


у=] (х) (тє (a,b) a) 


está situada por encima de la tangente que pasa por cualquier punto su- 
yo M (z, f (2) (fig. 117, a). 

De modo análogo, la gráfica de una Junción derivable y = f (2) 
se Пата convexa hacia arriba (ocóncava hacia abajo)enel intervalo 


Fig. 117 


(a, b), sı la parte correspondiente de la curva (1) está situada por debajo 
de la tangente que pasa por cualquier punto suyo M (=, f (х) (fig 


Condición suficiente para que la gráfica de una función sea cón- 
cava (convexa). 

TEOREMA. 1). Si para una función dos veces derivable y = f (х) su 
derivada segunda f" (x) es positiva en el interior del intervalo (a, b), 
la gráfica de esta función es cóncava hacia arriba en este intervalo. 

2) Si la derivada segunda |" (х) es negativa en el interior del inter- 
valo (a, b), la gráfica de la función y = f (т) es cóncava hacia abajo 
en este intervalo 

DEMOSTRACION 1) Sea f” (=) 2> 0 para a< z< b, y sea ху un 
punto cualquiera perteneciente al intervalo (a, b). Comparemos en 
el punto z la ordenada y de la curva y = f (т) con la ordenada y 
de su tangente MAN trazada еп el punto Ma (го, f (о) (fig. 148) 


1) Es decir, en la dirección positiva del eje Oy. 
2) Es decir, en la dirección negativa del eje Oy. 
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Puesto que el coeficiente angular de la tangente MoN es igual а 
1" (Za), entonces (véase el $ 3 del cap. Ш) 


Y= бо) +1 (ж) (2 — zo). 
De aquí, 


ö = y — y= f (0) — Í (zo) —f (20) (2 — хә). (2) 
Utilizando el teorema de Lagrange ($ 1), tendremos 
$ (2) — F (ш) = (2 — z) f (E), 
donde E Є (Zo, 2). 
Por eso de la fórmula (2) obtenemos 
= (z — zo) If' (8) —f (zo). (3) 


Como f” (z) = (/' (2) >0, la derivada f' (х) es una función 
creciente. 

Sea х < zo; entonces es evidente que Ẹ < х0 y, por consiguiente, 
en virtud del crecimiento de f’ (т), tenemos J’ (E) < 7 (т). De la 
fórmula (3) se deduce que 5 >0. 


22 


Fig. 148 Fig. 149 


Si ahora z>2,, entonces E 2 хо y por eso A (E) >/S (). 
De la fórmula (3) nuevamente deducimos que 6 > 0. 

De este modo, para z э© zp tenemos 

ô= у ус 0, es decir, y >y. (4) 

De aquí se deduce que cuando a < z < b, la curva y = f (2) 
está situada por encima de sus tangentes y en este caso la gráfica de 
la función y = f (x) es cóncava hacia arriba en el intervalo (a, b). 

2) Mediante un procedimiento análogo se demuestra que si 
1” (ж) < 0 рага а < х < b, la gráfica de la función y = f (z) es 
cóncava hacia abajo sobre el intervalo (a, b). 

DEFINICION. Llámase punto de inflexión de la gráfica de una fun- 
ción derivable y = f (х), al punto donde una curva cóncava se vuelve 
convexa, о viceversa (fig. 119). 


е 
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Teorema Si la derivada segunda jf" (х) de una función y = f (2) 
se anula en el punto гу y, al pasar por este punto cambia su signo, el 
punto М (zo, f(x.) es un punto de inflexión de la gráfica de la función. 

DEMOSTRACION. Supongamos que la derivada segunda /” (z) 
se anula en el punto M y cambia su signo; por ejemplo, se vuelve ne- 
gativa. En este caso a la izquierda del punto M la derivada segunda 
do la función f (z) es positiva y, por lo tanto, para хо — € < х < To 
la concavidad de la gráfica de la función está dirigida hacia arriba; 
а la derecha del punto A la derivada segunda f” (z) es negativa у 
por eso рага zo < £ < л, + е la gráfica de la función y = f (2) оз 
convexa hacia arriba. De este modo en el punto M la curva y = f (2) 
cambia la concavidad por la convexidad y por eso el punto M es un 
punto de inflexión de esta curva. 

OBSERVACIÓN. La derivada segunda f" (ж) de la función y = f (z) puede 
también mo existir еп el punto de e fatloxión as? por ejemplo, Bacléndoso infinita. 

EJEMPLO, Soa dada la curva de Саша y = e- 

nomos 


Fig- 120 


y = rr 


(20 (= 


La derivada segunda y” se anula, si 2, de donde 


“ey 


El cambio do signo de la derivada segunda so caracteriza por la tabla si- 
guiente: 


+ | = | + 


Por consiguiente, los puntos A( — J Ы 


Ve 
puntos de inflexión de la curva dada (fig. 120). 
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$ 9. Resolución aproximada de ecuaciones 
Examinemos la ecuación 
ге) =0, 169) 


donde la función f (х) está definida y es continua en el intervalo 
(a, b). El valor & € (a, b) que satisface la ecuación (1), ез decir tal, 
que / (5) = 0, se llama raíz de esta ecuación (о cero de la función ў (2). 


Fig. 121 Fig. 122 


Geométricamente las raíces de la ecuación (1) son abscisas de los 
puntos de intersección de la gráfica de la función y = f (z) con el 
eje Oz (fig. 121). 

Рага la resolución geométrica de la ecuación (1) es а veces cómo- 
do reemplazarla por una ecuación equivalente 


Ф (0) = № (2). (2) 
Las raíces de la ecuación (1) se determinan еп este caso como las 
abscisas de los puntos de intersección do las curvas у = ф (z) е 
у = (а). 
EJEMPLO 1. Resolver gráficamonte la ocuación 
24-1082 = 2. в) 


Ts evidente que tenemos log z = 2 — z. De aquí, la raíz de la ecuación 
{Ð es la abscisa del punto de intersección de la curva logarítmica y = log z y 
la recta y = 2 — z (fig. 122). 

А] trazar estas curvas sobre un papel milimetrado, hallamos la raíz apro- 
ximada de la ecuación (3). E æ 1,77. 


Geométricamente es intuitivo el siguiente teorema: si una fun- 
ción continua f (х) toma en los extremos de un segmento la, Bl = (a, 0) 


1) La escritura (a, В] < (a, b) significa que el segmento [x, B] está 
contenido en el intervalo (a, 5) 
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valores de signos opuestos, es decir } (о) f (В) < 0, entonces existe en el 
interior del segmento la, B] por lo menos un cero de la función f (х) 
(es decir, existe obligatoriamente una raíz de la ecuación f (2) = 0). 

Esta raíz será única, si la derivada /' (z) no cambia su signo en 
(a, B) (en vista de que Ја función f (z) es monótona). 

Suponiendo que 1а función / (т) = 0, donde f (x) es continua 
sobre (a, b), posee una raíz única E en el interior del segmento 
la, P)= (a,b) у que la condi- 
ción f (a) f (B) <0 se cumplo, 
indicaremos unos procedimientos 
sencillos para hallar el valor 
aproximado de esta raíz. 

A. Método de la división en 
mitades. Sea dada una función 
f (х) continua еп (а, В), y sea 
1 а) 3 (8) <0.  Dividimos el 
Alo, үш) segmento [z, fl en dos partes 

iguales y sea y la mitad de este 
Fig. 123 segmento. Si f (y) = 0, entonces 
yes la raíz incógnita. Si / (y) 0, 
designemos por [,, Bı) aquella mitad la, yl o [y, 6) en los extremos 
de la cual la función / (z) tiene signos opuestos. Luego aplicamos de 
nuevo el método de la división en dos partes iguales, etc. Finalmen- 
to hallaremos Ja raíz exacta de la ecuación f (z) = 0 y obtendremos 
la sucesión de segmentos 


fa, В > la, Bl D.. 


en el interior de los cuales se encuentra la raíz buscada E. 

Como la longitud del n-ósimo segmento [æn, Bnl, igual a 0,2, 
tiende a 0 cuando n —> oo, entonces repitiendo este procedimiento un 
número de veces suficientemente grande y considerando que 
Em4 (an + Pa) se puede determinar la raíz buscada E con cual- 
quier precisión deseada. 

В. Método de cuerdas. El método de la división en mitades puedo 
ser precisado sustituyendo el arco АВ de la curva y = f (2)(0 2 

B) por su cuerda AB que pasa por los puntos terminales А (a, 
1 (a) y B (В, f (В) y tomando como valor aproximado de la raíz 

de la ecuación f (z) = 0 la abscisa E, del punto de intersección de 
la cuerda AB con el eje Oz (fig. 123). 

Si f (a) f (P) < 0, esto es equivalente a tomar como valor apro- 
ximado de la raíz E el punto £, que divide el segmento la, В] en la 
relación | f (a) |: |f (B) | (método de partes proporcionales). 
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La ecuación de la cuerda AB es (véase el $ 4 del cap. 111) 
y 802—0). @ 


Tomando y = 0 en la ecuación (4) hallamos el punto de intersec- 
ción z = E, de la cuerda AB con el eje Oz (fig. 123): 


i =a- ba. © 


El número &, se toma como la primera aproximación de la raíz 
E. Si f (Es) 52 0, se puede aplicar la fórmula (5) a aquel segmento 
[e ți o Ты, BI en los extremos del сца] la función / (z) toma valores 
de signos contrarios, etc. 

vsempLo 2 Empleando el método de cuerdas se pide hallar la 
raíz de la ecuación 


Fem + х—12 =0. (6) 

Para determinar la raíz aproximada de la ecuación (6) se pueden 

trazar las gráficas de funciones у = 2* e y = 12 — x. Por medio de 

una estimación aproximada constatamos que la raíz buscada, es 

decir, la abscisa del punto de intersección de las gráficas, se encuen- 
tra en el intorvalo (2, 3). Efectivamente 


10)=8+2-12--2 y 16) = 27 43—12 = +18. 


Por eso se puede suponer que а = 2 y В = 3 

Aplicando la fórmula (5), obtendremos el valor aproximado de 
la raíz: 
2 


5=2-1 


(3—2) 2,1. 
Notemos que 
1 (E) = 9,261 + 2,1 — 12 = --0,639, 
Por eso, para precisar el valor de E, ез conveniente aplicar la fór- 
mula (5) al segmento [2,1; 3]. 


C. Método de las tangentes. Reomplacemos ahora ol arco АЙ 
de la curva y = f (т) por la tangente AC trazada por el punto 
A (œ, f (a)) (tig. 124). Como el coeficiente angular de la tangente 
АС es igual a у (а), su ecuación se escribirá азі: 


y — Í а) = f (0) (= — a). a) 
De aquí, considerando que y = O hallamos el valor aproximado 
de la raíz E: 


TO 
E =%=-F a) 6 


(fórmula de Newton). 
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Notemos que si en nuestra gráfica trazamos una tangente en el 
punto B [В, / (В)] (fig. 124), el punto de intersección Е; de esta tan- 
gente con el eje Ох dará una aproximación mala de la raíz E. Con- 
veniente aquí observar Ја siguiente regla: si la derivada segunda 
f" (2) de la función conserva su signo en el intervalo (a, $), la tangente 


Aloe, уе) 
Fig. 124 


debe ser trazada en aquel punto terminal del arco AB, donde el signo 
de la función coincide con el signo de la derivada segunda. 

EJEMPLO з. Determinar, aplicando cl método de Jas tangentes, la 
raíz de la ecuación (6) situada en el intervalo (2, 3). 

Aquí j" (z) = öz >0 рага 2 < х < 3, además, / (3) = +18. 
Por eso so considera que en la fórmula (3) а = 3. Puesto que 
Р (a) = 312 +1 y / (3) = 28, tenemos 


9 =3— 8 = 2,38 


Notemos рага controlar, que 
ME) = 13,14 + 2,36 — 12 = +3,35. 
Como en nuestro caso E, < E< Ё, donde E, = 2,10 y E, — 2,36 
puede considorarse que 
БА (Ы +Ы) = 210 + 2,36) = 2,23, 
Aquí 
1 (2,23) = 11,09 + 2,23 — 12 = 1,32. 
Para precisar el valor de la raíz pueden aplicarse los métodos de 
las cuerdas y de las tangentes al segmento [2,10; 2,23], etc. 
$ 10. Construcción de gráficas de funciones 


Hemos mostrado en párrafos precedentes que con ayuda de las 
primoras y segundas derivadas se estudian las propiedades generales 
de las funciones. Utilizando los resultados de este estudio puede 
obtenerse una idea clara de la naturaleza de la función y, en parti- 
cular, construir el trazado matemáticamente correcto de su gráfica. 
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La investigación de una función у = ў (z) (que consideraremos 
elemental) en Jos casos más simples es conveniente efectuarla de 
acuerdo con el esquema siguiente. 

1) Al analizar las propiedades de una función f (z), determinamos 
su dominio dej existencia; supongamos, para simplificar, quo éste 
será un intervalo (a, b). Es también útil establecer la simetría de la 
gráfica (si la función es par o impar, periódica o no, etc.). 

2) Hallamos los puntos de discontinuidad de la función. Inves- 
tigamos también el comportamiento de la función cuando = a 
y т — b, donde a y b son los puntos de frontera del dominio de exis- 
tencia do la función. 

3) Resolviendo la ecuación 

ге) = 0, a) 
determinamos las raíces (ceros) de la función. Establecemos el sig- 
no de la función en diferentes dominios, teniendo en cuenta que una 
función elemental puede cambiar su signo solamente al pasar por el 
cero о por un punto de discontinuidad. 

4) Resolviendo la ecuación 

Г) =0, 2) 
hallamos los valores críticos del argumento para la función f (т). 
Estudiando después el signo de la derivada /' (x) en cada uno de los 
intervalos comprendidos entre dos valores críticos consecutivos, 
determinamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función y establecemos la naturaleza de estos valores críticos. 

5) Resolviendo la ecuación 

f(x) = 0, (3) 
determinamos los valores críticos del argumento para la derivada 
Fx) Luego hallamos el signo de la derivada f” (z) en cada uno de 
los intervalos comprendidos entre dos valores críticos consecutivos 
del argumento рага la derivada /' (z), establecemos los intervalos 
de convexidad y concavidad hacia las y positivas de la gráfica de la 
función f (z) y hallamos los puntos de inflexión. 

ln los casos más complicados, se deben investigar también los 
puntos en los cuales las derivadas /' (z) y f” (z) no existen. 

Es posible que para resolver las ecuaciones (1), (2) y (3) haga falta 
recurrir а los métodos aprutimados (véase el $ 9). 

Conformando, para concluir. una tabla de los valores que la fun- 
ción toma en sus puntos característicos (puntos extremos del domi- 
nio de existencia de la función, puntos de discontinuidad, puntos de 
intersección de la gráfica de la función con los ejes de coordenadas, 
puntos de extremo, puntos de inflexión, etc.) y teniendo en cuenta 
los resultados del estudio efectuado más arriba, representamos grá- 
ficamente esta función. 

A veces es suficiente un estudio incompleto de la función. 
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EJEMPLO. Trazar la gráfica de la función y = z + Y 
Inyestiguemos la función según el esquema arriba indicado. 
1) La función está definida, si 0 < 1 — z < + оо. De aquí, su dominio de 
existencia será; — co < z< 1. 
2) La función no tiene puntos de discontinuidad, y 
lm y=—0 y límy=y() 
mi 


3) Resolviendo la ecuación = + 1 


y ч función 


0, obtenemos la raíz do la 


1+V5 
2 


yii 


= 1,62. 


En esto caso у < 0, si —о < z< zy e 
y>0sim<r<t 
4) Hallamos la derivada 


ИД! 
Igualándola а cero obtenemos un punto crí- 
tico pa Además, esovidente que y” ве 
convierte en co cuando z = 1. Por eso, г; = 1 también será un punto crítico. 

Losintervalos de monotonía de la función son -=) y (+ 1) y os fácil 


convencerse, estudiando ol signo de la dorivada, de que la función crece en el 
primer intervalo y decrece en el segundo. Por consiguiente, z, es el punto máxi- 
mo de la función. En el punto ту la función tiene, evidentemente, un mínimo 
de frontora. 

5) Hallamos la derivada segunda 


HON ятя 

aA: 

Puesto que la derivada segunda es negativa por doquier, la gráfica de la función 
es cóncava hacia abajo y no tiene puntos de inflexión 


Agrupamos en una tabla los resultados de nuestros estudios. La gráfica mo- 
delo de la función se muestra en la fig. 125. 


1 y 


Fig. 125 


La función crece 


La función pasa por un máximo 


La función decrece 
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EJERCICIOS 


1. Hallar el incremento do la función f (x) = 22 en el segmento —1 < 7< 2 
y verificar el teorema del incremento finito de la función. 
2. Comprobar el teorema sobre las raíces de la derivada para la función 


10=E-04—-24-3 


mada de los arcos pequeños: 


zæ -g (sen z+ tga). 


1—2: а z 
9. Шаага" 10 Uia TT- 
102 х az 
i 1 w z5 —1) . 
LM т T 12. lim 10 
13. lím (= arcsen 2). 14 Jím ( 
po i 


45. lím ле 46. lím 217, 
x0 mt 


17. lim (о а)", 


Calcular los extremos de las funcion 


18. y=z(a—z) (a> 0). 19. ›-Җ-—е+з— Я 


22 
HA MVE 
22. y == тех, 

e ныг un rectángulo de área máxima ер un semicirculo de radio a. 


24. En la elipse iH inscribir un rectángulo de área máxima 


de lados paralolos a los ejes de elipse. 

25. Én una esfora do radio a inscribir un cono de volumen máximo. 

26. ¿Cuáles deben sor las dimensiones de la caja de lado a hecha de una hoja 
cuadrada de papel para que su volumen sea máximo? 

27. Determinar los puntos de inflexión de la gráfica de la función y = 22 — 


20. у= 
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TE + 


36. y=sen r+cosz (0 = 2 < 2л). 


37. y=rlazd. 38. удел), 
39. y=z—aretg z. 


1) Véase la indicación en el apartado «Respuestas». 


Capítulo XII 


Diferencial 


$ 1. Noción sobre la diferencial de una función 
Sea dada una función derivable (diferenciable) 
y =f (2). 
El incremento Ay de la función y constituye una característica 
portante de la variación de esta función sobre un segmento finito 
dado la, b]. Pero la determinación directa del incremento de la fun- 
ción es a veces difícil de lograr. En este caso, se procede generalmente 
del modo siguiente: el segmento la, b] se divide en un número finito 
do segmentos suficientemente pequeños (=, z -+ Ax] y se considera 
aproximadamente que sobre cada uno de estos segmentos el incre- 
mento de la función tiene lugar según la ley de proporcionalidad di- 
recta (por ejemplo, un elemento pequeño de una línea curva se con- 
sidera como rectilíneo; un movimiento no uniforme de un punto du- 
rante un intervalo de tiempo pequeño se considera como un movi- 
miento uniforme, etc., donde la “pequeñez” se entiende en el sentido 
conocido). En otras palabras se supone que sobre un segmento sufi- 
cientemente pequeño [=, т + Az] tiene lugar la igualdad aproximada 


Ay = kâz, 
donde k es un coeficiente de proporcionalidad que no depende 
de Az, pero depende, en general, de z. Si se halla en este caso que 
con una elección conveniente del coeficiente de proporcionalidad la 
diferencia Ay — kâz será un infinitésimo de un orden superior res- 
pecto a Az, es decir, la magnitud 

Ay—kdr _ 

ыш: аы a) 


será un infinitésimo cuando Az — 0, entonces la magnitud 
dy = kâz 
se Пата diferencial de la función у en el punto = (aquí la letra d 


es el símbolo de la diferencial). En este caso, como se deduce de la 
relación (1), es justa la igualdad 


Ay = kår + «Ат, e, 
donde а — 0 cuando Ar—=>0. 
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En otras palabras (véase el $ 8 del cap. УП), 
Ay = dy + o (Az). 


DEFINICION. Llámase diferencial de una función a una magnitud 
proporcional al incremento de la variable independiente y que se dife- 
rencia del incremento de esta función por una función infinitesimal de 
orden superior en comparación con el incremento de la variable inde- 
pendiente. 

El sumando kAz en la fórmula (2) se llama frecuentemente 
parte lineal principal del incremento de la función (o término lineal 
principal del incremento). Por eso se puede 
decir que la diferencial de una función es 
la parte lineal principal del incremento 
infinitesimal de esa función. 


EJEMPLO 1. Sea у = 22 una función que 
expresa el área de un cuadrado de lado г 
(fig. 126). Si se le otorga al lado z un incre- 
mento Az, su valor nuevo será z + Ах y, рог 
consiguiente, ol área y del cuadrado obléndrá 


“172222 
ol incremento 


ы-ы 
Ay = (т + Az — 2%, о bien 


Fig. 126 Ay = 2242 + (Az). 


El primer sumando del segundo miembro de la última igualdad es evidentemen- 
te ln parto linca] principal del incremento de la función para Az — 0. Por eso 


dy = 2r47 


En la fig. 128 el incremento Ay de la función y está representado por lu su- 
porficio de toda la parte rayada, mientras que la diferencial dy de la función se 
Fepresenta con la superficie de la parte rayada menos el área del cuadrado peque- 
ño que se encuentra en el ángulo superior derecho del cuadrado grande. 


TEOREMA SOBRE LA UNICIDAD DE LA DIPERENCIAL. Una función dada 
puede tener una sola diferencial. 

DEMOSTRACION Efectivamente, supongamos que una función 
y = f (2) tenga dos diferenciales: dy = kAz y йш = k,Az. En vir- 
tud de la definición de la diferencial, tenemos 


Ду = kâz +abdz y Ay—k,Ax +47, 
donde а y a, son infinitésimos cuando Аг — 0, de donde 
kâz + «Ат — kår + аА 


у, por consiguiente, cuando Az 52 0 tenemos k — k, = a — а. 
Pasando al límite cuando Ax — 0, en la última igualdad obte- 

nemos 
к-к 


0, 
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es decir, k = Ку. De este modo las diferenciales dy y dy coinciden. 
El teorema queda demostrado. 

De la definición de diferencial se deduce inmediatamente que 
la diferencial de una función difiere del incremento de esta función en 
una magnitud infinitesimal de orden superior en comparación con el 
incremento de la variable independiente, Esta circunstancia se aplica 
frecuentemente para los cálculos aproximados. 


EJEMPLO 2. Sea dada la función y == а? — 27 + 2z + 3. Hallar Ay y dy 
Barg =r у Sompararios entre sí ва tros саи: а) Ax = 4: 0) Az = O; 
9) âz = 0,0: 

aon Ay = (= + Az? — (z — Ax)? + 2 (r + Az) + 3] — (ә — 
-r 
Efectuando las operaciones algebraicas necesarias, obtendremos 


Ay == (322 — 27 + 2):Ar-4(3x — 1). (Az) + (Az) 


El primer sumando del segundo miembro de la última igualdad expresa 
ovidentomento la parte lineal principal del incremento de la función. Por cou- 


siguiente, 
а dy = (34% — 2: + 2)-5л. 
Tomando т = 1 obtendremos la tabla siguiente: 


Esta tabla muestra claramente que la parte de la diferencial dy en el incre- 
mento Ay tiende al 100% cuando Ат — 0. 


$ 2. Relación entre la diferencial y la derivada 
de una función. Diferencial de una variable 
independiente 


TEOREMA 1. Si una función posee diferencial, esta función tiene 
también derivada. 

DEMOSTRACION Еїесиуашепіе, sea dada la función y = f (z) 
y sea 

dy = kâz 
la diferencial de esta función. Como se sabe, el incremento Ay de la 
función puede escribirse así 
Ay = kâz + «Ах, 
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donde а es un infin:tésimo cuando Ar —> 0. De aquí 42 =k +0 y, 
por consiguiente, 
lim 22 = k, 
ахо 87 
es decir, la dorivada y” existe у es igual а la magnitud de К. 

coroLanto La diferencial de una función es igual al producto de 
la derivada de esta función por el incremento de la variable inde- 
pendiente, es decir, 

dy = у Az. 4) 


ТЕОВЕМА 2 Si una función posee derivada, ella tiene también 
diferencial. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función у = / (2) tiene 
la derivada 


A . 
Ear 


De aquí 27. =y’ +a, donde а es un infinitésimo cuando Ar— 0 
y, por consiguiente, 
Ay=y'Ax+4a Az. (2) 


El primer sumando у А de la suma (2) es evidentemente la parte 
lineal principal del incremento Ду, о sea, es la diferencial de la 
función y. De este modo, la función posee la diferencial 

dy = у Ах. 
El teorema queda demostrado. 

OBSERVACIÓN Ahora está claro por qué una función de una varia- 
ble independiente que tiene una derivada se llama derivable o dife- 
renciable. 

Hasta ahora hemos utilizado el concepto de diferencial de una 
función. Introduzcamos el concepto de diferencial de la variable in- 
dependiente, 

DEFINICIÓN Se entiende por diferencial de la variable indepen- 
diente la diferencial de una función idéntica a la variable independiente, 
es decir, la diferencial de la función y = z. 

Puesto que 

у =1 para у= 2, 68) 


entonces, según la fórmula (1), tenemos 
dz = Ах, 


es decir, la diferencial de una variable independiente es igual al incre- 
mento de esta última. 
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Utilizando esta propiedad se puede escribir la fórmula (1) en la 
forma simétrica síguiente 

dy = уйг. (4) 


Así pues, la diferencial de una función es igual al producto de la deri- 
vada de esta función por la diferencial de la variable independiente. 


Dividiendo ambos miembros de la última fórmula por dz, obten- 
dremos 
dy 
Jr- 


En otras palabras: la derivada de una función es igual a la relación de 


la diferencial de esta función por la diferencial de la variable indepen- 
diente. 


Hasta el presente, la notación $% ha tenido un carácter simbó- 
lico; ahora podemos considerar esta expresión como una fracción 
ordinaria, donde dy es el numerador 
y dz ol denominador 


$ 3. Interpretación geométrica 
de la diferencial 


Aclaremos el significado geométri: 
de la diferencial. Examinemos la gı 
fica de una función y = f (z). 

Sean М(х,у) y M' (z+ Az, y + Ay) 
dos puntos de la curva dada (fig. 127). 
Trazamos por el punto M la tangente 
MT ala gráfica de la función (aquí T es 
el punto de intersección de la tangente 
con M'N || Oy) y examinamos ol triángulo AMTN de catetos MN = 
= Az y NT (MN 102, NT || Oy). Si igna con q el ángulo for- 
mado por la tangente MT y la Чедер positiva del eje Ox, tendremos 


NT = Ar tg q. 


Pero de la interpretación geométrica de la derivada resulta que 
tg «р = ]' (z) = у'. Por eso, 
NT = y' Az = dy. 

De este modo, tenemos el teorema siguiente: 

La diferencial de una función y = f (х) en punto z dado es igual al 
incremento de la ordenada de la tangentea la gráfica de la función 
en este punto, cuando el incremento de т es Аг. 

OBSERVACIÓN Señalemos que, en general, el incremento de la 
función Ду = NM” (fig. 127) no es igual a la diferencial dy = NT 
de esta función. En particular: 1) si la gráfica de la función presenta 


Fig. 427 


140102 
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su concavidad hacia arriba, entonces 
Ay > dy; 

2) si la gráfica de la función presenta su concavidad hacia abajo, 
Ay < dy. 


$ 4. Interpretación física de la diferencial 
Soa conocida la ley del movimiento de un punto M a lo largo del 
eje Ох: 
z=1(, 


donde т es la distancia entre el punto M y el origen O y t es el tiem- 
po. Se supone que el punto M se desplaza en un mismo sentido. Du- 
rante un intervalo de tiempo infinitamente pequeño dt el punto M 
ocupará la posición M’ después de recorrer un camino igual a 


Az = f (t + di) — f 0). 


Esto es el incremento verdadero del camino recorrido. 
Según la fórmula (4) del $ 3, la diferencial del camino dz es igual 


dz = зй. 


Pero z4, que representa la derivada de la distancia respecto al 
tiempo, es la velocidad de movimiento v en el instante de tiempo t; 


por eso 
de = v dt. 


De esto modo, la diferencial del camino es igual al incremento fic- 
ticio de éste, y que será obtenido si se supone que a partir del instante de 
tiempo dado el punto efectúa un movimiento uniforme conservando la 
velocidad adquirida. 

Por ejemplo, si el velocímetro de un automóvil indica 60 km/h, 
61 conductor que estima que en 1 minuto el recorrido del vehículo 
será igual a 1 kilómetro, en realidad no calcula el incremento del 
camino recorrido en 1 minuto (que puede ser no igual a 1 kilómetro 
a causa del movimiento no uniforme), sino que la diferencial del 
camino. 


a 


$ 5. Cálculo aproximado de incrementos pequeños 
de una función 


Si Az es pequeño en valor absoluto, el incremento de la función 
derivable f (2) 
Af @ = f (к + Aa) — f 0) 


difiere de su diferencial 
dj (2) = f' (2) Az 
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en una magnitud infinitamente pequeña respecto a Az. De aquí te- 
nemos la igualdad aproximada 

f+ Аз) — (0) =f (2) Az, 1] 
O sea, 

f(E + Ar) ~ f (2) +1 (2) Az. a) 


Estas igualdades son muy útiles para cálculos aproximados. Note- 
mos que la fórmula (1) es el término lineal de la fórmula de Taylor 
@ 6 del cap. XD. 


EJEMPLO 1. Hallar у 17,1. Considerando que en la fórmula (17) /(2)= 


a 1 ау 4 
=}. (к) = р, 5®=1!, Ar=0,4, tendi йе у 1404 
Var зра. = ndremos ў, Мни 


1404 уз. 
Mediante los tablas, hallamos } 1,1 


„922. 


Examinemos otro problema 
aproximados. 
prostema Рага una función dada 


у={() 


de importancia para los cálculos 


el error absoluto límite de su argumento z es igual a Aj, es decir, 
Ax |< Ay. 


¿Cuáles son los errores absoluto Ay y relativo б, límites de la 
función 


Según la fórmula (1) tenemos 
l Ay Гаи 1142 1; 
por consiguiente, cuando у + 0 se puede considerar 
d= 1и lâs (2) 


a Я 
8, =т= l ny) ТА, 


EJEMPLO 2 Un ángulo т = 60° está definido con una exactitud de hasta 1°. 
¿Cómo incidirá esto en el cálculo del seno de esto ángulo? 

Aquí Ax = arc 1° = д/180 æ 1/57. Por eso, el error para y = son z sogún 
la fórmula (2), donde y” = cos z, puede alcanzar un valor Ay = cos 60-02 г 


1 
~ тц ~ 0401. 
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$ 6. Equivalencia del ineremento y de la diferencial 
una función 


Introduzcamos el concepto de funciones infinitesimales equivalentes 
о asintóticamente iguales. 

DEFINICION. Dos funciones infinitesimales a = a (2) y В = В (0) 
se denominan equivalentes cuando z — a, st el límite de cociente es igual 
o la unidad, es decir, cuando 


4. 


Para designar la equivalencia do los infinitésimos æ y В se utili- 
za el símbolo de equivalencia ~ , es decir, se escribe a ~ В 
Рог o emplo, 
sena a 
cuando a — 0, porque 


Иш HBS = 1, 
aso 


a 


Romarquomos que si dos infinitésimos a y В son equivalentes, su 
diferencia es un infinitésimo de orden superior respecto а cada uno de 
ellos. 


Efectivamente, si + > 1, tenemos 


С Е E ИРЕ 
a 1 0, 

es decir, а — В es de un orden superior que В ($ 8 del cap. VII). 
Se puede desarrollar un razonamiento análogo para @. 

inversamente, sé la diferencia de dos infinitésimos а y B es otro 
infinitésimo de orden superior respecto a cada uno de ellos, los infinité- 
simos a y В son equivalentes. 

En efecto, suponiendo, por ejemplo, que 

a—B 


a 
ак жы 1>0 
obtenemos $ — 1 у, por consiguiente, a ~ В. 
En particular, quitando (o adicionando) de un infinitésimo otro infi- 
nitésimo de orden superior, obtenemos un infinitésimo equivalente al 


primero. 
Por ejemplo, cuando z— 0, tenemos 


(2 + 1000 22) ~ z. 


Señalemos una propiedad importante de los infinitésimos equi- 
valentes. 
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TEOREMA 1. Al calcular el límite de la razón de dos infinitésimos 
éstos se pueden reemplazar por infinitésimos equivalentes a ellos (sur 
poniendo que el límite de la razón, finito o infinito, existe). 

DEMOSTRACION Efectivamente, sean а (2) ~ œ (z) у В (2) ~ 
~ В, (z) cuando z—> a. Tenemos 


aw a) al бф) 
7 “абу REO О ` o 
Pasando al límite en la identidad (1) obtendremos 
22m 200. ны 20. im BUD _ 
o a Цор = 


=1- Ишт 20.4 lím 20 


ж-а В. (2) ж-а ME) 


EJEMPLO. Puesto que sen г ~ z cuando х — 0 ($ 11 del cap. VII), tenemos 


+5 2 2 
uep 


ткопЕмА 2 Un incremento infinitamente pequeño de una función 
es equivalente a la diferencial de esta función para todos los valores de 
la variable independiente en los cuales la derivada de la función es fi- 
nita y distinta de cero. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, si la función y = f (z) es deri- 
vable, aplicando la fórmula (2) del $ 2, obtendremos 


dy = dy + аАт, (2) 


donde a es un infinitósimo cuando Az>0. 
Puesto que según los datos del teorema cuando Az + 0 tenemos 
dy = у ба 0, entonces 


My a 


Por consiguiente, 


es decir, los infinitésimos Ay y dy son equivalentes cuando Az — 0. 
EJEMPLO. Sea dada la función f (z) = (1 + х)“. Tenemos 


Af (0) =$ (2) —1(0) = (1 +29 —1 
dj (0) = f (0) (œ — 0) = ал. 


Por eso 
(1 + х) — 1 ~ az cuando г — 0. 
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osenvación En general, si una función f (т) es derivable en el 
punto r = 0, entonces cuando г — 0 tenemos 


М @ = f (2) —1(0)f (0) =. (9) 
Ше la fórmula (3) en particular, cuando z— 0, obtenemos 
a) sen z~ t; 


b) а — 1 ~ z ln a (220); 
c) In (1 -+ a) ~ z- 


$ 7. Propiedades de la diferencial 


Examinemos ahora algunas propiedades de la diferencial, aná- 
logas a las de la derivada. 
En las enunciaciones que siguen supondremos sin especificar 


cada vez que todas las funciones examinadas tienen derivadas, es 
decir, son derivables. 


1. Diferencial de una constante. La diferencial de una constante 
es igual a cero. 


Considerando que en la fórmula (4) del § 2 y =c e y -=0, 
obtendremos 
de=0. 

IX. Diferencial de una suma. La diferencial de la suma algebraica 
de funciones derivables es igual a la suma algebraica de las diferencia- 
les de estas funciones. 

Efectivamente, si u, у w son funciones derivables de una varia- 
blo indopendiente л, tendremos, por ejemplo, 

и +0 ш) =u +» ш. 
Multiplicando los dos miembros por dr obtendremos 
(u +v —w) de = u'dz + v'dr — w'dz, 
Че donde, en virtud de la fórmula (4) del $ 2, deducimos 
4(и +v — ш) = du + de — dw. 


Ш. Si dos funciones derivables se diferencian en un sumando cons- 
tante, sus diferenciales son iguales. 

Tenemos 

d (+ с) = du + de. 

Considerando aquí с constante y, por consiguiente, de = 0, 

obtendremos 
d (u + с) = du. 
IV. Se puede sacar un factor constante del signo de diferencial. 
Efectivamente, si c es constante, 


(euy = си’. 
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Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por dz obten- 
dremos 
(сиу йз = с (u' da), 
o sea, 
d (cu) = edu. 


V. Diferencial de un producto. La diferencial del producto de dos 
factores es igual а la suma del producto del primer factor por la dife- 
rencial del segundo y del producto del segundo factor por la diferencial 
del primero. 

Efectivamente, зі ш у v son funciones derivables de z, tenemos 

(un) = uv + vu. 
Multiplicando los dos miembros por dz, obtendremos 
(uv) de == и (v'dz) +v (u'dx), 
о sea 
абш) = udv + vdu. 

VI. Diferencial de un cociente. La diferencial de una fracción (de 
un cociente) es también igual a una fracción cuyo numerador es el pro- 
ducto del denominador de la fracción por la diferencial del numerador 


menos el producto del numerador por la diferencial del denominador y 
cuyo denominador es el cuadrado del denominador de la fracción. 


Tenemos 
Gess 


Multiplicando los dos miembros por dz obtendremos 
( u i dz 90 da) u lv de) 


De aquí, 


и vdu: de 
an E 

ҮП. Diferencial de una función compuesta. La diferencial de una 
función compleja (función de funciones) es igual al producto de la deri- 
vada de esta función respecto al argumento intermedio por la diferencial 
de este argumento intermedio (las dos funciones son derivables). 

Sea y = f [q (2)). Supongamos que Ф (z) = u у, por consiguien- 
te, y = f (u). Si f (и) y q (2) son funciones derivables, entonces, 
según el teorema sobre la derivada de una función compuesta, se 
puede escribir 

Ya = йи; 
Al multiplicar los dos miembros de la igualdad por la diferencial 
de de la variable independiente z, obtendremos 


Ya de = yu (уйл). a) 
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Pero у; dr = dy y uzdr = du; por consiguiente, la igualdad (1) 
puede ser escrita así: 


du = yadu. a 


observación. Por su forma, la fórmula (2) coincide con la fór- 
mula (4) del $ 2, pero entre ellas hay una diferencia esencial: en la 
fórmula (4) т es una variable independiente y, por consiguiente, 
dz = Az, mientras que en la fórmula (2) u es función de la variable 
independiente x y por eso, en general, du Au. 

De la fórmula (2) se deduce el teorema siguiente. 

УШ. Independencia de la forma de la diferencial con respecto a 
la elección de la variable independiente. La diferencial de una fun- 
ción es igual al producto de la derivada de esta función por la diferen- 
cial del argumento, no importa si este argumento es una variable inde- 
pendiente o una función diferenciable de otra variable independiente. 

A partir do las fórmulas de derivadas ($ 12 del cap. X) obteno- 
mos la correspondiente tabla de diferenciales, donde ш es una fun- 
ción derivable arbitraria. 

Tabla de funciones diferenciales 

І. ди" = пи"! du. 


П. да" =а* пайи (a>0), de~e" du. 
ТИ. d (log, u) 02-0020, аҹ 1), dm, 
IV. d (sen и) = сози du. 

V. 4(сози) = — sen ийи. 


VI. d(tgu)= аа 


VII. d(ctgu)= 
ҮШ. d (arcsen u) = 


XII. àf (u) = 


" (u) du. 


$ 8. Diferenciales de orden superior 


Sea х una variable independiente e у = f (z) una función deri- 
vable. Según la fórmula (4) del $ 2 tenemos 


df (z) = Р (2) dz, (1) 
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de este modo, la diferencial de la función f (2) es función de dos ar- 
gumentos: х y dx. е 
En adelante supondremos que dz es la diferencial де la variable 
independiente z y tiene un valor arbitrario, pero fijo, independiente 
de z, y que es el mismo para todas las funciones examinadas, 
Si аг es fija, df (2) es una función de z proporcional a la derivada 
Y (2), con coeficiente de proporcionalidad igual a dz. Puede ocurrir 
ue esta función posea también una diferencial’); en este caso, esta 
Última se Паша diferencial segunda (o diferencial de segundo orden) 
de la función f (z), y la diferencial definida por la fórmula (1), Heva 
el nombre de diferencial de primer orden (o diferencial primera). 
DEriNIcION Llámaso diferencial segunda (o diferencial de segun» 
do orden) d? f (2) de una función f (2) a la diferencial de la diferencial 
primera de esta función, es decir 


Pf (z) = d idj (2). (2) 


De modo análogo, lMámaso diferencial tercera (о diferencial de 
tercer orden) & f (z) de una función f (z), a la diferencial de la di- 
ferencial segunda de esta función, es decir, 


Ф] (2) = 410% (®)]. 


Así se definen sucesivamente las diferenciales de órdenes superio- 
res. 

Deduzcamos ahora una fórmula para la diferencial segunda de una 
función f (z) de la variable independiente z, suponiendo que esta 
función es dos veces derivable, es decir, posee segunda derivada. 
Puesto que 


df (ш) = f' (2) dz, 
la fórmula (2) nos da 
dj (x) = d [f' (2 dz). 6) 
Si x es una variable independiente, entonces dz es igual a Az 
y no depende evidentemonte de z, es decir, dz desempeña respecto a 


la variable т el papel de una constante. Por eso, en la fórmula (3) 
se saca el factor dx del signo de diferenciación y se obtiene 


Фу (x) = dx-d If (0). 
Puesto que /' (x) es de nuevo una función de z, de la fórmula (1) 


so deduco 
dif (9) = If Гах = f” (а) de. 
De aquí se halla definitivamente 
Bj (z) =$" (а) dee, donde dz? = (dr). 14) 


1) Para esto es suliciente que oxista la derivada segunda f” (z). 
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De este modo obtenemos el teorema. 

La diferencial segunda de una función dada es igual al producto de 
la derivada segunda de esta función por el cuadrado de la diferencial de 
la variable independiente. 


Soñalemos que en el caso general la fórmula (4) no puedo sor aplicada si z 
po es una variable indepondiente, porque dz no puede considerarse aquí como un 
factor independiente de 


Si se toma f(z) = у, la fórmula (4) se puede escribir así: 
Фу =y'dx*; de donde tenemos 


e _ 2 
Y 
es decir, la derivada segunda de una función dada es igual a la relación 
entre la diferencial segunda de esta función y el cuadrado de la diferen- 
cial de la variable independiente. 
Si х es una variable independiente, entonces tenemos por analo- 
gía con la fórmula (4), 
Фу (а) = f” (2) d°, df (x) = ПУ (a) dat, 
ete. 
Introduciendo ahora en las fórmulas (4) y (5) 


Ja) жат. 
En este caso f' (x) = 1, f” (z) = 0, f” (2) = 


+ Por consiguiente, 


dz = 0, dr = 0, ... 


Obtenemos el teorema. 
Las diferenciales de orden superior de una variable independiente 
son iguales a cero. 


EJERCICIOS 


Hallar la diferencial dy de las funciones siguientes, si: 
z 


1. y=32%, 2. y=zsenz+cosz. 3. у= 


5. y=lnz. 6, y=z*, dondo ariii 

7. Soa y = 23 — 223 + 3z + 6. Hallar y comparar ôy y dy si: a) z = 1, 
âz = 1; b) z = 1, Ar = 0,1. 

8. La arista de un cubo 
de esto cubo, si su arista se aumenta en Ат = 0,1 m? 

Hallar las soluciones exacta y aproximada. 

9. Reomplazando ol incremento de una función por su diferencial se pide 
calcular aproximadamente; 

Г! Y 0,95; b) cos 60°20'; с) arctg 1,02. 

ado. ¿Cuál será el error límite absoluto de la función y = tg z, si z= 

== 60° + 4% 

11. Hallar dy y d? у, зіу = е7". 


Ta: 40И. 


10 m. ¿Cuál sorá el incremento del volumen 


Capítulo ХІІІ 


Integral indefinida 


$ 1. Función primitiva. Integral indefinida 


El problema fundamental del cálculo diferencial consiste en ha- 
Var la diferencial o la derivada de una función dada. El cálculo in- 
tegral resuelve el problema inverso: a partir de la diferencial dada y, 
por consiguiente, de la derivada de una función incógnita F (2) 
es necesario hallar esta función. En otras palabras, teniendo la ex- 
presión 


dF (2) ~ f (2) de (0 


о, respectivamente, 
p ар 
F мз = 22-10, 


donde f (2) es una función conocida, hace falta hallar Ja función 
F (2). Supondremos, para simplificar, que la igualdad (1) se cumple 
sobre wn cierto intervalo finito o infinito. 

La función buscada F (т) se Пата en este caso función primiti- 
va de la función f (х). Do este modo, podemos dar la siguiente de- 
finición de la función primiti 

DUPINICIÓN. Llámase función primitiva de una función dada 
f (0) en un intervalo dado, a una función F (ш) cuya derivada es igual 
a j (2) o cuya diferencial es igual a f (ж) dz en el intervalo considerado. 

Por ejemplo, una de las funciones primitivas paca la función 
Заз será 2%, porque (3° — 3z?. La función primitiva no es única, 
puesto que (2° + 1) (05 — 5) = 3x?, etc., por eso las fun- 
ciones 23 +4, 2% etc., son también primitivas de la función 
За. Por consiguiente, la función dada tiene un conjunto infinito 
de funciones primitivas. 

En nuestro ejemplo, cada dos primitivas se diferencian entre sí 
n cierto sumando constante. Mostremos que esto tendrá lugar 
también en el caso general. 

Teorema. Dos primitivas distintas de una misma función definida 
en un cierto intervalo, se diferencian entre sí en este intervalo en un 
sumando constante. 

Demostracion Efectivamente sea / (z) una función definida sobre 
un intervalo (a, ЬУ, y sean F, (2) y Fa (т) sus primitivas, es decir, 


Е; () =й y Ё, (0) =). 
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De aquí, 
Fi (0) = F; (2). 


Pero, si dos funciones poseen derivadas idénticas, ellas se dife- 
rencian entre sí en un sumando constante ($ 1 del сар. ХІ, el coro- 
lario 2 del teorema sobre el incre- 
mento finito de una función). Por 
consiguiente, 


F, (а) — Е, (2) = С, 


donde C es una magnitud cons- 
tante, lo que debíamos demostrar, 
Interpretación geométrica. Si 


УЕ) ө Y=F,(0) 


son primitivas de una misma 
función f (2), Јаз tangentes a sus 
Fig. 128 gráficas en puntos de abscisa 
común х son paralelas; tg a == 
=F; (a) = Е; (=) = f (а) (fig. 128). En tal caso, la distancia entre 
estas curvas tomada a lo largo del eje Oy, permanece constante; 
Р, (х) — Р, (а) = С, 
es decir, estas curvas son, en cierto sentido, «paralelas». 

COROLARIO. Agregando a cualquier primitiva Р (x) para la función 
dada f (x), definidaen un intervalo (a, b), todas las constantes posi- 
bles С, obtendremos todas las primitivas para la función f (2). 

Efectivamente, por una parte, si / (2) es una primitiva de la 
función f (z), es decir, si Ё' (2) = / (2), entonces la función 
F (2) + C, donde С es una constante arbitraria, debido a que la de- 
rivada de wna constante es nula, ella es también primitiva de la 
función f (2), porque 


IF (1) + СҮ = Е (2) + C' = f (2). 


Por otra parte, acabamos de demostrar que toda primitiva de la 
función f (z) puede ser obtenida agregando a F (т) un sumando cons- 
tante elegido С. 

Por consiguiente, la fórmula 

F @ +С, 0) 
donde — оо < С < + оо, у F (z) es una primitiva cualquiera de 
la función f (2) que agota todo el conjunto de las primitivas de la 
función 16: 

En adelante supondremos, si no acordamos lo contrario, que la 
función considerada f (z) está definida y es continua sobre un inter- 
valo acotado o infinito (a, b). 


Az) 
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Introduzcamos ahora una noción fundamental del cálculo inte- 
gral, la de integral indefinida. 

DEFINICION Llámase integral indefinida de la función j (2) o de 
la expresión diferencial j (x) dz, y se connota con el simbolo 


Y а, 
la expresión general de todas las primitivas de la función continua f (2). 


En este caso, la función f (х) se denomina función subintegral 
y la expresión f (z) dx se Пата 


expresión subintegral. El „ 
Recordando la definición de la 4 
función primitiva se puede decir А 


que la integral indefinida | да) de f 
representa sobre un intervalo 2 
dado una función de forma general G 
cuya diferencial es igual a la 

expresión subintegral / (т) de y, por 

consiguiente, una función cuya 

derivada respecto a la variable г 7 

es igual a la función subintegral 

J (2) en todos los puntos del inter- Fig. 129 
valo examinado. 

Sea F (z) una primitiva perfectamente determinada de una fun- 
ción f (2). Como hemos visto, cualquier otra primitiva de esta fun- 
ción es de la forma F (ж) + С, donde С es una constante. De acuer- 
do con la definición de integral indefinida, se puede escribir 


Ñ) dz = F (a) +C, B 


donde F” (2) = f (z) y la constante С puede tomar cualquier valor y, 
por eso, se llama constante arbitraria. 

EJEMPLO. Сото homos visto, una de las primitivas de la [unción 32° es la 
función z". Por eso 


( загас. 


Una integral indefinida geométricamente 
у= Е +С 


represonta una familia de curvas «paralelas» (fig. 129). 

De la definición de integral indefinida se deduce que si tonemos 
una ecuación diferencial (es decir, una ecuación que contione dife- 
renciales) (más detalladamente véase el cap. XIX) de tipo 


dy = f(x) dz, 
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donde la función f (2) es continua sobre un intervalo (a, b), la solu- 
ción general de esta ecuación para а < х < b es dada por la fórmula 


y = бш. 


$ 2. Propiedades principales de la integral indefinida 


A partir de la fórmula (3) del párrafo precedente, deduzcamos las 
propiedades principales de la integral indefinida. 

Т. La diferencial de una integral indefinida es igual a la expresión 
subintegral y la derivada de una integral indefinida es igual a la fun- 
ción subintegral. 

Esta propiedad se deduce inmediatamente de la definición de la 
integral indefinida. 

De este modo, tenemos 


d f 102) dz =} (2) de (1) 


[102] л) 


11. La integral indefinida de la diferencial de una función conti- 
nua derivable es igual a esta función, con precisión de hasta un suman- 
do constante. 

Efectivamente, sea 


f da= | g (2) dz, 


donde q” (2) es una función continua, La función y (т) es evidente- 
mente una primitiva de la función q” (2). Por eso tenemos 


f ар) = Ф(@+С 0) 


onsenvación En las fórmulas (1) y (2) los signos d у { que si- 


guen uno tras otro en cualquier orden, se neutralizan (si no se tiene 
en cuenta el sumando constante). En este sentido, la diferenciación 
y la integración son operaciones matemáticas contrarias. 

111. Se puede sacar un factor constante no nulo del signo de la 
integral indefinida, es decir, si la constante A 5 0, 


f Af(z)dr=A f ша. (3) 


Efectivamente, sea F (z) una primitiva de f (z). En virtud de la 
fórmula (3) del $ 1 tenemos 


A | F(a) dz = AIF ()+C1=AF()+C4 (6) 
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donde C, = АС; С у C, son constantes arbitrarias para А + 0. 
Pero AF (z) es una primitiva de la función Af (z) porque 


LAF (2) = AF' (2) = Af (т). 
Por eso, de la fórmula (4) se obtiene la fórmula requerida (4 


OBSERVACION. Para A=0 la fórmula (3) no es válida, puesto оа primor 
miembro es uns constante arbitraria y su segundo miembro es idénticamente 
igual a cero. 


IV. La integral indefinida de una suma algebraica de un número 
finito de funciones continuas, es igual a la suma algebraica de integra- 
les indefinidas de estas funciones, es decir, si, por ejemplo, las fun- 
ciones f (х), g (z) y h (х) son continuas sobre un intervalo (а, b), 
entonces 


[оона аас | f(0)d24+$ e(2)d2— | во) ас (у 


рага z € (a, b). 
Efectivamente, sean F (z), G (z) y H (z) las primitivas respecti- 
ygs de las funciones Y (z), g (2) y ha), es decir, Р (=) = f (2). 
G' (z) = g (z), H' (т) =h (2) para z € (a, b). En virtud de la fór- 
mula (3) del $ 1 tenemos 


лоас ео ас | h(a) dz =F Са 

+16 (2) + 611—180) +C1=1P (2) +6 (0) а), (6) 
donde C,, Cy, Сз son constantes arbitrarias y C = С, + С, — Сз 
es, evidentemente, una constante arbitraria. Pero la función F (х) + 


+6 (ж) — H (z) es una primitiva de la función / (z) + g (2) — 
—h (2) porque 


[F (2) + G (z) — H (0) = F' (2) + G' (2) — Н (2) = 
= f (2) + g (2) —h (z). 
Por consiguiente, 


ORLO —h (12) dz = F (2) + G (z)—H (а) +С. (7) 
De las fórmulas (6) y (7) se deduce la igualdad (5). 


$ 3. Tabla de las integrales indefinidas más simples 


Aprovechando el hecho de que la integración es una operación 
inversa de la diferenciación, no es difícil obtener una tabla de las 
integrales más simples. Para eso partiremos de la fórmula (3) del 
$ 1, la cual parafraseamos ahora del modo siguiente: si 


dF (2) =f (2) de, 
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entonces 
f f (2) dx= F (2) +C. 


Tratando las fórmulas de diferenciación dadas, obtenemos 
=i 


Г. Como а (E 2" dz, entonces {= а" de 27 +C 
(т 5—1). 
п.” 40812) =, Ы {2-а 
(рага 2 << 0 y para 
220). 
uL ” d(ej=e dz, el И ейге БС. 
1 ” ах „Ж 
Iv. a (E) = а ја = +0 
(a>0, а 1). 
v. "  d(senz)=coszdz, Ы | cosz dz = sen +C. 
vI. ” d(—cosa)=senxdz, " | senzdr= 
= —cos1 +C. 
ҮП." дава) = a y *% $ ийбе 
УШ. " d(—ctgz)= -5 -e TE. | == —otga+C. 


IX. Como d (aresen л) = 


de ‚э 

7 + | entonces $ т” 
3 _ _ d = arcsen 2-С = 
(—arccos 2) = qien = —arccos 2 + Cy. 

Š dr ” d: аа. 
х. а (атеш а) =- дг, | Jaa 
dé =arctgr+C= 

4(—агсс Es + = —arcolgr-+ Cy. 


Para hacer la tabla más completa agregamos dos fórmulas más, 
cuya validez puede ser verificada por la diferenciación: 


=31m ң|+с. 


de 


хп. = —=1п рау] С. donde la constante 
а 
a0 (véase el $ 7). 
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Puesto quo (véase el § 9 del cap. X) d (ch z) = sh z dz y d (sh з) = ch z de, 
ез. 


tenemos otras dos fórmulas úti 
xu. { shzdr=ehz+C. ху. f ааа. 
Las integrales que contiene esta tabla las llamaremos tabuladas 
y es preciso recordarlas bien. 


EJEMPLO 1. [еа +0. 


EJEMPLO 2. { 2dr +0. 


$ 4. Independencia del tipo de una integral indefinida, 
respecto a la elección del argumento 


En la tabla de integrales principales (tabuladas) se supuso que 
х ез una variable independiente. Sin embargo, esta tabla conserva 
completamente su valor, si se entiende por z toda función conti- 
nuamente diferenciable de una variable independiente. 

En efecto, sean: z, una variable independiente; f (z), una fun- 
ción continua en un intervalo dado, y F (z), su primitiva, es decir, 
F' (x) = f (2). Tenemos 


{л (2) de = F (2) + C. a) 
Supongamos ahora que 
u = $ (2), 


donde е (z) es una función continuamente diferenciable 1) y exami- 
nemos la integral 


{лаа f 1 (u)u de. (2) 
En tal caso, la función compuesta 
F (u) = Е (p (2) (3) 
es primitiva de la función subintegral de la integral (2). Efectivamen- 


te, en virtud de la independencia de la diferencial primera respecto 
a la elección de la variable independiente, obtenemos 


dF (и) = F' (и) du = f (и) du (4) 
y, por consiguiente, 
Fu A — (шуш. 


2) Es decir, se supone que la derivada q” (=) es continua. 
15-0102 
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Por eso 
1ш) йш= Ё(и)+С, 6) 
donde F’ (u) =f (ш). 

De este modo, de la validez de la fórmula (1) se deduce la validez 
de la fórmula (5); en este caso la última fórmula se obtiene a partir 
de la precedente por una sustitución formal de z por и. Partiendo 
de esta propiedad, obtenemos la tabla generalizada de las integrales 
más simples 

f urdu К +С (те—1), | © =—1а]ш]+ЕС, ete., 
donde u es una función cualquiera continuamente derivable de una 
variable independiente. Esta tabla es el resultado de la inversión de 
las fórmulas generalizadas de diferenciación ($ 7 del cap. XII). 

Eligiendo de diferentes modos la función и, se puede alargar con- 
sidorablemente la tabla de las integrales más simples. 


EJEMPLO. Do la fórmula 4 se deduce que 
$ zd= 5 +с. @) 

Reemplazando aquí ғ por sen z зе obtieno 

| зеп з (өөп з) = 2002 С, es decir ІЕЕ зеле с, 


Luego sustituyendo en la fórmula (б), por ejemplo, la función In z en lugar 
de z, tenemos 
а= 


{ ln xd (la 2) Ez 


+с o A 
eto. ` 

Aquí se hace más comprensible la importancia de saber reducir 
la expresión diferencial dada / (z) dz a la forma de 

Í (2) dz = g (и) du, 

ftor u es una función de х y g es una función más fácil de integrar 
que у. 
Señalemos una serie de transformaciones de la diferencial, que 
serán útiles más adelante: 

1) dz = d (x + b), donde b es una constante; 


2) de = Żd (az), donde la constante a 9 0; 
3) dz = Żd (az +b) (a #0); 


4) z dz =4 027) 
5) sen zdz = —d (cos 2); 
6) cos z dz = d (sen 2). 
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En general 
Y (2) dz = de (2). 
Utilizando estas transformaciones de diferenciales calculemos algunas in- 
tegrales indefinidas. 
EA 


1а 122-5146 (а = 0). 


з 
1 2 3 
/ УШЫ» $ (2—2) d(2—2) TA 
2 


EJEMPLO З a 
1) sen бе бе 1. { sen Sz d (52)= вс. 
EJEMPLO 4 


zdr _ 1 q д(а+41) 
| Afrar | “рг erne 


EJEMPLO 5. 
snr dcosz 
{ ПРГ" | св n | сова | +C. 
EJEMPLO 6. 


EJEMPLO 7. 


=F азе L40=—orcsen 1740, donde |z| >t. 


EJEMPLO 9 


(atara E an O. 
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$ 5. Noción sobre los métodos principales de integración 


Para calcular una integral dada se debe, si es posible, reducirla 
por un procedimiento u otro a una integral tabulada, para hallar así 
el resultado buscado. En nuestro curso estudiaremos solamente los 
procedimientos de integración que se utilizan más frecuentemente y 
mostraremos su aplicación mediante ejemplos simples. 

Los procedimientos de integración más importantes son: 1) in- 
tegración por descomposición; 2) integración por sustitución; 3) inte- 
gración por partes. 

1. Integración por descomposición. Sca f (2) = fı (2) + f: (2) 
en este caso, en virtud de la propiedad ТУ del $ 2 tenemos 


[лаа леа | j (adz. 
Si es posible, los sumandos f, (х) y /» (=) se eligen de tal modo que 
sus integrales se calculen directamente. 
EJEMPLO 1. 
$ a Иа { (1-2 +) а= { a= f 2 Vžaz+ { sd 


en 21 


++ 


=| dr—2 | зла | arms 23 
z 
+=- Vitit с. 


OBSERVACION. No esnecesario poner después de cada sumando una constante 
arbitraria porque su suma es también una constante arbitraria que escribimos al 


final, 
EJEMPLO 2 
169804075 95 
f БЕ =f (20-042 ) dem 
= { 244—6 f 2—8 f d+ È -sj na 
—8r+91n |x| E teei an ваа 11 ++ +. 
EJEMPLO 3 


| шпа { lá) а =f + 


EJEMPLO 4. f sen? zdz. 


f dz=tgz—2+C. 


Puesto que sent z=-y (1 cos 22), ontonces 


{ юз ш=- | @—оз2уа q | dG $ cos 2rd (22)= 
4 
7 


1 
—L son 2. 
son 214C. 
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EJEMPLO 5. È sen zcos3z de, 
Puesto que sen соз 32 = 5. (sen ёк —sen 23), tenemos 
$ sen z cos 3z dz =+ Í (sen 4z — sen 22) ас f sen 4z d (42) — 
р | en 2ra (2)= —-1- cos 4 + cos 200. 


2. Integración por sustitución (método de introducción de una 
nueva variable). 

Sean: ў (z), una función continua sobre un intervalo (а, b); 
y æ = q (t) una función continuamente derivable sobre un interva- 
lo (бү P), además la función q aplica el intervalo (а, В) en el inter- 
valo (a, b). 

Debido a que la integral indefinida es independiente de la elec- 
ción del argumento ($ 4) y teniendo en cuenta que dz = q” (t) de, 
obtenemos la fórmula de cambio de variable en una integral indefinida 


$ асе | 10m O at. a 


La integral del segundo miembro de la igualdad (1) puede ser más 
simple que la del primer miembro de esta igualdad, o incluso perte- 
necer a las tabuladas. 

Examinemos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 6. { 2VI=3 dz. 


Para eliminar la raíz, hacemos 7—5 = £. De aquí, z = 2 + 5 y, por 
dz 2t de. 


consiguier 
ЫЛ 


|| зза { еа { (204-100) dt=2 y ш-н $ Pda 


о la sustitución, so obtiene, sucesivamente, 


а з 
росе (ене — +0, 


EJEMPLO т | уа dr (а > 0). 


Aquí es cómodo aplicar una sustitución trigonométrica т = а зер t, de 
donde dz = a соз tdt. Por consiguiente, 


rama Va 


A ааш 


2 ў сов 20) a { ar { cad en, 


Volviendo a la variable z, tendremos 


z 
у t=arcsen >, 
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Luego, 


зеп 2t=2 sen t cos 1-= 2 зепі Y I= sen? 


ЧЕ a 
0 А 


Por eso obtendremos definitivamente 


į vaza a arc 4 ARO. e) 


A veces es útil aplicar la fórmula (1) escribiéndola de derecha a 
izquierda: 


Viene (а) de= | flg сае (а). (у 


{лесе (а) ас лда, 
donde 
t=091(2). 


En la práctica es deseable no introducir una nueva variable /, 
limitándose a aplicar la fórmula (1). Los ejemplos más simples de 
este tipo han sido examinados en el $ 4. Aquí examinaremos algu- 
nos ejemplos más. 


элт: 
взкмуто в. | УЗБОШ ш 


Tomando t=14+ctgz, dim -in tendremos 


y 
$ ACI (1 +etg 2024 (1-с 2) 


senta 


опас enyen аена, 


тшм э. $ (metri) Ж. 


Puesto que Lama, tenemos 


$ (+715 ==( lnzd(In2)+ $ alaa int ln 11а а|+6. 


EJEMPLO 10. 
1 — 
2 |а 


(vénso la fórmula XI del $ 3). 


3. Integración por partes. Sean и у v dos funciones de z continua- 
mente derivables, De acuerdo con la fórmula de la diferencial de un 
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producto (la V del § 7 del cap. XII) tenemos 
d (uv) = u dv + v du; 
de donde 
u dv = d (ww) — v du. 


Integrando obtendremos 
f udo= f 4шу— f vdu, 
o definitivamente 
ў udv=w— (оа. (6) 
Esto es la fórmula de integración por partes. 
La fórmula deducida muestra que la integral { и dv se reduce a 


la integral Í vdu que puede resultar más simple que la integral 


inicíal o incluso pertenecer a las tabuladas. 
Examinemos algunos ejemplos. 


км 11. {агаа 


Haciendo aquí u=lnx y dv=dz, obtendremos батаа E y væ 


Por consiguiente, en virtud de la fórmula (4), tendremos 


(лаагаа | z —а—:+с. 


BIRMPLO 12. È zoos zdz. 


Tomando u=z y dv=coszdz, tenemos du=dz y v= \ РТИ A 
Aplicando la fórmula de integración por partes (4), obtendremos 
{ zcoszdz=zsenz— | senzdr=zsen z- cos С. 
En ln práctica se puede aprender a emplear 1а fórmula (4) sin escribir 
aparte Јаз expresiones para las funciones u y v. 
EJEMPLO 43, 


ў arotgz dz ТЕЕ 


= [e+ artez | 0 daretgz |= 


а К А 
Es E arctg ғ = feo E = 51е — + ыб: 
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$ 6. Integración de fracciones racionales 
соп denominadores de segundo grado 


Se trata de calcular las integrales de tipo 
Plz) 
Var a) 


donde Р (2) es un polinomio entero y a, b, с son constantes, а 5 0. 
Al dividir el numerador P (х) por el denominador az? + bz +- c 
obtenemos un polinomio 0 (2) como cociente y un binomio lineal 
mz 4- п como resto (porque el grado del resto es inferior al grado del 
divisor), de donde 


P (х) _ Mn 
A ре- 


La integral del polinomio Q (т) se calcula inmediatamente; por eso 
mostraremos cómo se calculan las integrales de tipo 
mija 


App 


Deduzcamos primeramente dos integrales fundamentales. 


(2) 


Laa ir (0), 
z 
es decir, 
de 1 z 
} ата =шчошт+с (20). (2) 

п. (р (9980). 
Tenemos 

3 1 


EN Te a 


25-1) we 
ар | з )= *[ ts 


Elric dle e] 


та 
5 


та 


E 


Je 
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Entonces (comparar con el $ 3 del cap. ХІ), 
dí 
ad 
Los resultados (2) y a se deben guardar en la memoria. Agregamos 
a las integrales Í y IÍ la integral 


sds i (23 а?) _ 1 
ш. чка = | А-аа С. 


зга | |с (ао). в) 


EJEMPLO 1. 
{ dar 1 ( 4(« УЗ) ә 
II YA VA 
z ER 
Pa gor YE e= h arete (+ VE) +с. 
esemeLo a. 0 A e. 


El procedimiento principal para calcular la integral (1) es el 
siguiente: el trinomio de segundo grado az? -+ bx + с se completa 
hasta que haya un cuadrado perfecto’). Luego, si el coeficiente 
m = 0, la integral (1) se reduce a la integral I ó а la integral II. 
Si m 92 0, la integral (1) se reduce a las integrales J y III б a las 


integrales II y 111. Con unos ejemplos mostraremos de qué modo hay 
que hacerlo. 


EJEMPLO 3. 
de 5 { de 
$ Ac oT) "(И—154-+1Ж+-(6— = 


ti НН ек» 
EJEMPLO 4. 
dz а 
паа 
а) + 


к. 24310 
UTA AA Сту УМ" 
(в) T ES 


rl q 


-i 


2 dz 


"(++ ) +i 


esparto э. г | а + Hacemos +=, 
de donde 1h ydr=dt, 


1) Suponemos que el trinomio de segundo grado no es un cuadrado perfecto. 
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Por consiguiente, 


= (=y) а {эе 4 { 2% 1 pel. 


Гия ez +5 2 
бре е 
Fr) 
EJEMPLO 6. =%. 
AL dividir x por 28464, Ул 


=н а= { (2-1) а= 
=| А3! ите накш + С. 


OBSERVACION. Si el trinomio de segundo grado az? + bz + c 
posee raíces reales y diferentes z, y т, entonces, como se demuestra 
en los cursos de análisis más detallados, para calcular Ja integral (1) 
se puedo descomponer la función subintegral en fracciones simples: 


min A B 
арача Неа" Ф 


donde A у B son соеп i 
calculan mediante una reducción de la identidad (4) a un tipo entero 
e igualando los coeficientes de mismas potencias de т еп la igualdad 
obtenida. 


км т. Hallar 1= È 


Igualando el denominador cero, obtenemos la ecuación z*-} 5x-—0=0; 
hallamos sus raíces: z, = 1 y т = —6. De acuerdo con la fórmula (4) tenemos 


«+2 А 
+56 = 


B 
тте. ө 
De aquí, al liborarse del denominador y teniendo en cuenta que 

2452 —6=(2—1)(2—6) 


obtendremos z + 2 =A(z+6) + B(z —1), о 
2422 (4 + В) 2 + (64 — В). (6) 
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Igualando entre sí los coef 


entes de iguales potencias do кеп el primero y el 
ге 


segundo miembros de la última igualdad tendremos 
A+B=1, 
ateaz } 

Por consiguiente, A=, BH, 


Notemos que los cocficientes A y B pueden determinarse de modo muy 
simple a partir de la identidad (6), considerando primeramente que г== і 


de donde 3=4:7 y a+. y luego, considerando que т = — 6, esto nos da 


а 
MD) уве. 


Por medio del desarrollo (5) obtenemos 
ревно 
7 216 ~ 


апаа hn ов с nl ВЕС. 


$ 7. Integración de irracionalidades simples 


1. Si la exprosión subintegral contiene solamente una irracio- 
nalidad lineal Бату (a0), es útil efectuar la sustitución 


t=yar+o. 


EJEMPLO t. Hallar tef 


Consideramos que 1-= $ 21, de donde х= 3—1 y йг= 30 dt. 


Tenemos 


1-{ [espias СЕТЕ з pa з афс= 


= poi (аА РС. 
2. La integral de una irracionalidad cuadrática simplo 


уат 


con ayuda del complemento del trinomio del segundo grado оз? + 
+ bx + с hasta un cuadrado perfecto, se reduce a una de las dos 


integrales 


[ys 


cuyos cálculos se dan más abajo. 
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dz 
L |- 0). 
iz 0+0 
Aplicamos aquí la sustitución de Euler 
Véa =tz, 


donde z es una nueva variable. Elevando al cuadrado los dos miem- 
bros de esta igualdad tendremos 2° + а = {? — 2tz +22, о sea, 


a = @— 215. 


Diferenciando los dos miembros de la última igualdad obtendre- 
mos 0 = 2t dt — 2z dt — 2t dz, о sea, 


tdz=(t—z)dt. 
De aquí 
ч dr dt 
es dein = 9. 


De este modo, tenemos 


Tena ido 


Por último expresando t en función de z, hallamos definiti- 
vamente la integral tabulada XII (§ 3) 


k Мен 
yn VAFA] (a40). a) 
Hace falta guardar en Ja memoria esta fórmula. 
de 
EJEMPLO 2, È „= 
і VII * 
Aplicando la fórmula (1) tenemos 
N dz Т; de 
y 21—62 P1. =} VE=3+4 ' 


Considerando aquí z—3= t, obtendremos sucesivamente 


AAA yeee оно, 


Puesto que t=z—3, tendremos definitivamente 


ртт ш A FO = 
In (2—34 УЕ) +С. 


=aresen +С (а>0). 
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EJEMPLO 3. 
EN 
2 
=+0= 
f Г егт] T 
er; т 


amen 22 + с. 


$ 8. Integración de funciones trigonométricas 
Para las aplicaciones es importante saber calcular las integrales 


1 = {зет cos” z de, 


doude m y n son números enteros no negativos. 
Aquí hay dos casos: 
4) por lo menos uno de exponentes m o n es un número impar; 
3 los dos exponentes m y n son números pares. 
En el primer caso la integral / se calcula inmediatamente. 
EJEMPLO 1. Hallar 7= | sen z cost zdz. 


Consideramos sucesivamente 


1= { sent mcos z (son ғаз) = — { а —cost x) cos? zd (cos 2)= 


=-{ cos? zd (cos 2)+ ў cost za (оов) = — 1 costz + оон +С. 


En el ndo caso, para calcular la integral 7 se utilizan las fórmulas 
del argumento боо, Pe со PA 


з (1—cos 2), созї к= -у- соз 20), sen zos z 


EJEMPLO 2. Hallar [= { son? r cost zdz. 
Tonemos 


1-{ (sen xcosajtcostz dz= | (252)* пон. 


=-р} sont 2e (1-+cos 2s) dr | юз ш+-р È sen? 2s cos 2z de= 


=p |E de tig | cent 2ed (enza) = 


1 є 1 a 
ааа онеш 
1 4 


1 
=i rr жп ger 
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En la teoría de series de Fourier (el $ 17 del cap. XXI) tienen 
mucha importancia las integrales 


| sonmzsennzdz, | cosmacosnzdz, | senmacosnz dz. 
Ellas se calculan a partir de las fórmulas trigonométricas: 


son а зеп В =- [cos (a — В) — соз (a + ру], 
cosacos p = {р [соз (a —р) + cos (a+ 0), 


sen a cosp =$ [sen (a — В) + еп (® 4-8). 
EJEMPLO, 


$ son zsen 5 а | (cos4z—cos бо) 4: ==-р sen 4z — 3 sen br 40, 


$ 9. Integración de algunas funciones trascendentes 
La integral 
$ P (2) dz, 
donde P (z) es un polinomio, se calcula por el método de integración 
por partes que se aplica el número de veces necesario. 


EJEMPLO. 
[ars arm 5 { заа (ез) ер { аката е $ 20m 
e { ена O 


z 


Es 
Por un procedimiento análogo se calculan las integrales de tipo 
[ P@sonazdz y | (P (2) cos az dz, 
donde P (z) es un polinomio. 
$ 10. Teorema de Cauchy. 
Noción sobre las integrales “incalculables” 


Hasta aquí hemos sabido hallar para ciertas funciones continuas 
1 (æ) sus integrales indefinidas 


[Ut az. 
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Se puede preguntar, si es siempre así, es decir, 1) si toda función 
contínua f (z) posee una integra! indefinida y 2) si esa integral existe, 
mediante qué procedimiento se puede hallarla. 

De respuesta a la primera parte de esta pregunta sirve el teorema 
de Cauchy que es el teorema fundamental del cálculo integral. 

TEOREMA DE CAUCHY. Toda función continua tiene su primitiva. 

En otras palabras, para cada función } (х) continua en un inter- 
valo (a, b), existe una función F (z) cuya derivada en el intervalo 
(a, b) es ezactamente igual a la función dada f (z), es decir, 


F' (z) = } (2). 
Por eso existe una integral indefinida 


ағас, 


donde С ез una constante arbitraria. 

La demostración de este teorema, debido a su complejidad, no se 
incluye en esta obra. 

Con esto el teorema no responde a la segunda parte de nuestra 
pregunta: si se da una función continua f (z), de qué modo se puede 
hallar su integral indefinida. El teorema de Gauchy no afirma que 
la primitiva de una función dada puede ser realmente hallada con 
ayuda do un número finito de operaciones conocidas y que la respues- 
ta puede ser expresada por funciones elementales (algebraicas, 
exponenciales, trigonométricas, etc.). Además existen funciones 
elementales continuas cuyas integrales no son funciones elementales. 
Tales integrales se llaman frecuentemente «incalculables», entendien- 
do por esto que ellas no pueden ser expresadas con ayuda de un 
número finito de funciones elementales. 

Por ejemplo, se puede demostrar que las integrales 


ferraz, E dz, La, jE 


т 


y muchas otras по se reducen a una combinación finita de funciones 
elementales y, por consiguiente, son «incalculables» en nuestra 
acepción de la palabra 


EJERCICIOS 


Consultando la tabla de integrales simplos se pide hallar las integrales 
indefinidas siguientes: 


1 (aatan 2. (E) a 


Ú 1; $ (a% +03) ат. 


À dr 
(æn 3r+cosSz)dz. 6. \ ат тт: 
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INDICACIÓN. Aplicar la identidad: 1= sen? z-+ cos? т. 


ЕИ аз» E 
+? \2=37 луз 
o AZ a 


МГ; == Жаш 


п. фла. 


zdr àr 
Lua: * ут 


Aplicando el procedimiento de descomposición se pide hallar las integra- 
les: 


м. $ 
п.) 
э. faci % {ооба 


a. $ sen z cos 7z az, 22. | cos3z cos 5z dz. 


Aplicando las sustituciones indicadas se pide hallar las integrales siguien- 
з. {ўеш (їз). ®. чүт (Vi=0). 


4; 

2, 5 (== еп 0). 
de 

ж. e eo. 


Aplicando el procedimiento de integración por partes se pide calcular las 
integrales: 


27. È arctigzaz. 28. È зааг. 29. | xsenzdz, 
30. f ezaz, з. ў. 32. $ ae йт. 


Hallar los integrales de las fracelones racionales siguientes: 


Ыз a " { =. 35: Lar 


e q э a 


de 3745 
e laa e [tos 
23 
40: { =з“ 
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Hallar las integrales de las fuuciones irracionales 


м. | шш. a2. | Ñ а. 0 У. 


Vi+t 
ах 
“ фут * is 
47. | 
V zip ar43 


Hallar las integrales de funciones trigonométricas: 


48. f senzcostzdz. 49. È sen? zoos? zdz. 


50. | sent zaz. ы. $ cost zdz. 


52. ii зеп zsen(z+a)dz. 53. ==. 
de 
INDICACIÓN. Aplicar la fórmula GG=0 (tg 2). 


Hallar las integrales de funciones transcendentes: 
54. J mesas. 55. ЕЕЕ 


56. $ 619 sen 2z dz. 57. | ex cos3zdz. 


зв. | xarcoigado. 59. ў зата. 60. $ aroson zdz. 


160102 


Capítulo XIV 
Integral definida 


$ 4. Noción sobre integral definida 


Sean / (д) una función continua en un segmento dado (a, b), 
donde a < b o a > Б y F (z) una función primitiva de f (т) (véase 
el $ 1 del cap. Х1П), es decir, Р' (x) = f (2) рага 2 € la, bl. 

DEFINICION. Por integral definida 


» 
74 


de una función dada f (x) continua en un segmento dado la, b} se entiende 
el incremento correspondiente de la primitiva de esta función, es decir 
è 
$ FE) dz =F 0)—F (a) e) 
(fórmula de Newton — Leibniz). 
Además, se considera que 


јл dz=0 


para toda función f (z) definida en el punto a (a es arbitrario). De esto 
modo, la fórmula (2) es también justa para a = b. 

En la expresión (1) los números a y b se denominan límites de 
integración, inferior y superior, respectivamente; la, b) se llama 
intervalo de integración, y } (z), función subintegral. La fórmula (2) 
puede ser expresada en forma de una regla: la integral definida es 
igual a la diferencia de los valores que toma la primitiva de la función 
subintegral en los límites de integración superior e inferior. Al introdu- 
cir para la diferencia la notación 


F (b) — F (а) = F (2) jà, 


donde la línea vertical se Пата interpolación, 1а fórmula (2) puede 


ser escrita así 
А 


| 1 @) dz = F В, 9) 
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hace falta recordar que para descifrar la interpolación se pone pri- 
meramente el límite superior y luego el inferior. 


EJEMPLO. Calcular la integral de 2? entro 2 y 4. 
Ya que la una de primitivas de z? ез =. 2°, la fórmula (3) nos da 


а 
а = e 8_,2 
{= | ав. 

2 


Notemos quo ol resultado será el mismo, si se utiliza otra primitiva de 2%, 
por ejemplo, 52 + 16 57 — 2, eto. Este fonómeno ез de carácter general, 


Teorema. La integral definida de una función continua no depende 
de la elección de la primitiva para la función subintegral. 

DEMOSTRACION Sean F (z) y F, (z) дов primitivas diferentes de 
la función subintegral ў (=) de la integral (1) continua en un intervalo 
la, Ь]. En virtud del teorema fundamental para la integral indefini- 
da ($ 1 del cap. XIII) tenemos 


F, (0) = F (ж) +С, 
donde C es una magnitud constante. De aquí, 
F, (æ) ił = F, (b) — Р, (a) = [F (b) + С) — IF (a) + Cl= 
è 


= F (b) — F (a) = F (2) |3 = | / (@) dz, 


lo que se debía demostrar. 
COROLARIO. 


frod = ооа, 6) 


donde se entiende por { 1 (2) dz una de las primitivas de la función f (a). 


La fórmula (4) establece la relación entre la intogral definida 
y la integral indefinida correspondiente. Señalemos una diferencia 
formal que existe entre ellas: la integral definida es un número, 
mientras que la integral indefinida es una función. 

Según el teorema de Cauchy (véase el $ 10 del cap. XIII) toda 
función continua sobre un segmento posee una primitiva, de donde 
se deduce el teorema siguiente: 

TEOREMA. Para toda función continua en un segmento la, b] existe 
una integral definida correspondiente. 

OBSERVACION. Sea y' = f (z), es decir, 


dy = f (z) dz. б) 
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La integración de la igualdad (5) dentro de los límites de a hasta 
b nos da 


y ©) — u (a) = (1 (2) dz. 6 


Esta última fórmula se aplica frecuentemente en la práctica. 
El estudio de integrales indefinidas y definidas, así como de sus 
aplicaciones, es el objeto del cálculo integral. 


$ 2. Integral definida con su límite superior variable 
Sea f (2) una función continua sobre un segmento [а, b}. Exami- 
nemos la integral 


Н 
(Od, 


donde 2 € la, z] la, b) (para evitar toda confusión hemos designado 
la variable de integración por otra letra). 
Si F (т) es una primitiva do la función f (х), es decir, 


F' (z) = f (2), 
según la fórmula də Newton — Leibniz tenemos 


| tdt =F(2)—F (0). (2) 
Do aquí Е 
> 
El iO u= AF РО =F (}—1Ё (0Y = / (@)—0 =t a). 


Por consiguiente, la derivada de una integral definida con el limite 
superior variable respecto a este último es igual al valor de la función 
subintegral para este limite: 

+ юше. в) 


De este modo, la integral 
D= {0а % 
es una primitiva de la función subintegral f (z). Notemos que de la 


fórmula (2) se deduce que Ф (a) = 0, es decir, Ф (т) es aquella de 
las primitivas de la función f (т) que se anula cuando = = а. 
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ExEMpLO. Tenemos 
А 
= f VIiFRa=Y1FR. 
з 


Examinemos ahora una integral definida con el límite inferior 
variable 


А 
јува, 


donde zEa, 5). 
De de con la fórmula de Newton — Leibniz tenemos 


Él { 1042] PO —F (д1 = F 01-Р (а) = — 10). 


De este modo, la derivada de una integral definida con el límite 
inferior variable respecto a este último es igual al valor de la función 
subintegral para este límite, tomado con el signo opuesto. 

OBSERVACION. Si una función / (т) es continua en el segmento 
la, b], entonces, en virtud de la relación que existe entre la integral 
indefinida y la función primitiva ($ 1 del cap. XIII), tendremos 


[ло а =c+ $100 


para a< z< b, donde С es una constante arbitraria. 


$ 3. Interpretación geométrica de la integral definida 


Examinemos el área 5 (т) 1) de un trapecio curvilíneo variable 
(ig. 130) que está limitado por arriba por una curva continua Y = 


Fig. 130 


= j (X) (а X < b, f (X)> 0), por abajo por el eje ОХ (Y = 0), 
a la izquierda por una vertical fija X = a y a la derecha por una 
vertical móvil X = z (a< z< b). 


1) Sobre la noción de área véase la nota para el teorema del $ 9. 
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Se puede imaginar que una inundación se produce a lo largo 


del eje OX de tal modo que el frente de agua se desplaza de izquierda 
a derecha 


Consideremos que z obtiene un incremento Az (para mayor cer- 
teza supongamos que Az > 0). En este caso el área variará en una 
magnitud ÁS (fig. 130) que representa el área de la banda limitada 


por el arco PP” de la curva, el eje ОХ y dos verticales X = z y X = 
= х + âr. Hagamos 


т = mín f(X) 
жчлек+ак 
M= máx f(X). 
EXGr4+ Ax 


Comparando el área AS con las áreas de los rectángulos que 
tienen Az como base común y m у M como alturas, tendremos 


mAz<AS<MAz!), (2) 
de donde 
A (2) 
Supongamos ahora que Az -»-+0. En este caso, en virtud de 
la continuidad de la función f(X), tenemos 
m— f(z) y М—](т), (3) 


de donde, de acuerdo con el teorema sobre el límite de wna 
varible intermedia ($ 8 del cap. VIT), obtenemos 


ta 


Análogamente, para Az —-—0 tendremos 
^5 
alo 


Por consiguiente, existe un límite 


AS 45 
MH. @ 

De este modo, la derivada del área de un trapecio curvilíneo varia- 
ble es igual para todo valor del argumento X = z a su ordenada de fron- 
tera y = f (x) (teorema de Newton-Leibniz) 


tant? А91 la igualdad no se excluye, porque la función / (X) puede sor cons- 
nte. 
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Mediante la fórmula (4) obtenemos 
48 = f (2) dz. (5) 
Sea 5 el área total del trapecio curvilíneo (fig. 130) limitada рог 
la curva Y = f (X), el eje ОХ y dos verticales X = a y X = b. 


Integrando la igualdad (5) dentro de los límites a y b y teniendo en 
cuenta que S (а) = 0, tendremos mediante la fórmula (б) del $ 4 


è 
8=8 (0) —S (a) = | f(z) dz. (6) 


De este modo, la integral definida (6) de una función continua no 
negativa es igual, para a< b, al área del trapecio curvilineo corres- 
pondiente 1) (interpretación geométrica de la integral definida). 


Fig. 131 Fig. 132 


EJEMPLO 1. Calcular ol área 5 de una semionda de la sinusoide y = sen z 
б< асай А 134). 
friends de la interpretación geométrica do la inogral delinidn tenemos 
* 
sf snzdr=—cosz [= —(c08 n—c08 0) = —(—1—1)=2 
з 


(unidades cuadradas correspondientes), 
EJEMPLO 2 Aclarar la Вана geométrica de la integral 


r=} VI dz M 

y utilizándola, calcular la integral. 
Como y = Vi 23 es la ecuación de la semicircunferencia superior 
a бё ҮЛ y 2 0, la integral 7 representa el área de un semicírculo de radio 


AT = s12; esto resultado puede ser también obtenido por un cálculo 
directo de la integral (7). 


1) Para el área del trapecio curvilíneo en el caso de la función f (х) que cam- 
иш signo véase la observación del $ 5. 
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$ 4. Interpretación física de la integral definida 


pPROnLEMA. Conociendo la velocidad de movimiento rectilíneo 
v = v (1) do un punto, se pide hallar el camino recorrido por este 
punto durante un intervalo de tiempo 0< t< T. 


Fig. 133 


Suponiendo que la trayectoria del punto es el eje Oz (fig. 133) 
yz = х (1) os la ecuación del movimiento, tendremos ($ 2 del cap. IX) 


v(i) = z. a) 
De aquí 
dz = v (t) dt. (2) 


Integrando la igualdad (2) dentro de los límites de O hasta 7, obten- 
dremos el camino recorrido por el punto durante el tiempo Т: 
т 


s=2(1)—z (0) = | 00040). (8) 
3 
OBSERVACIÓN. De la (3) se deduce la ecuación de movimiento del punto 
. 


2=1,+ { v( dt, 
0 


donde zo = z Y 
EJEMPLO. Se considera que un cohete зе lanza verticalmente. ¿A диб 
altura subirá el cohoto en 105, si su velocidad varía según la ley 
1 km 
a жш 
¿Cuál es la volocidad de vuelo media del cohete durante esto intervalo de 


tiompoí 
El camino recorrido por el cohete durante 10 з es igual a 


Й 
1 1 10 1 
| [+7] #= (2-5) |, = (9-37) -0-0= 
= 21,09 km. 
Por eso la velocidad media correspondiente del coheto es igual а 


21,09 _ 
T = 2,109 km/s. 
1) De ua modo más preciso la fórmula (3) da el incremento de la abscisa 
del punto en movimiento, es decir, el desplazamiento del punto durante el tiempo Т. 
El camuno recorrido será obtenido en el casocuando la velocidad v (t) no cambia 
de "до, es decir, se desplaza siempre en el mismo sentido (véase el $ 2 del 
cap. 1X). 


опей 
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$ 5. Propiedades principales de la integral definida 


Para establecer las propiedades principales de la integral definida 
partiremos de la fórmula de Newton — Leibniz ($ 1): 


è 
[а= 0-ға), o 


donde la función f (z) es continua sobre el segmento la, b] y F’ (z) = 
= f (z) para z€ la, bl. 

Para más claridad dividamos todas las propiedades de la integral 
definida en ago: 

A. Propiedades generales. 

1. El valor de la integral definida no depende de la designación 
de la variable de integración, es decir, 


è н 
{леа | уй, 


donde х, t, son letras cualesquiera. 

Esta propiedad se deduce directamente de la fórmula (1). 

Se puede establecer la siguiento analogía: los documentos diplo- 
máticos con idéntico contenido escritos en diferentes lenguas son 
auténticos. 

1. La integral definida que tiene limites de integración idénticos 
es igual a cero (en virtud del convenio adoptado). 

Моіетоз que esta proposición corresponde a la fórmula de New- 
ton — Leibniz: 


| 12) d2=F(a)—F(a)=0. 


UL. Si se permutan los dos límites de integración de una integral 
definida, ésta toma el valor opuesto. 

Efectivamente, si permutamos los límites de integración, la fór- 
mula (1) nos da 


A ь 
л) а= Р) Р) = FOF a= | (д). (2) 
y 2 


В. Propiedad de aditividad. 

IV. Si el intervalo de integración la, Ь] está dividido en un número 
finito de intervalos parciales, la integral definida tomada sobre el 
intervalo la, b} es igual a la suma de integrales definidas tomadas sobre 
todos los intervalos parciales. 


250 Cap. XIV. Integral definida 


Efectivamente sea, por ejemplo, la, b) = la, cl U le, b), donde 
a<c< b. En este caso, considerando que Р” (т) = f (х), tenemos 


z 
[л а= Р) — Р (a) =1F (0) —F (а)1+ 


3 è 
+ 1F(0)—F (c) = f F(=) dz + | faz. (3) 


observacion La fórmula (3) resulta justa también en el caso 
cuando с se encuentra fuera del segmento (a, b) y la función subinte- 
gral у (х) es continua sobre los segmentos la, cl y (с, bl. 

C. Propiedades de linealidad. 


V. Se puede sacar un factor constante fuera del signo de la integral 
definida. 


Efectivamente, sea F (z) una función primitiva de f (х) en la, 0], 
y sea А una constante. En este caso, AF (т) es una primitiva de 
Af (z), porque 


IAF (2) = AF" (х) = Af (2). 
Tenemos 


è, 
| Af (2) dz = AF (х)|в = AF (b)— AF (а) = 
è 
= AIF @ф)—Ё(а]=А | 1(2) ds. 


VI. La integral definida de una suma algebraica de un número 
finito de funciones continuas es igual a la suma algebraica de integrales 
definidas de estas funciones. 

Efectivamente, examinemos, por ejemplo, la suma algebraica 

1а) +g (0) — h (2) 3) 
de tres funciones continuas f(z), g(2), h(x), y sean F (2), G(2), 
Н (a), primitivas de estas funciones, es decir, 
F (z)=f(3) Cl)=e0 Н (0) =h (2). 

En este caso F(z) +G (z)— H (z) es una primitiva de la su- 
ma (4), porque 
IF (2) +6 (2) — H (DY = Р (2) + G (2) — Н” (ж) = f (2) +g (2) —h (2). 
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De aquí tenemos 
» 
| DG) е) ае F (46 (8) — H (2)? = 


= (F (b) +G (b)— H (0) —1F (a) +G (a)— Н (a)) = 
= [F (b)— F (a)] + [G (0) — G (a)]—IH (b)— H (a) = 


è > 
= | ае | к) de — | ns) dz. 


D, Propiedades de monotonía. 
VII. Si la función subintegral de una integral definida es continua 
no negativa, y el límite de integración superior es mayor o igual al 
límite inferior, la integral definida 
es también no negativa. 
Efectivamente, sea f (z) > 0 
ara а х=. Puesto que 
Ге (x) = f (х) 22 0, la primitiva 
F (х) es una función creciente 
(o más exactamente, una función 
no decreciente). En talcaso para 
b> a tenemos 


> 
|) d:=F(0)—F (a) >0. 


VIII. Una desigualdad de funciones continuas puede ser integrada 
miembro a miembro a condición de que el límite de integración superior 
sea mayor que el límite inferior. 

Efectivamente, sea f(z)< g (х) para a<z<b, donde las 
funciones / (z) y g (2) son continuas sobre el segmento la, bl. Puesto 
que g (х) —f (х) >0, de acuerdo con las propiedades VI y VII 
рага bœa tenemos 


А è 
09—700 = | g (z) dz — | f(a) dz > 0, 


ke 


de aquí, 
è А 
{лаа | ela) dz. 


OBSERVACION. Sea f(z) una función continua alternativa sobre 
un segmento la, 5), donde b > a. Por ejemplo (fig. 134), f (1) <0 
para а ха, (2) >20 para а <= < В y / (2) <0 рага 
B<2<b. 
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Partiendo de la propiedad de aditividad IV, teniendo en cuenta 
la interpretación geométrica de la integral ($ 3), tenemos 


Глав} fæ drt | rar | fedre S, 48,55 O 
2 Ч + з 


donde S,, Sa, S, son las áreas de trapecios curvilíneos correspon- 
dientes. 

De este modo, para a < b, la integral definida representa, en el 
caso general, la suma algebraica de las áreas de los trapecios curvilineos 
correspondientes, donde las áreas de trapecios situados por encima del 
eje Ox se toman con el signo « + >, y las áreas de los trapecios situados 
por debajo del eje Oz, con el signo «—». 

Si b < а, todo es a la inversa. 

Notemos que el área de la superficie rayada en la fig. 134 se 
expresa por la integral 

А 
[иеа 8,68.55 > 0). 


$ 6. Teorema del valor medio 


TEOREMA La integral definida de una función continua es igual al 
producto de la longitud del intervalo de integración por el valor de la 
función subintegral para un cierto valor intermedio del argumento *). 

DEMOSTRACION. Efectivamente en virtud de la fórmula de Newton 
— Leibniz tenemos 


1 (2) dz = F (b) — Р (а), (1) 


donde F' (т) = f (æ). Aplicando a la diferencia de las primitivas el 
teorema del incremento finito de la función ($ 1 del cap. XI), obten- 
dremos 
F (b) — F (a) = (b — a) Е (с) = (b — a) f (с), 

donde а <c < b. De aquí, 

b 

Ji œ) dz = @ — a) 0), 0) 
donde а < с < b. 

овзквулстом. Cuando (2) 22 0 la fórmula (2) puede tener una 

interpretación geométrica sencilla. Efectivamente, su primer miem- 


1) So supone que el límite de integración superior es mayor que el límite 
inferior, 
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bro representa el área del trapecio curvilíneo AabB, donde AB 
tiene la ecuación у = f (z), mientras que a y ò son las abscisas de los 
puntos A y B. El segundo miembro de esta fórmula expresa el área 
de un rectángulo de base b — а y de altura 

cC igual a f (с) (fig. 135). 

De este modo, desde el punto de vista 
geométrico la fórmula (2) significa que se 
puede siempre hallar sobre el arco AB un 
punto C de abscisa с comprendido entre a 
y b tal, que el área del rectángulo correspon- 
diente aDEb de altura cC sea exactamente 
igual al área del trapecio curvilíneo A Bb. 

Entonces, el área de un trapecio curvilíneo 
limitado por una curva continua es igual al 
área de un rectángulo de la misma «base» y de 
altura igual a una ordenada media de la línea. 

El número f (с) = p se Пата valor medio de la función f (2) 
sobre ol intervalo la, bl. De la fórmula (2) se deduce 


uo; 


b 
z | 1 (2) dz. 0) 


EJEMPLO 4. La intensidad de una corriente alterna os igual а 1 = fọ sen 277, 


donde К] > Oes el valor máximo de la corriente, Т es el período y £ es el tiempo. 


Hallar el valor medio del cuadrado de la intensidad de la corriente durante 
el período 7. 
De acuerdo con la fórmula (3) tenemos 
т 
PA A 
ù 


donde la raya indica una operación de mediación. Comosen за == -- (1 — cos 2a), 


entonces 
т 
а | (teost) ш— (0а). ш 


2 
° 


La raíz cuadrada dol valor medio del cuadrado de la intensidad de la co- 


rriento so llama intensidad efectiva de la corriente, os docir, iet = V E. De acuer- 
do con la fórmula (4) obtenemos un ¡tado importante para la electrotecnia: 


to 
і. о (5) 
э 


coroLamto. Sean т = тіп f(z)y M= máx / (а). 
agred ахь 
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Puesto que m< f(x) < M de la fórmula (2) se deduce para 
a<b 


b 
та) { f (2) dr< M Ф — а). (6) 


aa 


ЕзЕмрго 2. Evaluar la integral Z= | E 
2 


Трет * 
Puesto que -у р St para 0 << , en virtud de la fórmula 
(0) tenemos Z- < 1 <Ẹ . Se puede tomar aproximadamente 
4 1 
19 (2+5) = E 0,7941,57)=1,18. 


л 


1,12, 
2y? 


El valor exacto de la integral es /= 


$ 7. Integración por partes en la integral definida 


Sean u = u (т) y v = v (z) dos funciones continuamente deriva- 
bles 1) sobre un segmento (a, b]. 
Tenemos 
d[u (2) v(x)] = (ж) du (2) + и (2) do (2). 
Integrando esta igualdad entre a y b y teniendo en cuenta el 
hecho de que 
диб) = и (2) іх y dv(=)=v'(2)dx, 
hallamos 
è А 
u(z)v (2) = | (а) ш (2) dz + 1) u(z)v' (a) й. 


De aquí, obtenemos la jórmula de integración por partes en la 
integral definida 


è » 
{ u(a) o" (а) ёс = (0) 0(0)—u(a)o(a)— | v(z)u' (ас. (1) 


Para abreviar la escritura se utiliza 
u (b)v (8) —u (a) v (а) = u (2) v(2)a. 


1) Es decir, que tienen las derivadas continuas u’ (z) y v’ (т). 
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EJEMPLO. Hallar 


зл 
| ооз. 
з 


Suponiendo que u==, dv=cos dz = d (senz), obtendremos du=dr 


son z. 
Aplicando la fórmula (1) tendremos 


v= 


зп 
эл 
Ñ zcos 2 de=zsen z| -$ sen zdz= 
0 а 
В 
=?л sen 2л —0-sen 04008 z| "= cos 2n—cos 0 = 0. 


$ 8. Cambio de variable en una integral definida 


Sea dada una integral definida 
è 


ле dz, w 
donde / (2) es una función continua en un segmento [a, b). Suponga- 
mos que por una razón cualquiera es deseable introducir una nueva 
variable £ ligada con la variable inicial z por la relación 


х=) (a<!<B), (2) 
donde g (0 es una función continuamente derivable en el segmen- 


to (a, b]. Si en este caso: 1) durante la variación de £ desde æ hasta р 
la variable z cambia de a a b, es decir, 


q()=a p(B)=b, (3) 
у 2) la función compuesta f (Ф (£)) está definida y es continua on el 
segmento [о, В] *), es justa la fórmula 


$ 
[леа = { 10 (б) 9 (0 de. % 


Para demostrarlo examinemos la función compuesta 
F (Ф @)), 
dondo F (2) es una primitiva de la función f (т), es decir 
F (z) = f (2). 
1) Si los valores de q (1) pertenecen al segmento [а, 5], la condición 2. 


es superflua (véase ol teorema 4 sobre la continuidad de una función compuesta 
(8 4 del cap. УШ). 
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Aplicando la regla de diferenciación de una función compuesta 
obtendremos 


-Р(900) = F' (P4) 0) = f (9(0)) -0 (2), 
por consiguiente, la función F (4 (2) es una primitiva de la función 
$10 (D) e 0. 


De aquí, en virtud de la fórmula de Newton — Leibniz y te- 
niendo en cuenta la igualdad (3) tendremos 


B 
Me 0) = Р =F (е B) F (o la) = 


7 
= Е (0) —Е(а) = $ f (2) ах, 


lo que se debía demostrar. 

onsenvactox. Al calcular una integral definida mediante el cam- 
bio de variable, no es necesario volver a la variable inicial, es 
suficiente introducir los nuevos límites de integración con ayuda de 
las fórmulas (3). 


EJEMPLO. Calcular 


зуға. (5) 
g 
Es natural suponer que 
t= Үгү», @ 


de donde z = 9—1 y дг = 21 dt. Los nuevos límites de intogración se 
artir de la fórmula (6): tomando z = 0 tendromos 7 = 1 y con- 
siderando que z = 3 obtendremos £ = 2. Por consiguiente, 


1282244 у 
3 у= 3 ЧУ. 
$ 9. Integral definida como límite 
de una suma integral 
Sea f (т) una función continua sobre un segmento [а, 5]. Supon- 


gamos para fijar la idea que f (z) > 0 sobre [a, 5), donde a < b. En 
este caso su integral definida 


А 
$ Haz 
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representa geométricamente el área S del trapecio curvilíneo aABb 
comprendido entre la curva dada y = f (2), el eje Oz (y = 0) у dos 
verticales z = a y z = b (fig. 136). 

Hace más de 2000 años los matemáticos griegos utilizaban para 
el cálculo aproximado de un área $, el procedimiento siguiente. 


Fig. 136 


Una figura 5 ') se divide en un número suficientemente grande de 
bandas verticales limitadas por perpendiculares al eje Oz trazadas 
en los puntos 


Zo = 8,91, Ip. ¿E = b (а == ELL аа =й). 


Cada una do estas bandas puede ser considerada aproximadamento 
сото un rectángulo de base Az; = Zis — a; (1=0,4,2,... 


‚э, п — 1) y de una altura intermedia f (т), donde т< т< 
< zis En este caso el área de semejante rectángulo es evidente- 
mente igual а 


1) Az, (1=0,1,2, ..., n—1) 


y, por consiguiente, el área de la figura escalonada compuesta de n 
rectángulos será 


5„ =] (T9 Ar +1 (E) Азу... +1 En) Алл (2) 


o en una forma abreviada 
mW 
Sa = 2 1 ED Az, e) 


donde la letra E designa el signo de sumar y debajo de este signo se 
escribe el término general (típico) de la suma; además se indica el 
número de sumandos y se especifica cuáles de ellos componen la suma. 


3) Designamos aquí por la misma letra 5 el trapecio curvilineo y su área. 
La diferencia entre ellos es evidente del contexto, 


170102 
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La (2) 6 (27) so llama suma integral para la función f (т) 2), Puesto 
quo cuando n-» оо y máx | Az; |— 0 nuestras bandas en el límite 


se transforman en ordenadas de la gráfica de la función y = f (£), 
es natural esperar que 


lím 5, = 


f (2) dz. (3) 


asar 


Efectivamente es justo el teorema siguiente. 
Teorema Si una función f (т) es continua sobre un segmento la, bl, 
el límite de su suma integral 5, cuando n=” co y máx | Az; |— 0 es 
i 


igual a la integral definida correspondiente de esta función, es decir, 


1 è 
Из /(х)Ад= { paya. (4) 
о 


máxtax,I=0 1. 2 


DEMOSTRACIÓN. Sea 
ETELE << In = Б. 
è 
Supongamos que S = ї 10) йз. En virtud де la propiedad de 


aditividad ($ 5 del cap. IV) tenemos 
mi Mies 


5- У \ HOLLA 


жо Š 


De aquí, aplicando el teorema del valor medio ($ 6), tendremos 
а= 
s= 2 IE) At (5) 


donde Azı = 24 21>0 у E,ElZi, лн]. 
Examinemos la suma integral 


Sa = 2 f E) а, (6) 


donde ZE [tn аң]. 


1) La noción de suma integral (2/) se generaliza naturalmente en el caso de 
una función que cambia el signo. 


1) En este sentido el signo de integral es una 5 (signo de suma) estilizada 
y la designación de toda la Integral definida es una notación abreviada de una 
suma de un número infinitamente grande de términos infinitamente pequeños 
de tipo f (z) Az = f (2) dz sobre el segmento la, è} (de nuestro punto de vista, 
límite de semejante suma). 
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Por medio de las fórmulas (5) y (6) obtenemos 


E: 
5—5, = 2 1/(Ы)—/ E Aza, в) 

de donde t 
158,1 < 2 EDIEDI Anl- (8) 


Sises un número positivo arbitrario, entonces para un 
máx |Az,| suficientemente pequeño en virtud de la continuidad do 
la función f(z) están aseguradas las desigualdades 


16) —HEDI<e (9) 


(propiedades de continuidad uniforme de la función / (2), véase, por 
ejemplo, S. Nikolski, Curso de análisis matemático, tomo Т, cap. 9). 
Por eso de las (9) y (8) se deduce: 


9-5,5 tan =еф—), uo 


donde (b—a) es la longitud del segmento [a, b]. 
De la desigualdad (10) por ser e arbitrario se deduce que 
lím S,=S, (11) 
es decir, la igualdad (3) es justa. 
ONSERVACIÓN, Si у = ў (2) >0 en (a, b], por definición, el área 
del trapecio curvilíneo аДВЁ es el número 
S=lím Sp, 
suponiendo que esto límite exista. 
COROLARIO. Si una función j (1)>0 es continua en un segmento 
(а, bl, el trapecio curcilíneo fa< 1< b, OS y< f (2)) posee un 
área finita, es decir, es una figura cuadrable. 


$ 10. Noción sobre el cálculo aproximado 
de integrales definidas 


La integral definida 
ES 


de una función dada y = ў (z), no puede ser siempre calculada de 
modo preciso. Sin embargo, partiendo de la interpretación geomé- 
trica de la integral definida se pueden obtener numerosas fórmulas 
aproximadas con ayuda de las cuales la integral dofinida se calcula 


17. 
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con la precisión deseable. Examinemos aquí la fórmula más simple, 
llamada fórmula de los ігаресіоѕ. 

Como se sabe ($ 3) la integral (1) es en sí el área (teniendo en 
cuenta el signo, véase la nota en la pág. 252) del trapecio curvilíneo 
limitado por la línea y = f (т), el eje Oz y dos ordenadas z = a 
(fig. 137). 
ividamos el segmento la, bl en n partes iguales de longitud 


h=?=2 (paso de subdivisión). 
Sean ту, Tis + > + Zn (Zo = а, Tn = b) las abscisas de Jos puntos 
de la división, € yo, Yı» - -› Ya» Jas ordenadas correspondientes de 


la curva. Tenemos las fórmulas de cálculo 

i= zo +ih y= f(z) 
@ = 0, 4, 2,..., п). Como resultado de esta construcción nuestro 
trapecio está dividido en una serie de bandas verticales de igual 


y уйг) 


Y 
y 
Y ES 
АЕ 
Ma E TZ 


Fig. 137 


ancho h, cada una de las cuales puede ser considerada aproximada- 
mente como un trapecio. Al sumar las áreas de estos trapecios ten- 
dremos 


è 
[ad (+) + {К+ Hg Wait) 
o bien, 


è 
Juan (еи а) (2) 


(fórmula de los trapecios). La formula (2) puede ser escrita bre- 
vemente así 


o 5 
{удел ий, a 


= 


$ 10. Cálculo aprozimado de integrales definidas 261 


donde е; = + parai=0ei=nye=1parai=1, 2, ..., n—1. 


2 
El error 


è 
Rp= { уй—һ У еш 

$ i= 
so llama término residual do la fórmula de los trapecios (3). Está demostrado que 


si la función y = f (т) poseo derivada segunda j” (z) continua en el segmento 
Ía, b), entonces 


ba мз > 
IRn) < GE Mo, donde My PAL 


1 
Esempro. Calcular aproximadamente { VTF dz=7. 
д 


Dividimos el intervalo de integración (0, 1] en diez partes (п = 10); por 
consiguiente, el paso de subdivisión es л = 0,1. 
Las abscisas do los puntos de división ду (f = 0, 1, 10) y las ordenadas 


correspondientes yy = TF т] calculadas con ayuda de la tabla de raíces с 
dradas ве den en la tabla que sigue. Para comodidad de cálculos las ordenadas 


йи ostán multiplicadas por un factor ej tal, que e= y para t= 0 o i = 10 
aladas por un asterisco) y e; = { para i = 1,2,..., 9. 


0 0,0 0,5000 + 
4 0,1 1,0050 
2 0,2 1,0198 
3 0,3 1,0440 
4 0,4 1,0770 
5 0,5 1,1180 
6 0,6 1,1662 
7 0,7 1,2207 
8 0,8 1,2806 
9 0,9 1,3454 
10 1,0 0,7071 + 
а 
Ў 44,4838 


Aplicando la fórmula (3) se obtiene / œ 0,1 -11,4838 = 1,148. El valor 
exacto de la integral es 


513 
Ta + Уа ++ У а 1,1479. 
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$ 11. Fórmula de Simpson 


Obtenemos una fórmula más exacta, sı consideraremos parabólico 
el perfil de la banda curvilínea. 

Examinemos una banda vertical (fig. 138) limitada por la curva 
continua y = f (z), el eje Oz (y= 
== 0) y dos verticales z = — h 
yI=h, 

Si h es pequeño, la curva y = 
= /(т) puede ser aproximadamen- 
te reemplazada por una parábola 


Y=at+faty 0) 
que pasa por los puntos А (—h, 


Y-1), B (0, yo) y C (h, у). En este 
caso 


һ 
Fig. 138 $ ydr=I 
a 
será aproximadamente igual a 


М 
| error ndo (S+ Eye), = ҖЕм+2т. 0) 
h 


Considerando en la fórmula (1) sucesivamente que z= —h, 
0, h, obtenemos 
уа = 9А, „=. 92 ВА, (3) 
de donde 
V= а= HE, (4 


Sustituyendo estos valores en la fórmula (2) tendremos 
A 
[uan 2и) 20 = 3 ра о) (5) 
Е 


(fórmula de Simpson). 


EJEMPLO. Calcular con ayuda де la fórmula de Simpson 
a 
1= \ cos z dz. 
-i2 
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Suponiendo дие л = > tenemos у= 0, yo= 1, y, = 0. Por consiguien- 
to, 
я 2 
Та 0+44+0)= ал207 
(ol valor exacto es 7 = 2). 


Utilizando una traslación paralela del sistema de ojes de coordena- 
das se puede escribir la fórmula de Simpson así 


è 
Juas [оаа (2) ни], (5) 
donde h= t74 , 


kay aia Para aumentar la precisión de cálculo de una integral defi- 
nida $ y dz se divido el intervalo [a, b) en n intervalos parciales, donde п es 


un número natural suficiontemente grande у а cada uno de ellos se aplica la 
fórmula de Simpson (5”) considerando que h = En virtud de la propiedad 


En 
de aditividad la integral definida dada representará aproximadamente la suma 
do resultados así obtenidos (fórmula parabólica). 


$ 12. Integrales impropias 
Por definición de la integral 


| rta) dz (1) 


se supone que: 1) el intervalo de integración la, b] es finito y 2) la 
función subíntegral f (z) está definida y continua en el segmento 
la, b). Semejante integral definida se llama propia (la palabra 
«propia» generalmente se omite). Si una de las condiciones 1) ó 2) no 
se cumple, llamaremos a la expresión (1) integral definida impropia. 
Aclaremos el sentido de esta nueva noción para dos casos muy 
simples. 

1. Sea f (2) una función contínua рага a< z< +o, En este 
caso según la definición se supone que 


+ ь 
AS lím f ids. (2) 
) Ге) 


Si el límite (2) existe, la integral impropia que tiene límite de integra- 
ción infinito, dispuesto en el primer miembro de la igualdad (2), es 
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convergente y su valor se determina mediante la fórmula (2); en 
caso contrario la igualdad (2) pierde su sentido, dicen que la integral 
impropia en el primer miembro es divergente y no le atribuye algún 
valor numérico. 

Geométricamente рага una función f (z) no negativa sobre [а, оо} 
Ja integral impropia (2) representa el área de una figura curvilínea 
limitada por la línea dada у = / (z), el eje Oz y por la vertical 
æ = a (fig. 139). 


Fig. 139 


Sea F (z) una primitiva de Ja función subintegral / (x). De acuer- 
do con la fórmula (2) tenemos 


+2 
Y шаг lim LF (8) —F (a)l. 


Si se introduce la notación condicional 
F(+00)= lím F(b), 
dojo 


зе obtiene para una integral impropia convergente con límite supe- 
rior infinito la fórmula de Newton — Leibniz generalizada: 


+0 


$ f(2)dx=F(+ оо) —F(a), (3) 


donde F’ (2) =f (2). 


arctg НМ = arctg (+ о) —arclg 0= 5—05. 


П. Sea f (z) una función continua рага а < = < b y discontinua 
en el punto т = b. La integral impropia correspondiente de la función 
discontinua se define en este caso por la fórmula 


А Ма 
| 1 d= lím | Ha) dz (7) 
d eso) 
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y se llama convergente o divergente en dependencia de que exista 
o no el límite en el segundo miembro de la igualdad (4). 
Si existe una función F (z) continua en el segmeto fa, b] y tal que 


F (z) = f(z) para a«<z<b 
(шше generalizada), рата la integral impropia (4) se verifica la 


formula de Newton — Leibniz generalizada: 
bae 


è 
J 108) а= lim, f Ha) == 


= lim [F (b—e)—F (а)] = F (6) — Ё (a) =F (2)|à. 


EJEMPLO 2 
уу 
3 
EJERCICIOS 
а/2 
1. Calcular la integral definida { coszdz y dar su interpretación 
an 
geométrica. 
Calcular las integrales definidas: 
1 А в 
* ( dz ах 
® {=з (E. (+. 
| Er Р 


Y 
5. 1=| e” dt. Hallar: a) Ж! pi. 
х 
i e н el valor medio de la función f (z) = V7 sobre el segmen- 
to [t; 9). 
7. Aplicando el procedimiento de integración por partes, calcular las 
integrales: 
Фа | 
a) $ zsen2xdx; b) | (2—0) e% dz. 
è o 
8. Al efectuar el cambio de variable indicado, calcular las integrales defi- 
nídas siguientes: 
4 


1 
3 | б Б Е 
a) $ VIT dz, к=2зеп b) dav теп. 
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А 
9. Calcular el valor aproximado de la integral | ү =; a) mediante la 


o, 
fórmula de trapecios; b) mediante la fórmula de Simpson dividiendo el intervalo 
[0; 1] en n = 10 partes iguales. Comparar los resultados obtenidos con ol valor 
exacto igual a In 2 æ 0,9315, 

10. Calcular las integrales impropias siguientes: 


te a as 
a ү » | 7 ә | этик. 


Capítulo XV 


Aplicaciones de la integral definida 


$ 1. Area en coordenadas rectangulares 


PROBLEMA 1. Calcular el área S de un trapecio curvilíneo аАВЬ 
acotado por una línea continua dada y = f (z), el segmento a< 2 < b 
del eje Oz y por dos verticales z =a y z = b, si ў (2) 220 para 
a<<b (fig. 140). 

En virtud de la interpreta- у 
ción geométrica de la integral 
definida tenemos 

b 
==} уа, 0 
¿ 
donde y = f (2) es la función 
lada. 


х 


УМУ 


onsenvacion. La fórmula (1) 
puede ser fundamentada de 
otro modo. Consideremos el Fig. 140 
área $ como una magnitud à 
variable formada por el des- 
plazamiento de la ordenada corriente zM =y de su posición 
inicial аА a su posición final bB. Dando a la abscisa corriente х un 
incremento Az = dz obtendremos un incremento de área AS que 
representa el área de la banda vertical zMM'z’ (fig. 140), encerrada 
entre las ordenadas z y д' == т + dz. La diferencial del área 25 os la 
parte lineal principal del incremento AS cuando Ах-> 0 y es evi- 
dentemente igual al área del rectángulo de base dz y de altura y 1); 
por eso 

aS = y dz (2) 


(elemento del área en coordenadas rectangulares). Integrando la igual- 
dad (2) dentro de los límites de т = а hasta z — b tendremos la 
fórmula (1): 


a 
fa f vaz. 


1) Se puede demostrar rigurosamente que para una función continua y = 
== (2) el área y dz del rectángulo se diferencia del área de la banda AS en un 
infinitésimo de un orden superior а dz. 
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El ejemplo que acabamos de examinar ilustra la aplicación del 
método de la diferencial cuya esencia consiste en que, partiendo de 
razones simples, se determina primeramente la diferencial de la 
magnitud buscada y luego, después de la integración entre los límites 
correspondientes, so halla el valor de la propia magnitud buscada, 
Este método se examina más detalladamente en la teoría de ecuacio- 
nes diferenciales (cap. XXII). 

En Jos párrafos que siguen conoceremos con ayuda de unos ejem- 
plos concretos dos métodos principales que se utilizan en la teoría de 
la integral definida: 1) el método de sumas de integración (véase el $ 9 

del cap. XIV) y 2) el método de la 
Y diferencial. 


2 
EJEMPLO + Calcular el área 5 de la 
elipse 
y 


4. at 


). 
ecuación de la elipse para el 
primer cuadrante deducimos 


Fig. 144 
s} yaz, 


do donde, por medio de la fórmula (1), obtenemos 
А Ке 
ts (rar { VTA dr 
Й > 


Efectuemos la sustitución trigonométrica z = a sen t, dr = a cos £ dt. Los nue- 
vos límites de integración t == œ y == f se determinan a partir de las ecuacio= 


nes 0 = ason t, a=asent. Se puedo considerar que a = 0 уб = F. 
Por consiguiente, 


1 л/2 

psat h Veca ta 
o 

y 


S=xab. 


En particular, suponiendo que a = b obtendremos el área del circulo de ra- 
dio a, na, 
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observación En casos más complicados tratan de representar la 
figura en forma de una suma o de una diferencia de trapecios cur- 
vilíneos. 

PROBLEMA 2. Calcular el área de la superficie plana acotada por 
dos líneas continuas: 


NL =h) >n) 
y por dos verticales z = a y = b (fig. 142). 
Supondremos que las funciones y, = fı (2) e у; = fẹ (z) son no 


negativas sobre un segmento la, 5). Esto puede ser siempre alcanzado 
mediante una traslación paralela del eje Oz. 


Fig. 142 Fig. 143 
El área buscada $ puede ser considerada como una diferencia de 


áreas de dos trapecios curvilíneos limitados por las líneas dadas. 
Por eso 


a А 
S= | v dz— yde 
у, por consiguiente, 


А 
S= | ои), (8) 


donde y, = fı (2), ya = / (т) son las funciones dadas. Notemos que 
Ya — Ya = fa (2) — fi (2) 
representa el «espesor» dol área 5 en el punto =. 


EJEMPLO 2. Calcular el área 5 limitada por la parábola y = 22 4-1 y la 
recta z + y = 3 (fig. 143). 
Resolviendo el sistema de ecuaciones de la parábola y de la recta: 
у= афі } 
2+0=3, 


hallamos las abscisas de puntos de intersección: тү = —2, z, = 1. 
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_ Suponiendo que у, = 3 — z е yı = 12 +- 1 obtenemos por medio de la 
fórmula (3) 


4 
s= | 16-09 60 al Ri a 

E ЕЯ 
= 


La fórmula (1) permite también calcular las áreas de figuras 
simples en el caso cuando las curvas que las limitan están dadas en 
forma paramétrica. 


2049-40 4+8) 


ibm. 


EJEMPLO 3 Calcular el área 5 limitada por el primer arco de cicloide 


z= a (t — sen t), y= а (i — cos t) 4) 
y рог el eje Oz (fig. 47 del $ 4 del cap. V). 
Tenemos 
эло 
Fe Ñ ийг. 


Efoctuemos en esta integral el cambio de variables al tomar por la variable in- 
dependionte el parámetro t. De la ecuación (4) obtendremos 


dz = a (1 — cos 1) de, 

sabiendo que £ = 0 cuando z = 0 y £ = 2л cuando z = Эла, Por consiguiente 
2 

Su È a(1— cos 1-a (1— cos t) de= 


è 
mo (i-restore game AA 
o ° 


з [++ (+ sen и) |] + л) = Bnat, 


De estu modo, obtenemos el teorema de Galileo: el área, limitada por un arco de 
cicloide y su cuerda, es igual al triple del área del círculo generatríz. 


$ 2. El área en coordenadas polares 
probLema Calcular el área S del sector OAB limitado por una 
línea continua dada 
e=1(9 
y dos rayos q = а y ф = В, donde р y q son coordenadas polares 


(ig. 144). 
Para resolver el problema utilicemos el método dela diferencial. 


$ 2. El área en coordenadas polares 271 


Imaginemos que el área S está formada gracias al desplazamiento 
del radio polar variable p = f (q) cuando el ángulo ọ ha variado de 
ф = «аф = P (fig. 144). Si el ángulo polar corriente ф obtiene un 
incremento dep, el incremento del área AS = área OMM’. La diferen- 


24 К 


Pra (oy 


Fig. 144 Fig. 145 


cial dS representa la parte lineal principal del incremento AS cuando 
dp— 0 y es igual al área del sector circular OMN de radio p y de 
ángulo de centro dy *); por eso 


i ÓN 1 
48 = MN OM =--рйф-о =- p? do (1) 
(elemento del área en coordenadas polares). La integración de la igual- 
dad (1) dentro de los límites de p = аа ф = В nos dará ol área buscada 
5 =4 $ Pdo, 
а 


donde р = f (q) es la función dada. 
EJEMPLO. Hallar el área limitada por lo cardioide 
p = a (1 + соз 9). 
Componiendo la tabla de valores, obtendremos: 


л л л 2 5 
аи sl Б e ан 
3 a 
R 2a = 1,9 Fe a к m0 4a| 0 


AL construir los puntos de cardivide de acuerdo con los valores de фу p, 
tomados on nuestra tabla, se puede hacer una idea aproximada acerca de la for- 
ma de esta curva (fig. 145). 


1) Efectivamente, por analogía con la significación física de la diferencial 
($ 4 del cap. ХІІ) la diferencial del área dS es igual al remento ficticio del 
árca 5 durante el giro del radio polar p en ш gulo dẹ sin cambiar la longitud 
del radio, de donde está claro que dS es el área del sector cirenlar de radio p 
y del ángulo central dp 
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Puesto que la cardioide es evidentemente simétrica respecto al eje polar, 
es suficiente calcular el área de su mitad superior y luego duplicarla. Desig- 
nando рог 5 toda el área limitada por la cardioide tendremos 


pt joe 
| 


De aquí, 
+ 3 
S= | pèdg=a? | (1+ cos q)? dp 
o o 


а а х 
=at (\ dq+2 j cos фар + \ cost gap), 


о, уа que 
я 


{жек { зенде, 
? 
А А 
\ зө 7] @+=здде- g (64ге) o=, 
¡ment 
finalmente Е 


$ 3. Longitud del arco en coordenadas rectangulares 


DEFINICION. Llámase longitud de un arco AB al límite hacia el cual 
tiende la longitud de la línea quebrada inscrita en este arco cuando el 
número de lados de la quebrada aumenta indefinidamente y la longitud 
del lado más grande tiende a cero. 

Digamos que una curva es suave, si ésta es continua y en cada 
Punto tiene una tangente que cambia continuamente su posición de 
un punto a otro. Es evidente que una curva es suave, si su ecuación 
Puede ser escrita así 

у=1() ((<<b), (0 
donde la función f (z) es continua y posee una derivada /' (z) continua 
en el segmento [а, b] dado. 

TEOREMA. Toda curva suave (1) posee un arco de longitud finita 
determinada. 

DEMOSTRACION Inscribamos en la curva suave dada (1) una línea 
quebrada М„М,М,... Mn (fig. 146), donde M, = А (а, }(а)) 
УМ, = B (b, f (0). Proyectando los lados MM, (i = 1,2, . . .,n) 
de la quebrada sobre el eje Ox obtendremos la subdivisión del seg- 
mento la, b] en un sistema de segmentos Ат. Sea Ay; un incremento 
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de la función dada у = f (z) sobre el segmento Ат, (fig. 146). Según 
el teorema de Pitágoras tenemos 


MM, = ү (Az 94 An 


Aplicando el teorema de Lagrange sobre el incremento finito de una 
función ($ 1 del cap. ХІ) obtendremos Ay, = Az,f' (ту), donde тү es 


Fig. 146 


un punto intermediario del segmento Дх; '). De aquí 
MM, =V 14 G) Az. 


у, por consiguiente, la longitud de toda la quebrada MM, . 
(es decir, su perímetro) es igual a 


П, = à VIF F E) Az. 
а 


Para hallar la longitud Z de la curva (1) hace falta pasar al límite 
en la última expresión suponiendo que л оо y máx Ах; 0. De 
este modo 


l= lím S VIT) An. 


máx Ах 0 1 


Acabamos de obtener el límito de la suma integral para la función 


continua 
Faj Ү1+ (т) 


è 
(véase el $9 del сар. XIV). Por esol = | VTF 7E) dz o 


Р 
т= | VIi+y?adz, (2) 
donde y'=f' (2). а 


1) Geométricamente 7; es el punto del segmento Az; еп el cual la tangente 
a la gráfica de la función у = f (2) es paralela a su cuerda Ау]. 


180102 
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Diferencial del arco en coordenadas rectangulares. Sean А (a, h) 
un punto fijo y M (z, y) un punto variable de una curva (fig. 147). 
La longitud del arco І = AM es en este caso función de la variable =. 
Según la fóruula (2) tenemos 


10 VIF gdz. 


Uulizando el teorema relacionado 
a la derivada de una integral defi- 
nida que tiene el límite superior 
variable ($ 2 del cap. XIV), obten- 


dromos 
ДЕГ 

y, por consiguiente, 
d-Yi+y?dz, 


Esto es efectivamente ѓа fórmula de la diferencial del arco en coorde- 
nadas rectangulares 
Puesto que 


Fig. 147 


=, entonces 
й= V (da7 F (dF. (3) 


Es interesante notar que la última fórmula es el teorema de 
Pitágoras para un triángulo infinitamente pequeño MTP (fig. 147). 


EJEMPLO 1. Calculemos la longitud del arco de un segmento de catenarla. 
Se Пата así la línea cuya forma toma un hilo pesado atado en dos puntos. 
La ecuación de esta línea en un sistema 
de coordenadas adecuadamente elegido es 
а: 


к=-р (00400), w 


dondo a es un número positivo (parámetro 
de la млее 

La ecuación (4) puedo ser escrita más 
sencillamente 


yan, 9] 
donde ch өз ol coseno hiperbólico (véase el Fig. 148 
$ 9 del cap. X). 


El punto А (0, a) que es el punto más bajo de la curva (4) (fig. 148) se Па- 
ma vértice de la 'catenari 
Calculemos la longitud del arco AB de la catenaria suponiendo que la abs- 
cisa del punto В es igual a ò y su ordenada es igual a à. Derivando la ecuación 
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(4') tendremos 
ES 
у=. 
Luego deducimos 


14y =i sh ml, 


Por consiguiente, 


VTF = 5, 


de donde, de acuerdo con la fórmula (2), obtendremos 
» è 
-= е ÉJ Y z z 
T= {ааа a a (F 
з 


а 2 [ima (99 21 0) =ash 2 


өш la fórmula XIV del $ 3 del XII). 

a fórmula para la longitud del arco AB resulta más sencilla si su segundo 
dt so expresa en función de Ja ordenada h del punto B. Efectivamente, 
es evidente que 


amach È, 
z 


b 


En virtud de la identidad sh? -7 


AB ыд ch 


es decir, ol arco AZ es igual al cateto OC del triángulo rectangular OAC (lig. 
148) cuya hipotenusa es AC = h y el otro cateto es ОА = 


OBSERVACIÓN. Sea necesario calcular la longitud 2 del arco de una 
curva dada paramótricamente: 
х= 90, y=v(0 ll <:t<7I, 


donde ¢ (t) y y (0) son funciones continuamente derivables en el 
segmento [tay 7]. Se puede demostrar que la fórmula (3) рага la 
diferoncial del arco dl es en este caso igualmente justa. Como бг = 
= л", dy = y'dt, tenemos 


VETA TRA, 


Integrando la última expresión entre t=f, y t=T, obten- 
dremos la longitud del arco 


1 
= | VF y” dt. 
9 
EJEMPLO 3 Calcular la longitud del arco de una circunferencia 
z=acost, y=asent 


192. 4 tenemos 
а 


TA, 


de 2 = 0 hasta t = T. 
189 
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Aquí dz = —a son t dt, dy = a cos t dt, por eso 
а= Уа senit} coi di =a dt 


y, por consiguiente, 
т 


i= { айат. 
? 
EJEMPLO $. Calcular la longitud del arco de la astroide 
аз y pe = аз? 
(ig. 149). La ecuación de la astroide puede ser escrita de forma 
(чу 4 P = (ама, 
el parámotro £ 
= a cos {19 = 
= а!/ sen t, de donde obtenemos la ecua- 
ción de astroide en forma paramétrica 


z= acos?t, y=asentt (6) 


donde Ox t< 2л. 

La curva (6) es simétrica, por eso es 
suficiente hallar una cuarta parto del 
arco [correspondiente a la variación del 


parámetro ¿de 0a 7. Tenemos 


dz = —3a cos * зеп! dt, 
dy = За sen % cos t dt, 


Fig. 149 do donde, 
а= үа ау 


За sen t сов! dt. 


Integrando esta expresión entro £ = 0 уг = 5 obtendremos 
ЕА РА 
+= } Ba sent cost dt= Z| senzace 
% ә 
За h За 3 
БЕВ UE Fe 


Por consiguiente, toda la longitud del arco de astroido es igual a 1 = 34:4 = ба. 


$ 4. Longitud del arco en coordenadas polares 


Deduzcamos primeramente la diferencial di del arco en coorde- 
nadas polares. Según la fórmula (3) del $ 3 tenemos 


(21) = (dz) + (dy), 


donde x e y son coordenadas cartesianas rectangulares de un punto 
del arco. 
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Como se sabe, las fórmulas de paso de las coordenadas polares p 
y ф a las coordenadas rectangulares т e y son siguientes: 


х==рсовф, у = psen Ф. 
De aquí, 


dz = соз фір — p sen фіф, dy = sen фір + р соз dọ. 
Al elevar al cuadrado obtendremos 
(dz)? = соз? y (dp)? — 2p cos р sen р dp ар-р? sen? р (dp), 
(dy) = sen? ф (dp)? + 2р sen Фф соз ф dp dp + p? costo (dp). 
Sumando miembro a miembro estas igualdades tendremos 
(91)2 = (dp)? + р? (doy. 
Por consiguiente, 
а = V (d+ dr. 
Esta última fórmula se puede expresar de la forma siguiente; 
а= VF p7dp, (4) 


donde р” =- А 


рповьвмл. Calcular la longitud 
1 del arco de una curva continua- 
mente derivable 


р = (0) 
entre los puntos А (а, / (0) y Д 
В (В, f (В)), donde р y Ф зоп las Fig. 150 


coordenadas polares (fig. 150). Inte- 
grando la igualdad (1) dentro de los límites de ф =a a р = В, 
obtendremos la longitud del arco en coordenadas polares 


в 
l= | VFF dq, 
Е 


donde р, = 7 (6) es la función dada y p' = /' (4) es su derivada, 
EJEMPLO. “Calculemos la longitud total del arco de cardioido (fig. 145) 


р = а(1 + cos q). 
Tenemos р” = — asen q. Por eso 
p? + p'è = а? (1 + 2 соз q -+ cos ар + sen tẹ) = 
= aè (2 + 2 cos q) = 2a? (1 + cos ф) = бай сой $, 
y, Por consiguiente, 
VEFE a| оо $. 
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Designando por la longitud del arco de la parte superior de la cardioide 
obtendremos 


Limpa | eos $ dp | ca (5) (нн 2) |е 


2-а 


Las partes superior o inferior de la cardioide son simétricas y por eso su longitud 
total es 1 = Ва. 


$ 5. Cálculo del volumen de un cuerpo según 
las secciones transversales conocidas 


promLema Conociendo la ley de variación del área de la sección 
transversal de un cuerpo se pide hallar el volumen V de este cuerpo 
(fig. 151). 

Sean Oz una dirección elegida y 


5=5(9 


el área de la sección transversal рог un plano perpendicular al eje Ог 
en un punto de la abscisa т. Supondremos que la función 5 (д) es 
conocida y continuamente va- 
z riable cuando = varía. Ado- 
más, supondremos que el con- 
torno es, en cierto sentido, 
también «continuamente» 
variable. 

Proyectando el cuerpo sobre 
| el eje Oz obtendremos un seg- 
dz, "ento la, bl que nos da la dì- 
„А7: mensión lineal del cuerpo en la 
Т dirección del eje Ox. 


АЕ 


Е222А 


dr Dividamos el segmento [a, 
4: b] en un gran número de ре- 
а, queños segmentos Azı (i = 1, 


2, ..., п) y tracemos рог los 

puntos de división planos per- 

pendiculares al eje Oz. Resulta 

Fig, 154 que el cuerpo queda partido 

en п capas, cada una de las 

cuales puede ser considerada aproximadamente igual а $ (т) ATu 

donde z; es un punto del segmento Az; (véase la fig. 151), obtendre- 
mos para el volumen V del cuerpo la expresión siguiente 


v =2, S (д) Аа. [1] 
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Si n- со y máx | Ar, [0 la igualdad aproximada (1) se hace 
más exacta y en el límite obtendremos 


V- lin Ў S(2)A3,. 


La suma (1) es una suma integral para la función continua 5 (2) 
y su límite es una integral definida correspondiente ($ 9 del cap. XIV). 
Por eso 


» 
v=f S(x) dz, (2) 


i т 1. Hallar el volumen У de la pirámide de base B у de altura H 
ig. 152). 
e aims como ojo Oz la recta que pasa por el vértico O do la pirámido par- 
pendícular a su base y dirigida desdo el vértice hacia la baso. 

Sea 5 el ároa de la sección de la pirámide por un plano dispuesto a una dis- 
tancia х del vértice. Puesto que las áreas de socciones paralelas de la pirámido 


во relacionan como los cuadrados de sus distancias al vértice, өз decir, у = 7р, 
B 


entonces 5 = р 


2%, Aplicando la fórmula (2) del párrafo preceilente obtenemos 


в н 1 
ас м леб ВЛ 


lo que соівсійо соп la conocida fórmula 
Jeomotría.. 


Fig. 152 Fig. 153 


EJEMPLO 2. Sean (fig. 153) S, y 5, las áreas de las secciones inferior y supe- 

rior de un cuerpo en forma de tonel y 5, ol área de su sección modia, Еп este 

gaso, aplicando la fórmula de Simpson ($ 11 del cap. IX) a la integral (2) obten- 
remos 


н 


v= | Sí de= E (S145540) 
° 


donde H es la altura del cuerpo (fórmula de Simpson para los volúmenes). 
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$ 6. Volumen del cuerpo de revolución 


pnoniema Calcular el volumen Vy de un cuerpo engendrado por 
la rotación alrededor del eje Oz de un trapecio curvilíneo aA Bb 
limitado por una curva continua dada 


у=]@ HA> 
un segmento а z< b del Ох y por dos verticales z = a y z = b 
(fig. 154). 
Esto problema es un caso particular del problema examinado en 
el párrafo precedente. 


Fig. 154 Fig. 155 


Aquí el área do la sección variable 5 = 5 (z) correspondiente 
a la abscisa z es un círculo de radio y, por eso 5 (2) = лу, de donde, 
en virtud de la fórmula (2) del $ 5, tenemos 


А 
Va=n | йт, (1) 


donde y = / (2) es la función dada. 

La fórmula (1) puede ser también obtenida directamente por el método de 
la di cial. El elemento de volumen dV, es evidentemente un cilindro de base 
5 y de altura dz). Por consiguiente, 

AV, = гуйх. 
De aquí, integrando desde z = а hasta z = b obtendremos la fórmula (1). 


OBSERVACION. Sea un trapecio curvilíneo cCDd, limitado por una 
línea continua unívoca z = g (y), un segmento c< y< d del eje Oy 
y por dos paralelas y = с e y = d, que gira alrededor del eje Oy 
(fig. 155). En esto caso, por analogía соп la fórmula (1), el volu- 

1) En otras palabras dV,, es la parto lineal principal del incremento del 
volumen variable F, cuando la sección 5 (2) se desplaza en una magnitud in- 
finitamente pequeña dx. 
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men У, del cuerpo de revolución es igual а 
5 
Vy =a | dy, D 
1 


donde z = g (};> 0 es la función дайа. 


EJEMPLO. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la superficio оЬ- 
tenida por la revolución de la 
elipse 


83) 


alrededor de su eje mayor a 
(өје Oz) (tig. 156). 

Como la clipso (9) es simé- 
trica respecto а fos ejes de coor- 
donadas, es suficiente hallar el 


volumen form la rota- 
ción alrededor OX del 
АВ una cuarta 


теа OAB i y 
parte del elipse 
т doplicas @ sema: Fig. 156 
tado obtenido. 

Designemos el volumen del cuerpo de revolución por У„; entonces, en 
virtud de la fórmula (1), tenemos 


А 
тея) ийг, 
% 
donde 0 y а son las abscisas de los puntos В y A. Mediante la ecuación de 
la elipse hallamos y? = b? (1). De aquí 


a a а 
a Ч a 
Яана for (1—5) a È de= 
š 0 % 
a 


AL 8 
ас: Al 


Por consiguiente, tenemos definitivamente 


v= $ пат, 


De un modo análogo cuando Ја elipse (3) gira alrededor del eje menor Ь 
el volumen del cuerpo de revolución correspondiente es igual a 


A a 
Vy= ла®%. 


Considerando que a = b obtendremos el volumen de la esfera de radio а: 


4 
у= 4 лаз, 
зла. 
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$ 7. Trabajo de una fuerza variable 


promema Calcular el trabajo А de una fuerza variable conti- 
nua F (2) aplicada a un punto material M cuando éste so desplaza 
а lo largo del eje Ох de la posición z = а а la posición z — b, supo- 
niendo que el sentido de la fuerza coincide con el del desplazamiento. 
Supongamos que el punto M se ha desplazado de la posición т 
a la z + dr (fig. 157). Sobre un intervalo infinitamente pequeño 


-z M #' Fie) 


Fig. 157 

[x, т + dz] de la longitud dz la fuerza Ё (x) puede ser considerada 

como constante. Por eso el trabajo elemental de esta fuerza es igual a 
dA = F (2) dz. (1) 

a (1) desde х= a hasta z = b obtendremos 


Integrando la expresi 
el trabajo total 


(2) 


EJEMPLO ¿Qué tral 
5 cm, si una fuerza de 1! en 1 cm? 

Según la 16у de Hooke la fuerza elástica £ que actúa sobre ol resorte crece 
proporcionalmonte al alargamiento т del resorte, es decir, 


Fo kx. 
Aquí ol desplazamiento z está expresado en metros y la fuerza F en newtones. 
Para dotorminar el coeficiente de proporcionalidad % consideramos, según los 


atos del problema, que F = 100 N para z = 0,01 m, de donde 100 = %-0,01, 
10 000 т. En virtud de la fór- 


а un resorte para alargarlo on 


es decir, К == 10 000 y, por consiguiente, F 
mula (2) ol trabajo buscado es igual a 


0,05 
A= \ 100002 «= 5 0001 | 0:09 — 12,5). 


$ 8. Otras aplicaciones físicas 
de la integral definida 


Para ilustrar los métodos principales: 1) el método de la diferen- 
cial y 2) el métodó de sumas integrales en la teoría de la integral 
definida, examinemos unos ejemplos. 

EJEMPLO 1. La concentración de una sustancia (g/m?) varía en 
el agua según la ley 


2+1 (1) 
(с es la profundidad de la capa). 
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¿Qué cantidad de sustancia Q contiene una columna de agua 
vertical cuya sección transversal S = 1 m? y la profundidad varía 
де 0 a 200 m? 

Examinemos una capa infinitamente pequeña de la columna de 
agua de sección S y de espesor dz situada a la profundidad z (fig. 158). 

La cantidad de sustancia que contiene 
esta capa es igual a 


dQ=C-Sdr= PE 


de. @ 


Integrando esta е а de los 
límites e 0 hasta 200 obtendremos 


0=10 Еч эй Hot E йт = 


лое ае) —10(200 —In 201) = 
= 10- (200 — 5,3) = 1947 (8). 
EJEMPLO 2. ¿Cuál es la fuerza con la cual una barra homogénea 


0 z< 1 de densidad lineal ô atrae un punto material P (a) (a > D) 
de masa m (fig. 159)? 


Fig. 158 


= ss р 
7 р” t а 
== A | 
аз —— 
Fig. 159 


Según la loy de Newton un elemento infinitamente pequeño de 
la barra lx, х + dx] de masa б dz atrae un punto material Р con 
una fuerza cuyo valor es igual a 


dF= —k 225. (3) 


donde k es el coeficiente de proporcionalidad (constante do gravita- 
ción). Puesto que las fuerzas de atracción actúan en el mismo sentido, 
sus valores dF pueden ser algebraicamente adicionados y, por con- 
siguente, integrados (ya que una integral es el límite de una suma 
algebraica) 


1 
F=—km6 | =—&тё 
з 


= —kmb -+)=- 
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EJEMPLO з Determinar el valor de la fuerza de presión del agua 
sobre un disco vertical de radio R cuyo centro está sumergido en el 
agua a una profundidad H (H > 2R). 

Tomemos como eje Ox la recta vertical con el origen de coordena- 
das O que coincide con el centro del círculo (fig. 160). Partamos el 
círculo dado en n bandas horizon- 
tales estrechas de espesor Az, (i = 

+2... п). Examinomos 1а 
i-ésima banda AA'B'B de espesor 
Az, que se encuentra a la distancia 
z, del centro (fig. 160). Si Ar, es 
una magnitud pequeña, esta banda 
puede ser considerada de modo apro- 
ximado como un rectángulo, y por 
eso su área es 


AS, = AB-Ax,=2Y ETÀ Ar 


Considerando que el nivel de 
sumersión de esta banda es igual 
пет а Н — ту obtendremos según la 

ley de Pascal la fuerza de presión del agua sobre esta banda 


y (H —2,) AS, = 2y (H — z1) V EZA Аз, 
donde y es el peso específico del agua. 


Sumando estas expresiones obtendremos el valor aproximado de 
la fuerza de presión P que el agua ejerce sobre esta banda 


PY 2y (H— z) VEZ Ах. (4) 
La fórmula (4) es tanto más exacta, cuanto más pequeña sea Ат. En 


el límite, cuando п-> co y máx Az;— 0, obtendremos una fórmula 
exacta para la fuerza de presión del agua 


P= lím Ў 2y (H—2) У дА. (5) 


La suma (4) es la suma integral para la función 
На) =2y (4 — z) Y Ri 2%; 


por eso su límite es la integral definida correspondiente. Por consi- 
guiente, mediante (5) hallamos 


R 
P= | (Н —) VEZ ах= 2 RH. 
2а 
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EJERCICIOS 


Hallar las áreas de figuras limi 
4. Las parábolas y = 2%, y? = z. 
2. La hipérbola zy =a? y las rectas у= 0, z= b, = 2b (b > 0). 
3. La parábola y = 2z — 7° y el eje Oz. 


4. La curva de Agnesi y = A (a > 0) y el eje Oz, 


5. La curva у = е y las rectas z = 0 e y = e, 

6: La parábola y = 2 (z — 1) (3 — 2) y ol eje Ox. 

7. La parábola y? = 2 (z — 1) y la recta z = 3. 

8. La curva y as 2% y las rectas y = 2 y z = 0. 

9. Las parábolas y = 1 — 1° е y = 1t — 7. 

9.1. Hallar el área de la superficio limitada por la astroide = = a cos 3, 
y = азову (0< t< 2л). 

10. Hallar la longitud del arco del segmento de la parábola semicúbica 


Зал desde el punto 7, = 0 hasta el punto z; = 8. 


idas por las líneas siguientes: 


a 
11, Hallar la longitud del segmento de la curva y = 2 


del punto z m 1 basta el punto zs = e. 
11.1. Hallar la longitud de un arco de la cicloide 


1 
qa partir 


z= a(t— sent), y= a(i — соз) (0<:<2m. 


12. Construir la lemniscata pè = а? cos 2ọ y hallar el área de la superficie 
limitada por esta línea. 

13. Construir la rosa de tres pétalos» p = a sen ЗФ y ballar el área de la 
superficie limitada por esta línea. 

14. Calcular la longitud del arco de la espiral logarítmica 


р = ае“? (а> 0, т> 0), 


situad: 


en el interior del círculo р = a. 
15. Construir la curva p=2a sen? + y calcular la longitud de su arco. 


16. Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases son rectángulos de lados 
A, B y a, b y de altura igual a h. 

17. Intogrando, calcular el volumen de la esíera de radio R. 

Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor del 
eje Oz de una superficie plana limitada por las lineas siguientes: 

18. y = 2r = z, y = 0. 

19: Un semiarco de la sinusoido y = sen z o y = 0. 

20. y = sec т, y = 0, z= ыт. 

21. y = зї, y = 2z. 

Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor del 
eje Oy de una superficie plana limitada por las lineas siguientes: 

22. у (2) + y = h (paraboloide de revolución). 

23. y= et, y =0 yr =0. Е 
24. La velocidad de un punto varía en función del tiempo £ según la ley 


v= 0,018 [m/s]. 
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¿Qué comino recorrerá el punto en 10 s? ¿Cuál es la velocidad media de novi- 
miento; 

25. El calor espocífico do una sustancia а la temperatura £ es igual a с = 
=0,2 + 0001: [ ? =. 1 ¿Qué cantidad de calor hace falta gastar para calen- 
tar 1 g de sustancia desde 0 hasta 100 °С? 

26. La densidad lineal de una barra 0 < х < { de longitud 1 es igual а 


g= 4, son 32, donde 4, es una constante. Hallar la masa de la barra. 
T 1 


27. Un cilindro de 20 cm de diámetro y de 80 cm de longitud está leno 
de vapor a una presión de 100 N/cm*. Calcular el trabajo que debe ser efec- 
tuado para reducir а la mitad el volumen del vapor a la temperatura constante. 

28. Hallar la fuerza de presión efectuada por el agua sobre un panel vertical 
en forma de un semicírculo de radio a, cuyo diámetro está situado al nivel del 
agua, 


Capítulo XVI 


Números complejos 


$ 1. Operaciones aritméticas con números complejos 


Como se sabe, se llama número complejo a la expresión del tipo 
2=23+y=2+y (0) 
donde z e y son números reales e і ез la unidad imaginaria. 

Los números de forma z + ¿0 = = son idénticos а los números 
reales; en particular, 0 + 10 = 0. Los números de forma 0 + iy = 
= ly se llaman imaginarios puros. 

Los números reales т e y se llaman, respectivamente, la parte real 
y la parte imaginaria del número z y se designan del modo siguiento 


z=Rez, y=Imz e, 

Llámase módulo del número complejo z al número no negativo 

lz | = | (Re 2)? + (Im 2)? р = Ya у> 0. (3) 
Llámase número conjugado = del (1) al número complejo 


G=a+i(—yezr— iy (4) 
De este modo, 
Rez=Rez, Imz2=—Imz 6 
y E 
Ri=1zh (6) 


Está dofinida en el conjunto de números complejos la relación 
de la igualdad de dos números, así como las operaciones de adición, 
sustracción, multiplicación y de división, del modo siguiente. 

1. Sean 2, =z, + ig у 2, = х, + іу, En este caso, 


2 <> Re 3 = Rez, Imz = im z, 


a 


En particular, z = 0 <> Re z = 0, Im z = 0. 
I. дА £ 2, = (а +2) + in Ей). 
De aquí se deduce que 


Re (2, +2) = Re 2, + Rez, е 1а (4 + 23) =Imz, + Im 2, 
Ш. да, = (да, — ду) + i (ду, + zayi). 
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De aquí obtenemos, en particular, una relación importante 
P=(0+4)0+4)=(0-1)+:(0+0=-—4. @) 


Notemos que la regla de multiplicación 111 se obtiene formal- 
mente por medio de la multiplicación de los binomios z, + iy, 
y 2, + iy, teniendo en cuenta la (7). x 

Es también evidente que para z = z + iy y z = z — iy tenemos: 


az= |1|®= л®--у°% 


a ah rl луу) 0 
те БЕЯ E 
Son fáciles de verificar las propiedades siguientes: 


1) =, 6; 3) з= д2 4) (=) 


5) Re z= 2,1 s= 52. 


$ 2. Plano complejo 


Examinemos un plano respecto а las coordenadas cartesianas Оху. 
A todo número complejo z = z + ly se Je puede poner en correspon- 
dencia un punto del plano 2 (х, y) 
Y (fig. 161), esta correspondencia es 
biunivoca. El plano еп el que se rea- 
liza esta correspondencia se llama 


„и! 
=. Y plano complejo у en vez de números 
> sé —= Complejos se haco referencia a los pun- 
tos del plano complejo. 
E Los números reales están situados 
Fig. 464 


sobro el eje Ox; = т + Oi = z; por 
eso so Пата eje real. Sobre el eje Oy 
se sitúan los números imaginarios puros z = 0 + iy = iy; por eso 
él se llama eje imaginario. 

Notemos que r = |z | es la distancia del origen de las coordena- 
das al punto z. 


A cada punto z le corresponde su radio vector 07; el ángulo for- 
mado por el radio vector del punto z y el eje Oz se llama argumento 
Ф = Arg z de este punto. Aquí — оо < Arg z < +00. El argumento 
del punto cero z = 0 es arbitrario. El valor del Arg z el más pequeño 
en módulo se Паша valor principal y se connota arg 2: 


=a < args. (1) 
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Para el argumento q tenemos (fig. 161) 
с05ф= 1, snp=t, tgy=Z, (2) 


donde r= V zF. 


EJEMPLO. 1) arg2 = 0; 2) arg (—4) = л; 3) arg i = л/2. 


El módulo r y el argumento q de un número complejo pueden ser 
considerados (véase la fig. 161) como coordenadas polares del pun- 
to z. De aquí obtenemos 


а= ғсозф, у= гаф. 6 


De este modo, tenemos la expresión trigonemétrica del número 
complejo 


2= 2 + у = r cos ф + ir sen q == г (cos q + ¿sen ф), (4) 


donde r = |z |, ф = Arg z. 

TEOREMA 1. Para sumar números complejos se suman sus radios 
vectores (según la regla del paralelogramo). 

Efectivamente, зі el número 2, = 7, + iy, corresponde al punto 
de coordenadas (ту, уз), y el número z, = х, + іуз, al punto de 
coordenadas (Ze, ya), entonces al 
número Z, + 2, le corresponde el 
punto (2, + ть, Y, + Ya). Como los 
triángulos rectángulos de catetos 


"Л 


Fig. 162 Fig. 163 


T, € Ya, que vienen sombreados (fig. 162), son iguales, el cua- 
drilátero de vértices O, 2,, 2, + Za, 2; es un paralelogramo. Por Consi- 
guiente, el radio vector del punto z, + z, es 1а suma de los radios 
vectores de los puntos 2, y z, (comparar con el $ 2 del cap. XVIII). 


GOROLARIO. Puesto que | | es la longitud del vector От, 


kh +z 1 iza |+ lz 1 
19-0102 
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ткопкмл 2 Para restar números complejos se efectúa la sustracción 


de sus radios vectores. 
Puesto que 2, — 2, = 2, + (— 2), entonces 2, — 2, es igual 
а la segunda diagonal del paralelogramo construido sobre los vecto- 


res Os y О? (fig. 163), es decir, es igual a la diferencia de los radios 
vectores de los puntos 2, y 2, (comparar con el $ 3 del cap. XVIII). 
coroLaRlo La distancia entre dos puntos 2 y z' es igual a 


р, 2) = |221. 
$ 3. Teoremas sobre el módulo y el argumento 


teorema: El módulo del producto de números complejos es igual 
al producto de los módulos de estos números y el argumento del produc- 
to es igual a la suma de los argumentos de los factores. 
Efectivamente, si 
да = ту (cos фу + ¿sen фу), 2. = г (cos Pa + ¿sen (pa), 


tenemos 
2,2, = туго [сов фу соз (pa — Sen q, sen qa) + i (sen фу COS qa + 
+ cos q, sen фу) = тулу [cos (q, + Фа) + ¿sen (pi + фр). 


De aquí, 
| 2,20 | = ге = | ||! 
y 
Arg 2,22 = Q+ Фф: = Arg 2, + ATE Za [0] 
donde los valores de las funciones multívocas Arg, situados en los 
primero y segundo miembros de la igualdad (1), deben ser elegidos 
convenientemente. En adelante hay que tener en cuenta esta obser- 


vación. 
coroLaRto. El módulo de una potencia entera positiva de un número 


complejo es igual a la misma potencia del módulo de este número, 
y el argumento de la potencia es igual al argumento del número multi- 
plicado por el exponente de la potencia, es decir, 


Пар lz", Азро =nArgz 


(п es un número entero positivo). 
La demostración se deduce directamente del examen del producto 


de factores iguales. 


EJEMPLO Construir el punto z' = iz. Tenemos 
ре 1-1:1=121, 


Ага :' = Arg is = arg i + arg z = + arg z 
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Por consiguiente, cuando el vector Öz se multiplica рог і, gira en un ángulo 
recto en el sentido contrario al de las agujas del reloj (fig. 164). 


TEOREMA 2. El módulo del cociente de Y 
dos números complejos es igual al cociente 
de los módulos de estos números y el argu- 
mento del cociente es igual a la diferen- 
cia de argumentos del dividendo y del 
divisor. 

Sea 


БЫ 


Z = r, (cos q, + isen qa), 
Zg = г» (соз «pa + ¿sen qa) 0. 
Puesto que 


Fig. 164 


Za = ra (соз фу — ¿son Pa) = г, [сов (— qa) + ї зеп (— Ф), 
en virtud del teorema 1 tenemos 
гы ri соз Ф Ji sen фу i 


CO TEE фе 
= (eos фу + isen фу) [соз (— фа) + ¿son (9) 


ra (соз qu-+ {зеп qa) (cos фу — веп 
= Icos (P Фа) +isen (Ф Ф)] (1,70). 


De aquí, 


Arg $L фу a = Arg 2 Атаа, 


$ 4. Extracción de raíces de un número complejo 
Sea _ 
Y 1 =p (cos + isen 1), (1) 


donde 2 = г (соз p + ¿sen q). En este caso, en virtud del $ 3, 
tenemos 


z = [р (cosp + 1 зоп p)]" = р" (cos mp + i sen тр), (2) 
de donde obtenemos 
=r, np=q+2ka (k=0,+1,3+2,...). (3) 


De este modo 


АНІ 
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> Q+2kn angri kn 
p=Arg/2= 0027 ТЕЕТА 

Notemos que рог У? зе entiende aquí el valor aritmético de la raíz. 

Aquí es suficiente tomar por К sólo los valores К = 0, 1, 2, . 
.-., п = 1, porque para los res- 
tantes valores de k se obtiene la 
repetición de los mismos valores 
hallados de la raíz. | 

Por consiguiente, tenemos defi- 
nitivamente 


y = VTE (соз йен 4 
+ tsen Е) 
(k=0, 1, 2, 0... 0—10). (4) 


De la fórmula (4) se deduce que 
la raíz n-ésima de todo número 
complejo z 5 0 posee exactamente 
n valores. 


Fig. 165 


esempLo. Hallar W=Y—=1T+F1 Puesto que—t+t= VŽ х 
х (cos + caen 22), en virtud de la fórmula (4) tenemos 


За. Es 
E ла е шш 
[eos (FE) +в (5422) ] @к=о, 1, 2). 


De aquí, 
Me УЗ (= Prod), 
м2 [ов (F+) +i ($ 23)]= 


(cor atico л), 


E н 
ls 12 


mom (+) cn (2+4Ю]- 


1 (cos Pa tsen чул). 


Los puntos Wo, W, Wa son los puntos equidistantes situados sobre la circun- 
ferencia de radio y 2 (fig. 165). 
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$ 5. Noción de la función de una variable compleja 


Sean dados dos planos complejos Огу (plano 2) y О'ир (plano w). 

DEFINICION Si a todo punto 2 € E (E es el conjunto de puntos del 
plano 2) le corresponde, de acuerdo con una cierta ley f, un punto único 
Ww € E' (E' esel conjunto de puntos del plano w), se dice que w es 
función (unívoca) de z 


w=/f() (1) 


con dominio de definición E y cuyos valores pertenecen a E' (fig. 166). 
Si el conjunto de valores de la función / (2) agotan todo el conjun- 


Fig. 106 


to E”, entonces Ё” se llama conjunto de valores (dominio de variación) 
do la función 7 (2). En este caso escriben 


E = f (B). 0] 
Los conjuntos Е y E” pueden ser representados sobre un mismo plano 
complejo. 


y 


1 


Fig. 167 


De este modo, toda función compleja realiza una aplicación 
unívoca unilateral de un conjunto en otro. Gracias a esta propiedad 
las funciones complejas se utilizan en hidrodinámica y aerodinámica 
porque ellas permiten describir cómodamente la «historia» del movi- 
miento de un volumen de líquido (o de gas). 
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La rama de matemáticas que estudia las propiedades de las 
funciones complejas se llama teoría de funciones de una variable 
compleja. 


EJEMPLO. ¿Cuál es la imagen del sector Æ 


O<agz<F, 0<ls1<1 


(fig. 167, a) con la aplicación w = 2%? 
Tenemos 


agw=2agz<n у lwl=sjz? <i. 
Por eso, la imagen Æ’ es un semicírculo (fig. 107, 5). 


EJERCICIOS 
4. Hallar 1 ¡EDS 


v: 


2. Construir los dominios siguientes: 
a) 0< Res < 1; b) Im 1> 2; 0) 0 <agz < 5d) |41<4. 


3. Sea un cuadrado de vértices 0, 1, 1 + £, і en el plano z. ¿Cuál será su 
imagen por aplicación w = 22? 


Capitulo XVII 


Determinantes de segundo y tercer órdenes 


$ 1. Determinantes de segundo orden 
Llámaso determinante de segundo orden а la expresión 


a М ab, — ab o 


D= 


а, 0, 


(véase también el $ 5 del cap. 1). 

Los números a,, фу, az, Б se Патап elementos del determinante; 
ellos forman dos filas y dos columnas. En adelanto consideraremos 
siempre que todas Jas magnitudes examinadas son reales. 

La fórmula (1) da la regla de «desarrollo» (de cálculo) de un 
detorminante del segundo orden, a saber: el determinante del segundo 
orden es igual a la dijerencia de productos de sus elementos de la primera 
y la segunda diagonales 

Con ayuda de determinantes del segundo orden es cómodo resolver 
Jos sistemas lincales do dos ecuaciones con dos incógnitas: 


аг + by = с | @ 
аш + bay = сь 


Semejante sistema lineal, en el cual los términos independientes 
se encuentran en los segundos miembros será Jlamado, para precisar 
la idoa, sístema estandar. 

Por solución del sistema (2) se entiende todo par de números (z, y) 
que transforma este sistema en una identidad. Si un Lal par es único, 
la solución del sistema se llama única. Se introduce análogamente 
la noción de solución de un sistema que posee n incógnitas (n = 
=1,2,3,...). 

Para hallar Jas soluciones del sistema (2) aplicamos el método de 
eliminación. Multiplicando la primera ecuación del sistema (2) por ba, 
Ja segunda ecuación por » y sumándolas tendremos 


(a,b, — а) x = суб, — суб. (3) 


De un modo análogo multiplicando la primera ecuación del siste- 
ma (2) por az, la segunda ecuación por a, y sumándolas obtendremos 


(10, — а,б) y = ас, — азс. (4) 
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Introduzcamos el determinante del sistema 
“m b 
% da)” 


así como los determinantes auxiliares 


D 


в 


Notemos que los determinantes О, у D, se obtienen a partir del 
determinante del sistema D, por medio de la sustitución de los coefi- 
cientes de la incógnita indicada por los términos constantes corres- 


pondientes. 
Las ecuaciones (3) y (4) toman Ja forma 
Dz = 0, Dy= Dy 169) 
Si D 40, resulta que el sistema (2) tiene una sola solución 
a, v=% ®© 


(fórmulas de Cramer); se puede verificar por la sustitución directa del 
sistema (2), que el Sistema de números (6) es la solución dol siste- 
ma (2). 

onsprvacion Si el determinante D — 0, esto significa que el 
sistema (2) no tiene solución (es decir, es incompatible) о, al contra- 
rio, poseo una infinidad de soluciones (es decir, es indeterminado). 


EJEMPLO. Resolver el sistema 


72—6у=5. 
8:—7у= Lan} ш 
Тепотов 
D | e 48. 
= |8 al = —49448= —1, 
5 —6 71 $ 
р, = | al —35—6%=—95, Dy= le AS 
=—T0—40=—440, 
де donde, aplicando las fórmulas de Cramer (6) obtenemos 


0 
=1 


=110. 


Geométricamente, la solución (95; 110) representa el punto de intersección 
de rectas (7) 
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$ 2. Sistema de dos ecuaciones homogéneas 
con tres incógnitas 
Examinemos el sistema homogéneo 
ajr+by+ez=0, | a 
ах + bay +092=0. 
Este sistema es siempre compatible, porque admite evidentemen- 
to una solución nula z = 0, y = 0, 2 = 0. Sin embargo, es intere- 


sante hallar soluciones no nulas (т, y, 2) del sistema (1). Sea, por 
ejemplo, z 5 0. En este caso el sistema (1) puede sor escrito así 


z y 
ač +b = —с„ 
Ы М (2) 
AR — 
a b 
de donde, suponiendo que 2= |1 } |0, obtenemos 
z de 
e 
| (9) 
= 1/4 4 
—C, а cal” a 
Introduzcamos la matriz de coeficientes del sistema (1) 
a bh а 
а, da <, © 


Los determinantes del segundo orden D, D, y Ds que se ob- 
tienen a partir de la matriz (5) suprimiendo la columna correspon- 
diente, se llaman menores de esta matriz. De este modo, tenemos 


b e 
ba с. 


a e 
‚D= 


СЕ a 


Utilizando estas notaciones se puede escribir las ecuaciones (3) 
y (4) del modo siguiente 


de donde obtenemos 
z 


= (8) 


Las igualdades (6) son evidentemente justas también para la solu- 
ción mula. 
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De este modo, tenemos la siguiente regla: las incógnitas de un 
sistema homogéneo (1) son proporcionales a los menores correspondientes 
de su matriz de coeficientes tomados con signos apropiados. 

Designando por £ el coeficiente de proporcionalidad para las 
relaciones (6) obtendremos un sistema completo de soluciones del 
sistema (1): 


2=Dt, y=-—Di, 2=Di (оо << +оо). (7) 


Durante la deducción de las fórmulas (7) hemos supuesto que 
р = Р, 50. Sin embargo es fácil convercernos de que las fórmu- 
las (7) se quedan justas, si cualquier menor (por lo menos uno) D,, 
Da, Ds es distinto de cero. 
OBSERVACIÓN. Si todos los menores Юу, D¿, D son iguales а cero, 
el sistema exige un estudio especial. 
EJEMPLO Hosolver el sistema 
z—2y+ 
425—0 
Componiendo la matriz de coeficientes 


1-2 | 
4 s —ell* 


|= 2-9= -3, 


(8) 


hallamos sus menores 


afi- |=—6—2=-ав, 


731 -з+вла, 


Дан» la fórmula (7) el sistema completo de soluciones del sistema (8) es 
¡guiento: 


y= +18, 2=13, 


donde =o <t< 


F 
La solución no nula más simplo del sistema (1), que se obtiene cuando 
t= 1, es z = —3, y = 18, 2 = 1. 


$ 3. Determinantes de tercer orden 
DEFINICION 1. Por determinante de tercer orden se entiende 
la expresión 
в UN e 


D=la, b, ж Al > 


vol" a) 


в bs c 
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Los números as, бү, c; (i = 1, 2, 3) se Патап elementos del deter- 
тіпапіе; ellos forman tres filas y tres columnas del determinante. 

Desarrollando los determinantes del segundo orden (menores) de 
la fórmula (1) y agrupando los términos del mismo signo resulta 
que el determinante del tercer orden representa una suma de seis 
términos 


D = абс, + а,бус + абс, — абас. — абс — аду, (2) 
tres de los cuales se toman con el signo «+» y los tres restantes 
соп el signo «—». 


EJEMPLO. Calcular 

и. 259 
234 
345 


з (9) 


Aplicando la fórmula (1) tenemos 


34 24 23 
Dt: e в s +93 y [o 02 (943: (1)=0. 


Más abajo indicaremos los procedimientos más simples para calcular deter- 
minante le tercer orden. 


DEFINICION 2 Llámase menor del elemento del determinante de 
tercer orden al determinante de segundo orden obtenido a partir del 
determinante dado, suprimiendo la fila y la columna de este elemento. 

Por ejemplo, para el determinante (3) el menor de su elemento 2 
situado on Ја segunda fila y en la primera columna es el determinante 


Ге 


M —2. 


4 5 


En adelante diremos, para abroviar, que el elemento de un de- 
terminante de tercer orden ocupa un lugar par, si la suma de números 
de su fila y de su columna es un número par y un lugar impar, si 
esta suma es un número impar. 

DEFINICION з Llámase cofactor (complemento algebraico) de un 
elemento de un determinante de tercer orden al menor de este elemento 
tomado con el signo «+», si el elemento ocupa un lugar par y con el 
signo «~-», si su lugar es impar. 

De esto modo, si M es el menor del elemento del determinante, 
i y j son el número de la fila y el número de la columna, respectiva- 
mente, su cofactor es 


A = (AM. 


Por ejemplo, para el elemento c, del determinante (1) que se en- 
cuentra en la segunda fila y en la tercera columna, su cofactor 
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а by 
=(= 
сеа и 


а b 
а Ы 


Los signos correspondientes que obtienen en esto caso los menores 
de elementos del determinante pueden ser dados por la tabla 


En adelante nos pondremos de acuerdo para designar los com- 
premientos algebraicos de los elementos del determinante con las 
etras mayúsculas correspondientes. 

TEOREMA DEL DESARROLLO Æl determinante de tercer orden es igual 
a la suma de productos pares de elementos de cualquier fila o columna 
por sus complementos algebraicos. 

De este modo, para el determinante (1) son justos seis desarrollos 


siguientes: 
D= aA, +b,B, +6,01 
D= а,А,-+Ь,В,+с,С„, 
раздз +0yBy+04Cs 


D- У 


(4) 


D=0,B,+0,B,+048Bp © 


Dæ elit elat Cs 
Es fácil verificar que las fórmulas (4) y (5) dan la, misma expre- 
sión (2) tomada como definición. 


OBSERVACION. Con ayuda de las fórmulas de tipo (4) y (5) so puede introducir 
por inducción los determinantes de orden superior. 


$ 4. Principales propiedades de los determinantes 


А} formular estas propiedades no indicaremos el orden del deter- 
'minante, porque ellas son justas para los determinantes de cualquier 
orden. 

I. (Equivalencia de filas y de columnas). El valor de un determi- 
nante no varía cuando todas sus filas se reemplazan por columnas corres- 
pondientes, es decir 


а bc а, а, а 
а by с|=|5, de da. (1) 
ay b, cs а Ca б 
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Efectivamente, desarrollando el primer determinante según los 
elomentos de la primera fila y el segundo” determinante según los 
elementos de la primera columna, obtendremos, de acuerdo con el 
teorema del desarrollo ($ 3), un mismo resultado. 

П. Si se reordenan los términos de dos filas paralelas del determi- 
nante, su valor absoluto conserva el valor inicial y su signo se cambia 
por el opuesto. 

Sea, por ejemplo, que en el determinante 

a be 
D=|4, da c, (2) 
в bc 


están reordenadas la primera y la segunda filas, en este caso obten- 
dremos el determinante 
ES 
B=la, b «|. (2) 
а by с 


Desarrollando el determinante Ô según los elementos de la segun- 
da fila y teniendo en cuenta el hecho de que durante la reordenación 
de dos filas se ha cambiado la paridad de los lugares de estos ele- 
mentos, tendremos 


Ď = a (A) + b (— В) + c (~ С) = — D. 


Se obtiene también el mismo resultado en otros casos. 
COROLARIO 1. Sien un determinante los elementos de una fila son res- 

pectivamente iguales a los de la otra fila, este determinante es igual a cero. 
Efectivamente, sea por ejemplo, 


a Л e 
D=fa, b с, 
аз bc 


Permutando en este determinante las dos primeras filas, obten- 
dremos, en virtud del teorema, el determinante — D. Pero es eviden- 
te que esta operación no modifica el determinante D; por eso — D = 
= D y, por consiguiente, D = 0. 

coroLanio 2 La suma de los productos pares de elementos de una 
fila de un determinante por los complementos algebraicos de los ele- 
mentos correspondientes de otra fila paralela es igual a cero, es decir, 
para el determinante (2) tenemos 


аА, +0,8,+- С, = 0, 
2,4, +0,B,+0/C,=0 


a 
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etc., así como 
aB,+0,B,+0,B,—0, 
абү+ абу+ 3—0 


etc., (en total se pueden escribir doce igualdades de este tipo). 

Los primeros miembros de todas las igualdades (3) y (4) represen- 
tan los desarrollos de los determinantes correspondientes de tercer 
orden, que contienen dos filas iguales paralelas y, por consiguiente, 
son iguales a cero. Por ejemplo, 


(4 


ab a 

аА, + ЬВ,-+с,С, = |а, b с, | =0 

в by cs 

(aquí el desarrollo debe ser efectuado por la segunda fila). 


IIL. Se puede sacar fuera del signo del determinante un factor 
común de los elementos de una fila, es decir, 


ka, kb, Key a be 
a, b, |= |а b, cl, 
ау by су a, by с, 


ete. 
Esta propiedad se deduce directamente del desarrollo del deter- 
wminanto según los elementos de la fila correspondiente. 
CoRoLARIO 1 5: todos los elementos de una fila cualquiera de un de- 
terminante son iguales a cero, el determinante es igual a cero. 
coxotamo 2 Si los elementos de una fila cualquiera de un determi- 
nante son respectivamente proporcionales a los elementos de una otra 
fila, el determinanle es igual a cero. 
Por ejemplo, tenemos 


а bc а be 
kay kb, ke = |а, b c|=0, 
ав by с аз dy су 


eto, 
IV. Si еп un determinante los elementos de una fila son sumas 
de dos sumandos, el determinante puede ser descompuesto en la suma 
de dos determinantes correspondientes. 

Por ejemplo, tenemos 
ata, W+B aty 

в, ba €. = 

а; bs з 

=(a +a) A, +(0,+B) Bite +y) С, 
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= (а,А,+%В,+ С) + (0,4, +BB, + 101) = 
а b с = 6. 
=|4 be cap + |, da 
в bs cs a, dy 
ete. 


соногАнто. El valor del determinante no cambia, si se añaden (о res- 
tan) a los elementos de una fila cualquiera números proporcionales 
а los elementos de una otra línea paralela con el mismo coeficiente de 
proporcionalidad (Mamadas «transformaciones elementales del “deter- 


minante»). 
Efectivamente, sea 
а ba 
D=|la, dy cal. 
в dy с 


Examinemos, por ejemplo, los determinantes 
а 3 Ка. biż kb, c£ ke, 

D=| a ba c, 

в; bs % 


Utilizando las propiedades IV y Ш tendremos 


a bic а, bc 
Dela, b, |а, ba c|=D+k-0=D. 
а ba c| las bs е 


Las transformaciones elementales dan ım procedimiento cómodo 


para el cálculo de determinantes. 


EJEMPLO. Calcular el determinante simétrico 
123 
£ ijs 
321 


D= 


Restando la primera fila multiplicada por dos de la segunda fila y la pri- 


mera fila multiplicada por tres de Ja tercera fila obtendremos 


e E 3 
0-3 —5 


=] To |-2410=a. 
о —4 —8 


D= 
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$ 5. Sistema de tres ecuaciones lineales 
Examinemos un sistema lineal estándar de tres ecuaciones 
au by +e12=dy 
aja + by +02=dg, 
at + bay + суз = dy, 


cuyos términos independientes se encuentran en los segundos miem- 
bros. Por solución del sistema se entienden los tres números (z, y, 2) 
que satisfacen esto sistema. 

Introducimos el determinante del sistema 


(1) 


а bc 
Ю=|а, ba cal, (2) 
а dc 
así como los determinantes auziliares 
а а d, а bd, 
|. Б„=| d, csl. bs da (3) 
e в dı cs bs d, 


cando sucesivamente las ecuaciones del sistema (1) por 
los complementos algebraicos A,, As, Аз de los elementos corres- 
pondientes ау, аз, аз de la primera columna del determinante D 
obtendremos 
(аА, + а,А‚ + 014) х + (bA, + 6,4, + 54) у + 
+ (141 + 24, + 0449) 2 = dsd + 4,4 + des (4) 
de donde, aplicando el teorema de desarrollo ($ 3) y el corolario 2 de 
la propiedad IJ, tendremos Ох + 0-y + 0:2 =D, es decir, 
Dz =D. (5) 
De un modo análogo, utilizando los complementos algebraicos 


de los elementos de la segunda y la tercera columnas del determinan- 
te D, hallamos 


ру= р, Di=D,. (5) 
Si el determinante del sistema D +0, a partir de las ecuacio- 

nes (5) y (5') obtenemos la solución única del sistema (1): 
a, y, 2:40 (5) 


1) De hecho, hemos demostrado que si la solución del sistema (1) existe, 
ella se expresa por las fórmulas (6). Con reemplazos inmediatos uno puedo cer- 
ciorarse de que cuando D + 0, las fórmulas (6) brindan la solución del sistema 
(1). 


$ 6. Sistemas homogéneos de tres ecuaciones lineales Е 


De este modo tenemos la regla de Cramer: las incógnitas de un 
sistema lineal estándar (1) con determinante no nulo, son fracciones 
cuyo denominador es el determinante del sistema y los numeradores son 
iguales a los determinantes auxiliares correspondientes. 

OBSERVACION Si el determinante del sistema D == 0, este siste- 
ma (1) es incompatible o tiene una infinidad de soluciones. 

EJEMPLO. Resolver el sistema 

1+2y+32=1, 
24 dy m0, ) 
3z+y +=. 

Tenemos 
123 
2314 
341 2 


D 


Restando la primera columna multiplicada por dos de la segunda columna 
y la primera columna multiplicada por tres de la tercera columna, obtendremos 


ton. 4 à 
D=|2 4 -5 ыы =7—25= —18 24 1 
3 —5 —7 


Vara los determinantes auxiliares hallamos los valores siguientes: 
4 2:58 
оз 41|= 
naa 


ny» 


Aplicando la regla de Cramer obtenemos la solución del sistema: 
5 ЖЕ 

E 

$ 6. Sistema homogéneo de tres ecuaciones lineales 


Examinemos el sistema lineal 


ar+by+ej:2=0, } 


аз + 004-620. 
at + bay +-932=0. 


cuyos términos independientes son iguales а cero. Este sistema lincal 
se Пата homogéneo. 


21-0102 


(09 
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El sistema lineal homogéneo (1) admite evidentemente una 
solución nula т = 0, y = 0, z = 0 y, por consiguiente, es siempre 
compatible. 

Es interesante estudiar los casos cuando el sistema homogéneo 
posee soluciones no nulas, 

TEOREMA. Un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incóg- 
nitas posee soluciones no nulas, st y sólo si, su determinante es igual 
a cero, es decir, 


а 0, а 
р= |а, b, е, |--0. 2) 
в bs с 


DEMOSTRACIÓN Supongamos que el sistema (1) tiene una solución 
no nula (д, Ys 2)). Si su determinante D 0, entonces en virtud de 
Jas fórmulas de Cramer el sistema (1) posee solamente la solución 
nula, lo que contradice el supuesto. Por consiguiente, D — 0. 

Sea D = 0. En este caso, el sistema (1) es incompatible o tiene 
una infinidad de soluciones. Pero nuestro sistema es compatible 
porque posee una solución nula. Por consiguiente, el sistema (1) 
admite una infinidad de soluciones, incluso no nulas. 


OBSERVACION Indiquemos un procedimiento que permite hallar las solucio- 
nes no nulas del sistema (1) en el caso típico. 

Sea el determinante del sistema D == 0. Supongamos que no todos sus 
menores del segundo orden son iguales a cero 

Supongamos gue 


A 
а. ba 


+ (3) 


ко siempre se puedo alcanzar con ayuda de una reordenación de ecuaciones y 
le un cambio de la numeración de incógnitas). 
Examínomos el subsistema compuesto de las dos primeras ecuaciones del 


sistema (1): 
ax + bw + се =0, н) 
аут + bay + сз = 0. е 
En virtud del $ 2 las soluciones de este sistema son las siguientes 
z= A, у= Вы, z= Су (5) 
(оо < t < +00), donde Ay, Ba, Cs son los complementos algebraicos corres- 


pondientes. Sustituyendo estos números en la tercera ecuación no utilizada del 
sistema (1) y teniendo en cuenta que el determinante D = 0, obtendremos 


asz + bay + сз = (0545 + 558, + 00) 1 = Dt шз 0. 


Por consiguiente, las fórmulas (5), donde ż es arbitrario dan todas las 
soluciones del sistema completo (1). 

“Geométricamente las ecuaciones del sistema (1) son las ecuaciones de tres 
planos en el espacio Ozye (véase ol § 2 del сар, XIX). Si el determinante D zt б 
estos planos se intersecan en un solo punto O (0, 0, 0); si el determinante D = 0, 
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pero no todos sus menores del segundo orden son iguales а cero, estas planos so 
Intorsecan en nuestro caso según una recta (como las «hojas de un libro»). Hemos 
dejado sin examinar el caso cuando los tres planos se juntan. 


$ 7. Sistema de ecuaciones lineales 
con numerosas incógnitas. Método de Gauss 


Examinemos el sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas 


аиа ауага ++ арада =â, nn 
ада Aleta cd + адат = tz, пә, (1 


aniti апат. апл 


sabor, el cooficionto 
do la ecuación y para el segundo }, 


indepen” 
n (@=1,2,...,л). 
Д ver el sistema (1) es el método de climinación. 
Vamos a oxplicarlo en forma del esquema de Gauss (habitualmento denominado 
método de Gauss). 


Sea, para precisar, ауу чё 0 el «coeficiente dominante». Al dividir todos los 
términos de la primera ecuación por an tendremos una ecuación reducida 


+ ant = апын (2) 


+ Ayers + 


donde 


ay (у=1,2,. 


сз n4t). 


Ехапипетоз la i-ésima ecuación del sistema (1): 


аата + аата 5 + antn = ain sy (4) 


Para hacer desaparecer г; en esta ecuación multipliquemos la ecuación reducida 
(2) por аз y restemos Ja ecuación obtenida de la ecuación (4). En este caso ten- 

remos 
ant... Hap з аә 5) 


donde 
maja 02, 3, +4) (6) 
De este modo obtenemos un sistema más corto 


арна ара, 


в) 


ааа а 


cuyos coeficientes зе determinan mediante las fórmulas (б). 

51 su coeficiente dominante a$} чё 0, entonces aplicando el procedimiento 
indicado arriba se puede excluir =, del sistema (7), los nuevos coeficientes serán 
calculados con ayuda de las fórmulas de tipo (6), etc. Esta parte de cálculos se 
llama paso directo del método de Gauss. 


20. 
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Para determinar las incógnitas r,, хз, 


ИЕ ‚ х, ехатіпетоз la ecuación 
reducida 


itant. -Hanin 


(8) 
за. 
De donde hallamos sucesivamente las incógnitas (paso inverso) 
С 


од, nei — Anën — 


Notemos que las operaciones (9) se hacen sin división. 

Si un coeficiente dominante de turno resulta ser igual a cero, es conv 
permutar adecuadamente las ecuaciones del sistema. Es posible que el sistema 
(1) sea incompatible. En este caso, el método de Gauss es naturalmente irreali- 
zal 


ад, петата 507 блата 


EJEMPLO. Resolver por medio del método de Gauss el sistema 
2л —3лу+ алу = 29, 
3x, +42, =й | 
Az + 21443239. 


Componemos la tabla do coeficiontes del sistema (10), considerando los 
términos independientes del mismo para z° = 4. 


(10) 


2 -3 4 ЕД 23 
3 4 -2 -1 -6 1 
4 2 3 9 18 
E Е A ТЫ: МЫ ж. д! 
—40,5 
cid п 
Y Lis’ 
—10.75 
Tror ш 
4 
1 3 4 
1 -2 A 1v 
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La última columna У) contiene las sumas de elementos de las filas corres- 
pondientes de la tabla; esta columna sirve para controlar los cálculos, 
Considerando ol coeficiente 2 marcado como dominante y dividiendo, por 
este coeficiente todos los elementos de la primera fila de la tabla (incluyendo lo 
que figura en la' columna У)) obtenemos los coeficientes de la primera ecuación 
reducida (véase la tabla). El control corriente de cálculos consiste en asegurar 
que el elemento de la columna У) es igual а la suma de todos los otros elemen- 
tos de esta linea. Con esto termina el llenado de la sección I de la tabl 
Luego, utilizando la fórmula (6), calculamos los coeficientes del sistema 
corto que no contieno la incógnita т. Para más claridad llamaremos reducida 
а la línea que contiene los coeficientes de la ecuación reducida y a la columna 
que contieno el coeficiente dominante do la sección la llamaremos dominante. 
n esto caso, partiendo de la fórmula (6), se puede enunciar la siguiente regla: 
los coeficientes transformados del esquema de Gauss son iguales а sus coeficientes 
iniciales menos el producto de sus «proyecciones» sobre la línea reducida y la columna 
dominante correspondientes. Aplicando esto llenamos la sección 11 do la tabla 
incluyendo la columna de control. Рага comodidad de los cálculos tomamos el 
elemento В en calidad de coeficiente dominante de la sección 11 (véase la tabla). 
Actuando de modo análogo llenamos la sección 171 do la tabla. Así concluyo 
el paso directo del método de Gauss. 
qu as incógnitas za, т у т so determinan sucesivamente a partir do ocuaciones 
reducidas 


„=з, 
л, — 0,6252) = —3,875, 
ж — 4,529 + 2x9 = 10. 
De donde, 
23 
аа = —3,875 + 0,0253 = —2, 
ж, = 10 — 2-3 +4 4,5-(-2) = 4 


pmet verso). Los resultados del paso inverso se incluyen en la sección IV de 
la 


Notemos que si se toman como términos independientes los elementos do 
la columna У) se obtiene para las incógnitas los valores ху = 4, z, = —1, 


2) = 2 que superan en una unidad los valores do las incógnitas гу, т, лү. Esta 
circunstancia permite el control final de los cálculos. шы. 


EJERCICIOS 

Calcular los determinantes del segundo orden: 
1 | Мене —sen a 
B- sna cosa 
2. Resolver con ayuda de determinantes el sistema 


z+ 0,9y 
14 + 
3. Hallar las soluciones del sistema 
2+0=4, 
2z + 2y = а 


(а. es un parámetro). 
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4. Hallar el punto de intersección de las rectas 
5r+ay=1 
z— 5y = —3 


е ез un parámetro). 
- Resolver el sistema 
z— 3y +52 
1: — 9 — 12 0) 
Indicar alguna solución entera no nula de este sistema. 
6. Calcular los determinantes del torcer grado: 


0.42 12 3 no» 
ala озу з ol; ofi 2% оза). 
2-30 132 02 в 

7, Resolver la ecuación 
4 1 
1 2-1 о 
1 1 :—4 


8. Resolvor con ayuda de determinantes el sistema 
—243y4 511, 
d+ y +32, } 


Sz+3y—:= —3. 


9. Resolver el sistema 


2zr—3y+4z=0. 
day 470, 


ar=0, 
=+y=0. } 
a+i=0 


+24 =0, } 


10. Resolver el sistema 


@ oa ua parámetro) 
1. Mediante el mi 


odo de Gauss, resolver el sistema 


Capítulo XVIII 
Elementos de álgebra vectorial, 


$ 1. Escalares y vectores 


Una magnitud que se caracteriza completamente por su valor 
numérico en un sistema do unidades elegido se llama magnitud esca- 
lar o simplemente escalar. Tales, son, por ejemplo, la masa y el 
volumen de un cuerpo, la temperatura de un medio, etc. Un escalar 
se determina por un número que puede ser positivo, negativo o igual 
а cero. 

Una magnitud que además de su valor numérico se caracteriza 
también por su dirección y sentido se llama magnitud vectorial 


Fig. 168 Fig. 169 


o simplemente vector. Tales son, por ejomplo, la fuerza, el desplaza- 
miento, la velocidad, etc. Un vector se determina por un número 
y una dirección. 

Los vectores se designan generalmente por letras gruesas, por 
ejemplo, a. Geométricamente el vector se representa por un seg- 
mento orientado en el espacio (fig. 168); se utilizan en este caso la 
designación a = AB, donde el punto A es el origen del segmento 
y el punto B es su extremo. En adelante para más claridad considera- 
remos los vectores como segmentos orientados. 

Llámaso módulo (longitud) del vector a 


lata 


su valor numérico sin tener en cuenta su dirección. (Naturalmente, 
> > 

| AB | designa el módulo del vector АВ). El vector 0 cuyo módulo es 

igual a cero se llama vector nulo (la dirección del vector nulo es 

arbitraria). 
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So dice que dos vectores a y b son iguales, si ellos están situados 
sobre rectas paralelas o coincidentes (paralelismo en sentido amplio) 
y poseen una misma longitud y están dirigidos en un mismo sentido. 
Convenimos en no distinguir los vectores iguales e introduciremos de 
este modo la noción de vector libre. En otras palabras, un vector libro 
Puedo ser transportado a cualquier punto del espacio a condición de 
que la longitud y la dirección del mismo siguen siendo las mismas. 
En particular, los orígones de vectores libres pueden estar en un 
punto común. En adelante expondremos la teoría de vectores libres 
en el espacio de tres dimensiones. 


$ 2. Suma de vectores 


DEFINICION Llámase suma de varios vectores, por ejemplo, a, b, 
e, d (fig. 169) al vector 


s=a+b+o+d 


igual en magnitud y en dirección a la resultante OM de la línea quebrada 
lel espacto, construida sobre estos vectores. 


F 
; 
У 


Fig. 170 Fig. 171 


En el caso de dos vectores а y b (fig. 170) su suma s está represen- 
tada por la diagonal del paralelogramo construido sobre estos vecto- 
res que parte de su punto de aplicación común (regla del paralelo- 


gramo). 
Puesto que en un triángulo la longitud de uno de los lados es más 
pequeña que la suma de otros dos lados, la fig. 170 nos da 


la+bl<jal+1b1 
es decir, el módulo de la suma de dos vectores no supera la suma de 
módulos de estos vectores. 
En el caso de tres vectores а, b, с 
a la diagonal OM del paralelepípedo construido sobre estos vectores 
(regla del paralelepipedo). 


171) su suma а es igual 


$ 4 Multiplicación de un vector por un escalar зз 


Es fácil verificar que para la adición vectorial son justas las 
propiedades siguientes: 
1) propiedad conmutatiwa 


a+b=b4a, 
es decir, la suma vectorial no depende del orden de sumandos; 
2) propiedad asociativa 
ar(b+o=(a0+d)+ce=a+b+o, 
es decir, la suma de tres (o más) vectores no depende del orden de coloca- 
ción de los paréntesis. BS 
Para cada vector a = ОА (fig. 172) existe wn vector opuesto 
— а = дА' que tiene una misma longitud, pero está dirigido en 
-a а 
A Y А 
Fig. 172 


sentido opuesto. Según la regla dol paralelogramo tenemos, eviden- 
temente, 
a + (~a) = 0, 


donde 0 es el vector nulo. 
Es fácil verificar que 
a -+0 =a. 
$ 3. Diferencia «de vectores 
Se llama diferencia de vectores a y b (fig. 173) al vector 


Po deb 
tal, que 
b+d=a, Ms 
Notemos que en el paralelogramo construi- 2 


do sobre los vectores dados а y Б (fig. 170) 7; 
su diferencia está representada por la segunda 
diagonal, convenientemente orientada de este Fig. 173 
paralelogramo. 

El fácil verificar que es justa la regla siguiente de sustracción: 


a—b=a+(-b). 


$ 4. Multiplicación de un vector por un escalar 


DEFINICION. Llámase producto de un vector a por un escalar 
k (fig. 174) a un vector 
b = ka = ак 
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de longitud b = | К | a, cuya dirección: 1) coincide con la dirección del 
сир а si k > 0; 2) es de sentido contrario si К < 0; 3) es arbitraria 
si k=0. 


ha (40) a ЕЛ 
oma 


Fig. 174 


No es difícil de convencerse de que esta operación vectorial poseo 
las siguientes propiedades: 


1) (k + l)a = ka + la, 
k (a + b) = ka + kb 
2) k (la) = (kl) a; 
3) i-a =a, (—tja=—a, 0а- 0 


(k, 1 son escalares). 
EJEMPLO. (а + 5) + (а — 5) = 2a. 

Si un vector no nulo a se divide por su longitud a = | a | (es de- 

cir, se multiplica por el escalar 1/a), se 

7 obtiene un vector unitario e llamado orto de 

mismo sentido. e = a/a. De donde se 

deduce la fórmula estándar de un vector 


а = ae. 4) 
La fórmula (1) es formalmente justa 


también para un vector nulo a == 0, donde 
а = 0 y e es un vector unitario arbitarario. 


7 $ 5. Vectores colineales 
DEPINICION. Dos vectores а = ОА y b= 


са 
= 0'В (fig. 175) se Патап colineales, si ellos 
son paralelos en sentido amplio (es decir, si están situados sobre 
rectas paralelas o sobre una misma recta). 

Como la dirección de un vector nulo es absolutamento arbitraria, 
se puede considerar que el vector nulo es colineal a cualquier vector. 

TEOREMA. Dos vectores no nulos a y b son colineales, si y sólo si, 
ellos son proporcionales, es decir, si 


b= ка a) 


Fig. 175 


(k es un escalar). 
DEMOSTRACION 1) Supongamos que los vectores a y b (a 520, 
b 0) son colineales y e, e’ son sus vectores unitarios. 
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Tenemos 
a=ae y b=be. (2) 
Es evidente que 
е = +e, (3) 


donde el signo «+>» corresponde а los vectores a у b de igual sentido 
y el signo «—», a los vectores а y Б de sentidos opuestos. 
Do las fórmulas (2) y (3) deducimos que 


b= tbe = +> (ae) = + ta. 


De donde se deduce la fórmula (1), donde К = +2, 


2) Si la igualdad (1) está cumplida, el carácter colineal de los 
vectores a y b se deduce inmediatamente del sentido de la multi- 
plicación de vectores por un es- 
calar ($ 4). 


$ 6. Vectores coplanares 


DEPINICION. Tres vectores a, b 
y є se llaman coplanares, si ellos 
son paralelos en sentido amplio a 
un cierto plano (es decir, son para- 
lelos a un plano o están situados 
en este plano). 

Se puede decir también que 
los vectores а, b y с son coplana- Pig. 176 
ros si, y sólo si, ellos después de 
levarse а un origen común, se encuentran en un mismo plano. 

De acuerdo con la definición, tres vectores, entre los cuales por 
lo menos uno es nulo, son coplanares. 

"TEOREMA. Tres vectores no nulos, a, b y e son coplanares si, y solo 
si, uno de ellos es una combinación lineal de los otros dos, es decir, por 
ejemplo, 


є = ka + 1 (1) 
(k, l son escalares). 

DEMOSTRACION 1) Supongamos que los vectores a, b y соп co- 
planares, están situados en un plano P (fig. 176) y tienen un punto 
de aplicación común (origen común) O. 

Supongamos primeramente que estos vectores no son todos coli- 
nealos do par en раг, por ejemplo, los vectores а y b no son colineales. 
En este caso, descomponiendo el vector с en una suma de vectores 
Ca у сь respectivamente colineales а los vectores а y Ь obtendremos, 


ae Сар. ХҮІІ. Elementos del álgebra vectorial 


en virtud del $ 5, 
е = ca + сь = ka + lb, 2 


donde k y l son los escalares correspondientes. 
Si los vectores a, b, с son colineales de par en par, se puede 


escribir 
c = ka = ka + 0b, (3) 


y resulta que de este modo de nuevo se satisface la condición (1). 


2) Recíprocamente, si, los vectores а = DA, b = OB y с = ÖC 
(fig. 176) satisfacen la condición (i), en virtud del sentido de las 
operaciones vectoriales correspondientes, el vector с está situado 
en un plano que contiene los vectores a y b, es decir, estos vectores 
son coplanares. 

EJEMPLO. Los vectores a, a + b, а — b son coplanares, porque 


1 1 
в=-у (a+D)+ 3 (ab). 


$ 7. Proyección de un vector sabre un eje 


Llámase eje a una recta orientada. El sentido de la recta está 
generalmente indicado por una flecha. El sentido dado dol ojo se 
considera positivo, el otro зе 
Пата negativo. 

DEFINICION 1. Llámase proyec- 
ción de un punto A sobre un eje 1 
(fig. 177) a labase A' de la perpen- 
dicular АА' trazada del punto A a 
este eje. 

Aquí se entiende por perpen- 
dicular АА’ la recta que inter- 

Fig. 177 seca el eje Г y forma con éste un 

ángulo recto і). De este modo, la 

proyección A” es la intersección del eje 1 con el plano que pasa por el 
punto А y es perpendicular al eje /. 


DEFINICIÓN 2. Llámase componente de un vector а = AB respecto 
al eje 1 (fig. 177) a un vector 


a - 17 


cuyo origen А’ es la proyección del origen A del vector a sobre el eje 1 
y cuyo extremo В' es la proyección del extremo В de este vector sobre el 
eje 1. 


1) Recordemos que todos los objetos geométricos se examinan aquí en el 
espacio tridimensional. 
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DEFINICION з Llámase proyección de un vector a sobre un eje 1 
a un escalar 


a=+ 1471 
igual а la longitud (al módulo) de componente a' respecto al eje 1 toma- 


do con el signo más, si la dirección de la componente coincide con la 
del eje L y menos en caso contrario. 


Si а = 0, consideran que A 

а= 0. а Ї 
Notemos que si e es el vector | 

unitario del eje 2, para la compo- т 

nente а” es justa la igualdad 


а' = ае. a) 

TEOREMA 1. La proyección deun 

vector a sobre el eje 1 es igual al 

producto de la longitud a del vec- 

dor por el coseno del ángulo for. 

mado por la dirección del eje y la 
del vector, es decir: 


а= асозф, Фф = (a, l). (2) 


DEMOSTRACION Puesto que el vector a = ОА es libre (fig. 178), se 
puede suponer que su origen O se encuentra sobre el eje L 
4) Si ol ángulo q formado por el vector a y el eje Г es agudo (0< 


<< 5), la dirección de la componente а’ = ОА’ del vector а 
coincide con la del eje 1 (fig. 178, a). En este caso tenemos 


Fig. 178 


as = proyja = + | ÕÄ' | = | JÄI cos q = a соз q. 


2) Si el ángulo p formado рог el vector а у el eje 2 es obtuso 
(E < 9 < =) (fig. 178, b), la dirección de la componente а' = 0А' 
del vector а es opuesta а la del eje 1. En este caso obtenemos 


а, = proyya = — |ОА' | = — | ОА | соз (x — q) = a cos q. 


De este modo, la fórmula (2) queda demostrada. 

GOROLARIO 1. La proyección de un vector sobre un eje es: 1) positiva, 
si el ángulo formado por el vector y el eje es agudo; 2) negativa, si este 
ángulo es obtuso; 3) igual a cero, si este ángulo es recto. 

COROLARIO 2. Las proyecciones de vectores iguales sobre un mismo eje, 
son iguales entre sí. 

TEOREMA 2. La proyección de la suma de varios vectores sobre un eje 
dado es igual a la suma de las proyecciones de estos vectores sobre este eje. 
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DEMOSTRACIÓN Sea, por ejemplo, 
s=a+b+e, 


donde (fig. 179) a = ОА, b= AB y с = BC y, por consiguiente, 
з= 00. 

Designando lus proyecciones de los puntos O, А, B, С sobre el eje 
1 por 0', A', B', С' y teniendo en cuenta el sentido de las componen- 
tes (véaso la fig. 179) tenemos 


Proy, а = + 1070] HOR AB O 
= proy¡ a + ргоу b + proy; c, (Зу 


lo que se debía demostrar. 
COROLARIO La proyección de una línea vectorial cerrada sobre cual- 
quier eje es igual а cero. 


Fig. 179 


TEOREMA 3. Al multiplicar un vector por un escalar, su proyección 
sobre el eje dado se multiplica por este escalar, es decir, 


ртоу (ka) = k proy; a. (4 

La fórmula (4) se deduce del teorema 1 y del sentido de la multi- 

plicación de un vector por un esca! 

COROLARIO. La proyección de una combinación lineal de vectores es 

igual a la combinación lineal de las proyecciones de estos vectores, es 
decir, 


ргоу; (ka + k,b) = К, ргоу a + К, ргоу b. 


$ 8. Coordenadas cartesianas en el espacio 


Sean (fig. 180) Oz, Oy, Oz, tres ejes mutuamente perpendiculares 
en el espacio tridimensional (ejes de las coordenadas) que parten de 
un punto común O (origen de las coordenadas) y forman tres números 
derechos (es sistema derecho de coordenadas), es decir, orientados 
según la regla de sacacorchos. En otras palabras un observador diri- 
gido según el eje Oz, el giro más corto del eje Ол hacia el eje Oy, es 
a sinistrorso. Tres planos Oyz, Ozz, у Оту, mutuamente perpendicu- 
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lares que pasan por los ejes correspondientes, se llaman planos de las 
coordenadas; ellos dividen todo el espacio en ocho octantes. 
Para cada punto M del espacio (fig. 180) existe un radio vector 


г = ОМ cuyo origen es el origen de las coordenadas O y cuyo extre- 
mo es el punto dado М. 

DEFINICIÓN Llámanse coordenadas cartesianas rectangulares 
x,y, 2 de un punto M, las proyecciones de su radio vector r sobre los ejes 
de las coordenadas correspondientes: 


а=, Y="p 2= т. (i) 


En adolante, para abreviar la expo- 
sición llamaremos a las coordenadas 
cartesianas rectangulares solamente 
coordenadas rectangulares. 
Un punto M de coordenadas z, 
у, z sedesigna рог M (х, y, 2); la 
primera coordenada se llama abscisa; 
la segunda, ordenada, y la tercera, 
aplicada del punto M. ч 
Para hallar estas coordenadas Бил 
tracemos por el punto M tres planos 
MA, MB, MC perpendiculares respectivamente a los ejes Oz, Oy, Oz 
(tg. 180). En este caso obtenemos sobre estos ejes los segmentos 
orientados 


ОА = 2, OB=y, 0C=z, e) 


que son numéricamente iguales a las coordenadas del punto M. 

El radio vector > es la diagonal del paralelepípedo П de dimen- 
siones | 2 |, | y |, |z |, formado por los planos MA, MB, MC y los 
planos de las coordenadas. Por eso 


VEFFE. (3) 


Si designamos por a, В, y (0< а, В, y< л) los ángulos formados 
por el radio vector r y los ejes de las coordenadas, tendremos 


z=rcosæ, y=rc0sf, 2 = r cosy. % 


Los cos a, cos б, cos y se llaman cosenos directores del radio 
vector r. Teniendo en cuenta la (3) se obtiene do las (4) 


costa cos В совр a, (5) 


es decir, la suma de los cuadrados de cosenos directores del radio vector 
de un punto del espacio es igual а 1. 

De las fórmulas (4) se deduce que la coordenada del punto M es 
positiva, si el ángulo formado por el radio vector de este punto y el 
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eje de las coordenadas correspondiente es agudo, y negativa, si este 
ángulo es obtuso. En particular, en el primer octante del espacio, 
cuyas aristas constituyen los semiejes positivos de coordenadas, todas 
las coordenadas de los puntos son positivas. En los otros octantes del 
espacio las coordenadas negativas de los puntos serán aquellas que 
corresponden a las aristas del octante orientadas en sentidos negati- 
vos. 

Las dimensiones | z |, | y |, |z | del paralelepípedo П son igua- 
les a las distancias respectivas del punto M a los planos de las 
coordenadas Oyz, Ozz, Ozy. De este modo, las coordenadas cartesianas 
rectangulares de un punto M delespacio representan las distancias entre 
este punto y los planos de coordenadas tomadas con los signos corres- 
pondientes. 

En particular, si el punto M (z, y, z) pertenece al plano Oyz, 
entonces 2 = 0; si pertenece al plano Ozz, y = 0, y si está en el 
plano Озу, z = 0, y viceversa. 


$ 9. Longitud y dirección de un vector 


Sea a un vector dado en el espacio Олут. Las proyecciones de este 
vector sobre los ejes de coordenadas 


= ргоу;а, ау = ргоуџа, а, = proy¿a (1) 
se Патап PTER del vector a; en este caso el vector será escrito 
así: а = (Ax, ap, а,). 

Puesto que el. 


vector a es libre, él pa sor considerado como el 
radio vector del punto M (ax, ay, а,). De aquí obtenemos la longitud 
del vector 


lal=0a=/2+G+a, (2 
es decir, el módulo de un vector es igual a la raíz cuadrada de la suma 
de cuadrados de sus coordenadas. 

Los cosenos directores del vector a se determinan mediante las 
ecuaciones 


а, = асоза, ay=acosf, а, = acos y, @) 


a) 


es decir, la suma de cuadrados de cosenos directores de un vector es igual 
a la unidad. Los cosenos directores de un vector no nulo determinan 
unívocamente su dirección. Por consiguiente, un vector se caracte- 
riza enteramente por sus coordenadas. 


y 
cost a + cos? р + cos? y 


EJEMPLO. Hallar la longitud y la dirección del vector a = (1, 2, —2). 
Tenemos 


a= V PERE =3 


$ 10. Distancia entre dos puntos del espacto зэ 


7 1 a 2 
CN Е Ed 
com соз y 7- 

De donde 


а= arccos- жез, р = arccos 2. = 48907, 
y=arccos (—$.) = 131950". 


De este modo, el vector a forma ángulos agudos con los ejes de coordenadas Oz 
y Oy y un ángulo obtuso con el eje Oz. 


$ 10. Distancia entre dos puntos del espacio 


= 
Sean М, (2,, ул, у) el origen del segmento 1 = M,M, y Ma (Ey 
Ya» ža) su extremo. Los puntos M, у M, pueden ser dados рог sus 
radio vectores т = {21, Yı, 21) Y г; = {Z2 уз, Za} (fig. 181), Exami- 
nando el vector! = M_M,, del 
AOM,M; 
тт г. (1) 
Proyectando esta igualdad vecto- 
rial sobre los ejes de las coorde- 
nadas y teniendo en cuenta las 
propiedades de las proyecciones, 
obtendremos 


lats аа, ly = уа Fig, 184 
Һ=л—. (2) 

De este modo, las proyecciones de un segmento orientado sobre los 
ejes de las coordenadas son iguales a las diferencias de las coordenadas 
correspondientes del extremo y del origen de este segmento. 

Mediante la fórmula (2) obtenemos la longitud del segmento (o de 
otro modo la distancia entre dos puntos M, y М.) 


A - у. ау + С, и. (3) 


Entonces, la distancia entre dos puntos del espacio es igual a la 
raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las diferencias entre las 
coordenadas de mismo nombre de estos puntos. 


EJEMPLO. Un cohoto зо desplaza rectilineamente desde el punto M, (10, —20, 
0) al punto М, (—30, —50, 40) (las distancias están indicadas en Kilómetros). 
Calcular el camino 1' recorrido рог el cohete. 

Aplicando la fórmula (3) tenemos 


t= VEO = 
= Y I0 F 000 F160 = Y 2100 = 64,4 km. 
Notemos que al calcular los cosenos directores del vector del desplazamiento 
de 1 no es difícil delerminar la dirección del movimiento del cohete, 


21-0102 
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$ И. Operaciones sobre vectores, 
dados por sus coordenadas 


Sea а = (ax, ау, az} un vector dado por sus proyecciones sobre 
los ejes de cordenadas Oz, Oy, Oz. 

Construyamos un paralelepípedo (fig. 182), cuya diagonal es el 
vector a y de aristas sirven sus componentes a,, а, аз respecto a los 
ejes de coordenadas correspondientes. Tenemos la descomposición 

а= а +a +45 (1) 

Si introducimos vectores 
unitarios 4, j, k orientados 
según los ejes de las coor- 
denadas, teniendo en cuenta 
la relación que existe entre 
las componentes de un vec- 
tor y sus proyecciones ($ 7) 
tendremos 

а = аі а, = aj, 

a, = ak. (2) 


Sustituyendo estas expresiones en la igualdad (1) obtenemos la 
jorma coordenada del vector 
a = asi + a,j + ak. (3) 


Notomos que la descomposición (3) del vector a es única. Efectivamente, 


Fig. 182 


ыы А A 

а= ogi + ај + aik. (3) 

De dondo, restando la igualdad (3”) de la igualdad (3) y utilizando las pro- 

piedades conmutativa y asociativa de la suma de vectores ($ 2), así como las 
propiedades de la diferencia de vectores ($ 3) tendromos 

O= (ax — 0) ¿+ (ay — арі + (0, — ak. 
Si por lo menos uno de los coeficientes de los vectores unitarios i j, K es 
distinto 'de cero, los vectores å, j, k serían coplanares ($ 5), lo que es falso. Por 


= 9, ф=о, 0: = а, 
y la unicidad de la descoposición (3) queda demostrada. 
Sib = (Dz, by b+}, es evidente que tenemos también 
b = bri + b,j + dk (4) 
Las operaciones lineales sobre vectores que acabamos de exami- 
nar, pueden ser escritas ahora así: 
1) ħa = azi + apf + а, 


o, más brevemente: Аа = (207, Аа, Ла.) (A es un escalar). De este 
modo, para multiplicar un vector por un escalar se multiplican las 
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coardenadas del vector por este escalar. 

2 a +b = (ax +b) i + (ay +b) + (а. +b,)h 
о, más brevemente: а +b = {as tbr ау hdp а, +0). 

De este modo, para sumar (restar) vectores se suman (se restan) 
sus coordenadas homónimas. 

EJEMPLO. Hallar el valor y la dirección de la resultante F de dos fuerzas 

F, = (10, 20, 30) y Р, = (30, 20, 10). 
Tenemos 
F =P, + Р, = (10 4 30, 20 + 20, 30 + 10) = (40, 40, 40). 


De dondo 
F=|F|=40Y3 
y = 
соз a = cos В = cos y = 1/3, 
donde cos a, соз f, cos y, son los cosenos directores de la resultante Р. 


$ 12. Producto escalar de vectores 


Dermiciox. El producto escalar de dos vectores a y b es el número 
obtenido de multiplicar las longitudes (módulos) de estos vectores por el 


Fig. 183 Fig. 184 


coseno del ángulo formado por ellos, es decir, con las notaciones usuales 
a-b == (a, b) = ab cos q, [0] 
donde ф = / (a, Б). 

Notemos que en la fórmula (1) el producto escalar puede sor 
escrito además como ab omitiendo el punto. Puesto que (fig. 183) 
b = cos ф = proyb y acoso = ргоуђа, 

se puede escribir 

ab = a:proyab = Ь.ргоуђа, (2) 
es decir, el producto escalar de dos vectores es igual a la longitud de 
uno de ellos multiplicada por la proyección del otro vector sobre el eje 
que tiene la dirección del primero. 

Interpretación física del producto escalar, Sea F una fuerza 
constante que asegura un desplazamiento rectilíneo s = MN de un 
punto material. Si la fuerza F forma un ángulo ф con el desplaza- 
miento в (fig. 184), entonces como aprendimos en Física, el trabaje 
Ва 
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realizado рог la fuerza F para efectuar el desplazamiento s es igual 
A = Fscos q. 
Según la fórmula (1) se tiene 
А =Fos, (3) 


de este modo, el trabajo realizado por una fuerza constante durante 
un desplazamiento rectilíneo de su punto de aplicación es igual al pro~ 
ducto escalar del vector de la fuerza por el vector del desplazamiento. 
Las propiedades principales del producto escalar de vectores son 
las siguientes: 
4) El producto escalar de dos vectores no depende del orden de estos 
vectores (propiedad conmutativa); 


ab = ba. (4) 
Esta fórmula se deduce inmediatamente de la (1). 
2) Para tres vectores a, b y e, es justa la propiedad distributiva; 
(a + b):0 = ac + bo, (5) 
es decir, en el producto escalar de una suma de vectores por un vector 
se puede «abrir el paréntesis». 


Efectivamente en base a la fórmula (2) y teniendo en cuenta las 
propiedades de las proyecciones de vectores (el teorema 2 del $7) tenemos 


(а + D):0 = proyola + D)-c = (ргоуса + proyeb):0 = 
== ргоуса -c + proy б.с = ac + be. 


3) El producto escalar de un vector por sı mismo (cuadrado escalar de 
un vector) es igual al cuadrado del módulo de este vector, es decir 
а? = а?. 

Efectivamente 
у 
а? = а-а = аа соз (а, а) = а. 
De donde obtenemos la fórmula para el vector 
la1=V(, а). (6) 
4) Se puede sacar un factor escalar del signo del producto escalar, 


es decir, 
Qa, b) = (а, àb) = А (а, b). m 


Esta propiedad se obtiene fácilmente de la (1). 
(5) El producto escalar de una combinación lineal de vectores 
por un vector arbitrario es iguala la misma combinación lineal de 
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vectores dados, por este vector, es decir, 
ба + pb, с) = А (a, e) + u (b с) 


(А y p son escalares). 

Es una consecuencia evidente de 2) y 4). 

De la definición (1) resulta que el coseno del ángulo q = (а, b) 
entre dos vectores no nulos a y Б es igual a 


cos ф = 20, (8) 
Do la fórmula (8) se deduce que dos vectores а y b son perpendicula- 

res (ortogonales), es decir, y = Ẹ, si y sólo si, 
ab=0. (9) 


Esta afirmación es también justa para el caso cuando por lo menos 
un vector a o b es nulo. 

rsempLo. Hallar la proyección del vector а sobro el vector b. 

Designando por «р el ángulo formado por eslos vectores tenemos 


„аы 
Я 2 = ае, 


donde e = + es el vector unitario del vector b. 


ргоуь а = a cos y = a 


$ 13, Producto escalar de vectores dados 
por sus coordenadas 


a = a,i + ayj + ak (0) 
b = bai +, АЫ. (2) 


Multiplicando estos vectores como polinomios (algo correcto en 
virtud de las propiedades del $ 12) y teniendo en cuenta las relaciones 


ij=jk=ki=0 
y 
li=¡¡=kk=1 
tendremos 
аьа, аф, аф, B) 


De este modo, el producto escalar de dos vectores es igual a la suma 
de productos de sus coordenadas homónimas. De aquí, designando por ф 
el ángulo formado por los vectores a y b obtendremos 


ab 
cos p= = 


Va tara y 4) 
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EJEMPLO. Determinar el ángulo q formado por los vectores 
а= {1, +2,3) y b=(-3,2 —1). 
Según la fórmula (4) tenemos 
барах 1.342.263. 0—1) E. 
VEER yC pP O i 


De donde 


y=arccos (—4 } aer. 
Supongamos que los vectores a y b son colineales (paralelos). 
De acuerdo con la condición de carácter colineal (§ 5) 
b = ka, (5) 


donde К es un escalar, equivale а bx = Кау, by = kay, b; == Ка, 
o 


(6) 


De este modo, los vectores son colineales si, y sólo si, sus coordenadas 
homónimas son proporcionales. 
Para los vectores perpendiculares (ortogonales) a y b tenemos 


y, рог consiguiente, cos ф = 0 o según la fórmula (4) 
аз + а,Ь, + аф, = 0. 


Entonces, dos vectores son perpendiculares si, y sólo si, la suma de 
los productos pares de sus coordenadas homónimas es igual a cero. 
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Recordamos que tres vectores a, b y e no coplanares forman un 
sistema derecho (fig. 185, a) o Izquierdo (fig. 185, b), si está orientado 
por la regla de la mano derecha o de la mano izquierda, respectiva- 
mente. 

Observemos que si en el sistema de tres vectoros no coplanares а, 
b, c, se permutan dos vectores, el sistema cambia su orientación, o sea, 
si era derecho pasa a ser izquierdo, y viceversa. 

En adelante al sistema derecho de tres vectores, lo consideraremos 

т 


DEFINICION Llámase producto vectorial de dos vectores а y b a otro 
vector 
с=а x b=la, dl, Mm) 
para el cual: 
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1) el módulo es igual al área del paralelogramo construido sobre 
los vectores dados, os decir, 


e = | e | = ab sen q, (2) 


donde ф = Z (a, b) (0< ф< a) (fig. 186); 

2) este vector es perpendicular a los vectores que se multiplican 
(en otras palabras, es perpendicular al plano del paralelogramo 
construido sobre ellos), es decir c L аус b; 


в, s с 
Ж а 
2 2 
> Р Р 
а) 2 


Fig 185 


3) st los vectores по son colineales, los vectores а, b, с forman un 
sistema derecho de tres vectores 
Indiquemos las propiedades principales del producto vectorial. 
1) Si se cambia el orden de factores el producto vectorial cambia su 
signo por el opuesto conservando el módulo, es decir, 


bx a=— (axb). (3) 
Efectivamente, al permutar los vectores a y b ol área del paralelo- 
gramo construido sobre ellos permanece invariable, es decir, 
|Ьха|=|ахьЬ|. 
Sin embargo, los tres vectores Б, a, a X b forman un sistema izquier- 
do. Por eso, la dirección del vector b X a es opuesta a Ja dirección 
del vector a X b(a у b no son colineales). Si a y b son colineales, 
la igualdad (3) es evidente. 
De este modo el producto vectorial de dos vectores no es conmutativo. 
2) El cuadrado vectorial es igual al vector nulo, es decir, 
аха = ©. 


Es una consecuencia evidente de la propiedad (1). 
3) Se puede sacar un factor escalar del signo del producto vectorial, 
es decir, si А es escalar, 
Na х b) = (а X М) = à (a х b). 


Esta propiedad se deduce directamente del sentido del producto 
del vector por el escalar y do la definición del producto vectorial. 
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4) Para cualesquiera tres vectores a, b, e es justa la igualdad 
(a + b) x c= {a x c) + (b х с), (4) 
es decir, el producto vectorial posee la propiedad distributiva. 

Ejemplo 
(a — b) x (a + b) = (a X a) — (b X a) + (a X b) — b X b) 

=0 4 (a X b) + (a X b) +0 = 2 (a X b), 
de donde, on particular, tenemos 
| (a — b) X (a +b) |=2]a xb], 
es docir, el área del paralelogramo construido sobre las diagonales dol paralelo- 
gramo dado es igual al área doblo de este paralelogramo. 

Con ayuda del producto vectorial es cómodo formular la condi- 
ción suficiente y necesaria de la colinealidad de dos vectores a y b, 
que se comprucba fácilmente: 

axb=0. 


$ 15. Producto vectorial dado por sus coordenadas 
Sean 
a = аі + a,j + ak (1) 
b=bxi+ b,j + bk. (2) 
Multiplicando vectorialmente estas igualdades y utilizando las 
propiedades del producto, vectorial obtenemos la suma de nueve 
sumand os 
ахь = [0,0 (ÈX i) ap (j X A a (k X їй + 
+ laby (È X j) + aby (Ù X j) + aby (k x D+ 
lab; (i X k) + ayb: (0 X k) + ab: (k X В). (3) 
De la definición del producto vectorial se deduce que para los vecto- 
res unitarios i, j, К es justa la siguiente «tabla de multiplicar»: 
ixi=0, јхј= 0, kxk=0 


kxi 
—(ixk)=j. 


ixj=—(}Xi)=k, jXk=— (Ех 


Por eso, mediante la fórmula (3) obtenemos 
ax b= i (ayb а) + j (а,5„— а,Ь) ауа) = 


by bz 
conservando el orden de seguimiento de letras x, y, 2). 
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Para que se pueda recordar con más comodidad, la fórmula (4) 
se escribe en forma de un determinante del tercer orden (véase 
el cap. ХУП) 


TE. 
axb=la. а, a|. (5) 
„озь 


ay а. 
by b 


Gcométricamente, la fórmula (6) da el cuadrado del área del 
paralelogramo construido sobre 
los vectores а y b. 

EJEMPLO. Hallar el аген del trión- 
gulo ABC de vértices A (1,1,0), 


B(1,0,1) y C (0,1, 1 
Ег S del шлем ABC os 


igual a Fdo área del paralelogramo 


2 ja, 02 


laxb| . (6) 


a 


construido sobre los vectores AË тєл 


y AT (ig. 187). Utilizando las fór- 
mulas para las proyecciones de segmentos orientados 45 10) tenemos 


RB = (04,1) y 


de donde 


AB Аб= 


Por consiguiente, 
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DEFINICION. Llámase producto mizto (o producto vectorial escalar) 
de los vectores, a, b y e al número 


abe = (a X b)-e. (1) 


Construyamos un paralelepípedo TI (fig. 188) cuyas aristas son los 
vectores a, b y с que parten del origen común O. 

En este caso, | a х hb | = 5 es el área del paralelogramo construi- 
do sobre los vectores а y b, es decir, es el área de la base del paralele- 
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pípedo. La altura de este paralelepípedo H es evidentemente igual a 
Н = + роу; = +c cos q, (2) 


donde $ = a х b y el signo «+» corresponde al ángulo agudo y = 
= £ (с, 8), y el signo «—» corresponde al ángulo obtuso y. En el 
primer caso, los vectores а, b, с 
forman un sistema derecho y en el 
segundo caso, un sistema izquierdo. 

De acuerdo con la definición del 
producto escalar ($ 12) tenemos 

(a x b) c = Se = 

S-proyse = + SH = +V, (3) 
donde V es el volumen del paralele- 
pípedo construido sobre los vectores 
a, b, с. 
Fig. 188 De aquí, 

ab = + У, 

ез decir, el producto mizto de tres vectores es igual al volumen У del 
paralelepipedo, construido sobre estos vectores. tomado con el signo «+-», 
si estos vectores forman un sistema derecho, y соп el signo «—», si ellos 
Jorman un sistema izquierdo. 

Son justas las siguientes propiedades del producto mixto. 


1) Un producto mixto no varía con la permutación cíclica de sus 
factores, es decir, 


abc = bca = cab. 
Efectivamente, en este caso no cambia el volumen del paralele- 
pípedo II, ni la orientación de sus aristas. 
2) Al permutar dos factores adyacentes, un producto mizto cambia 
su signo por el inverso, es decir, 
bac = acb = cba = — abe. 
Esto se deduce del hecho de que una permutación de factores adyacen- 
tes, conserva el volumen del paralelepípedo y cambia la orientación 
de los tres vectores, es decir, un sistema derecho pasa a ser izquierdo 
y viceversa. 
Con ayuda del producto mixto obtenemos la condición necesaria 
y suficiente de la coplanaridad de tres vectores a, b, e: 
abc = 0 
(el volumen del paralelepípedo es igual a cero). 
Si 
asit ayi + ak, 


brit byj + dele. 
с=с,і+с,ј+с,. 
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utilizando las expresiones para los productos vectorial ($ 15) y esca- 
lar ($ 13), obtendremos 


абе= (а х b)o=(bxo)Ja=a(bx0)= 


Жл: 
== (а,4-4-а„}--а,К)\5„ by b,|= 
воо 
b ba |а| ь |. 
a ua [E |61. 
es decir, 
Az ау а, 
аьс= |5, by b, 
HE 
EJERCICIOS 


1. Hallar la longitud y la dirección del vector 
а= (1, —, VJ. 


li 


2; Hallar ol valor y la dirección de а resultante Р de tres fuerzas P, = 
la proyección del vector a 


= (1,0 
А, Calcular el trabajo de la fuerza Р = (10, 20, 30), si el Punto desu apli- 


el буена y gl epale, y del paralelogramo construido sobre los 
vectores а = 1, —2, 8) y b = (9, 2 
on рш los vectores к aJ HN Bed om ER 


Capítulo XIX 


Nociones de geometría analítica 
en el espacio 


$ 1. Ecuación de la superficie y de la línea 
en el espacio 


periniciox | Llámase ecuación de la superficie en el espacio Отуз 
a aquella, de variables х, y, z, que es satisfecha por las coordenadas de 
todos los puntos de la superficie dada y no lo es por las coordenadas de 
los puntos que no se encuentran sobre 
esta superficie. 

Es decir, si 


Е (х, у. 2) = 0 (1) 


es una ecuación de una super- 
ficie Р (fig. 189), entonces para 
М (z, y, z) EP ') tenemos F (z, y, 2) = 
Y, 0 y para № (х, y, 2) 4 P ?) tenemos 
F (т, у, 2) #0. 
De este modo la ecuación (1) os 
A válida solamente cuando el punto 
Fig. 189 М (z, y, 2) pertenece a esta super- 
ficie. Las coordenadas de un punto 
arbitrario de la superficie se llaman coordenadas corrientes del punto. 
Por eso para componer una ecuación de una superficie es necesario 
vincular entre sí las coordenadas corrientes de sus puntos. 

ЕЈЕМРІО 1 (ecuación de planos de coordenadas). 

Todo punto M (z, y, 2) situado sobre el plano de coordenadas Oyz 
tiene una abscisa z = 0; y viceversa, si para un punto cualquiera 
М (т, y, 2) su abscisa z = 0, este punto está situado sobre el pla- 
no Oyz. Por consiguiente, 


2 


z=0 


es la ecuación del plano de coordenadas Oyz. 
De modo análogo 
y=0 y 2=0 


son, respectivamente, las ecuaciones de los planos de coordenadas 
Oxz y Ошу. 


зу La fórmula M € P significa que el punto M pertenece a la superficie Р 
(véase el $ 1 del cap. П). 
2) La fórmula M € P significa que el punto N no pertenece a la superficie Р. 
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En el caso más general 


с (2 


son las ecuaciones de tres planos perpendiculares a los ejes de coor- 
denadas Oz, Oy, Oz correspondientes, los cuales cortan sobre estos 
ejes segmentos iguales numéricamente а a, b ус. 

TEOREMA La ecuación de una superficie cilíndrica cuyas, generatrices 
son paralelas al eje de coordenadas, no contiene la coordenada corriente 
homónima con la de este eje de coordenadas, y viceversa., 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos, por ejemplo, que una. superficie 
cilíndrica P está formada por un desplazamiento de una recta 
MN || 0з (generatriz) a lo largo de la 
línea dada L, situada en el plano Огу 
(directriz) (fig. 190). 

Designamos por M (т, y, z) un punto 
de la superficio Р de coordenadas corrien- 
tes z, у, z. La generatriz MN que pasa por 
el punto M corta la directriz evidente- 
mente en el punto N (z, y, 0) 


Sea 

Р (xz, у) = 0 (3) 
la ecuación de la directriz Z en el plano 
de coordenadas Огу. Las coordenadas del 
punto N satisfacen esta ecuación. Puesto Fig. 190 
que el punto M de Ja superficie P tiene la 
misma abscisa т y la misma ordenada y 
que el punto У, y que la variable z no toma parte en la ecuación (3), 
entonces las coordenadas del punto M satisfacen también la ecua- 
ción (3). De este modo, las coordenadas de todo punto M (z, y, 2) de la 
superficie Р satisfacen la ecuación (3). A la inversa, si las coordena- 
das de un punto cualquiera M (т, y, 2) satisfacen la ecuación (3), 
"este punto está situado sobre una recta MN || Oz tal, que su traza 
sobre el plano Оту, punto N (т, y, 0), se encuentra sobre la línea L; 
lo que significa que el punto M pertenece a la superficie cilíndrica Р. 
Por consiguiento, 


z=a у=, z 


Р (z, у) = 0 


es la ecuación de la superficie cilíndrica еп el espacio Отут, además, 
en esta ecuación falta la coordenada z. 

EssmpLO 2 (ecuación del cilindro elíptico). Un cilindro elíptico, 
cuya base os una elipse de semiejes a y b y su eje es Oz (fig. 191) tiene, 
en virtud del teorema precedente, la ecuación 


аи 
atas 
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En particular, para a = b, obtenemos la ecuación de un cilindro 
circular 
PEA: 
Una línea 2 en el espacio puede ser dada como una intersección 
de dos superficies dadas Р, y P, (fig. 192). Un punto M (z, y, 2) de 


Fig. 191 Fig. 192 


la línea L pertenece tanto a la superficie P,, como a la superficie Py 
y, por consiguiente, las coordenadas de este punto satisfacen las 
ecuaciones de ambas superficies. 
Por eso, la ecuación de una línea en el espacio es un sistema de 
dos ecuaciones: 
F, (z, y, 2) = 0, 


F, (т, y, 2) = 0. 


queson lasecuaciones de las superficies que determinan la línea dada. 

No hay que pensar que para hallar las ecuaciones de una línea hace 
falta «resolver» el sistema (4). Esto, hablando en general, es imposi- 
blo, porque el número de ecuaciones del sistema (4) es menor que el 
número de incógnitas. El sentido exacto de las igualdades (4) es el 
siguiente: a la línea L le pertenecen solamente los puntos M (x, y, 2) 
cuyas coordenadas satisfacen las dos ecuaciones del sistema (4). 

Notemos que la línea dada puede ser definida de modo distinto, 
como una intersección de superficies. Por eso a una línea en el espacio 
18 corresponde un número infinito de sistemas de ecuaciones equiva- 

lentes. 

DEFINICION 2 Llámanse ecuaciones de la línea en el espacio Отуг 
un par de ecuaciones tal, con variables z, y, z, al que satisfacen las coor- 
denadas de todo punto perteneciente a la línea dada y no satisfacen las 
coordenadas de cualquier otro punto no perteneciente a esta línea. 

EJEMPLO 3. (ecuaciones de los ejes de coordenadas). El eje Ox 
puede ser considerado como una intersección de los planos de coordena- 


(4) 
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das Олу y Ozz. Por eso 


y=0, 
do A 
es la ecuación del eje Oz. 
Análogamente, 
z=0, y z=0, 
il Y узса) 


son las ecuaciones de los ejes Oy y Oz, respectivamente. 


EJEMPLO 4. Escribir la ecuación de una circunferencia Г de radio R = 4, 
cuyo centro зе encuentra en el punto С (0, 0, 2) y cuyo plano es paralelo al plano 
Че coordenadas Огу (fig. 193). 

La circunferencia T puedo ser considerada como una intersección do un 
cilindro circular do radio 1 y el eje Oz por un plano horizontal situado a dos 


Fig. 193 Pig. 194 


unidades por encima del plano de coordenadas Ozy. Por eso la ecuación do la 
circunferencia Г ез 


En Mecánica la línea L se considera frecuentemente como la traza 
de un punto en movimiento (fig. 194). Sean z, y, z las coordenadas 
corrientes de un punto M de la línea L. Puesto que al pasar un tiempo 
el punto se desplaza y sus coordenadas varían, ellas son funciones 
del tiempo t. Por consiguiente, tenemos 


z=p(0 у= (0), 2= 500), (5) 


donde q, +, у, son funciones determinadas. Generalizando las ecua- 
ciones (5), se toma г сото una variable auxiliar (parámetro) y по 
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obligatoriamente el tiempo; por eso Jas (5) se llaman ecuaciones 
paramétricas de la línea en el espacio. 

Eliminando en las ecuaciones (5) el parámetro £ obtendremos dos 
relaciones entre las coordenadas corrientes т, y y 2, que son las ecua- 
ciones de ciertas superficies que pasan por la línea dada. 


Pig. 195 Fig. 196 


неви? 6. Baribir la ecuación de una linea helicoida] doradio a y de paso h 
ig. 195), 
ea м (=, ү. 2) un punto corriente de la línea helicoidal y М' (х,у, 0) 
su proyección Sobre el plano Озу. 

Considerando que el parámetro £ = 4.M'Oz y teniendo en cuenta que la 


s-coordonada (aplicada) do la línea helicoidal crece proporcionalmento al ángulo 
de giro t, tendremos 


(6) 


de proporcionalidad b supongamos que £ = 2л; 


h 
һ= 200 y =p. 


Eliminando el parámetro г de la primera y de la segunda, así como de la 
primoro y de la tercera ecuaciones de (0) obtendremos 


aya, 
rmac. } (6) 
Por consiguiente, una línea holicoidal es una intersección do un cilindro 
circular con generatrices paralelas al eje Oz con una superficie cilíndrica con 
genoratrices paralelas al eje Oy y cuya directriz es una sinusoide situada en el 
апо Ога. De las ecuaciones (8') so deduce también que la proyección de la 


línea helicoidal (6°) sobre el plano de coordenadas Огу es una circunferencia y 
sabre el plano От: es una cosínusoide. 
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El punto corriente М (z, у, z) de la curva L puede ser caracteri- 
zado por su radio vector («radio vector de seguimiento») (fig. 196) 


r= zi + yj + zk 


(i, j, k son vectores unitarios). En este caso mediante las (5) obten» 
mos la ecuación vectorial de la línea 


r=f о) 
10 = ig (H) + jp (0 + ky (0) 


es la llamada función vectorial del argumento escalar t. 
En Mecánica se toma generalmente por parámetro £ el tiempo. 
En esto caso la línea (7) se lama trayectoria del punto M (т, y, 2). 
El conjunto de todos los puntos M (=, у, z) del espacio, cuyas 
coordenadas satisfacen una ecuación dada (o un sistema de ecua- 
ciones) se llama imagen geométrica (gráfico) de esta ecuación (o del 
sistema de ecuaciónes). 


donde 


EJEMPLO 6 ¿Cuál es la imagen geométrica que corresponde a la ecuación 
2—1=0 (8) 
Modiante la ecuación (5) obtenemos a = 1 ó z = —4- Por consiguionto ol gráfico 


п (8) es un par de planos paralelos al Дим, de coordenadas Озу 
situados ешр a ésto a distancias iguales a la unidad (fig. 197). 


Жу) 


#444) 


Fig. 197 Fig. 198 


EJEMPLO 7. ¿Qué imagen geométrica corresponde al sístoma de dos ecuacio- 
nes 
2 


La imagen buscada es la intersección do planos z = 2 е y = 3 y, por consi- 
деде, ез шпа línea recta paralela al ejo Oz y que tiene la raza N (213, 0) sobro 
€l plano de coordenadas Огу (lg. 


z=2 y 


220102 
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$ 2. Ecuación general de plano 


Un plano P puede estar definido en el espacio por uno de sus 
puntos Mo (х0, Yo, zo) y un vector no nulo N (A, В, С) (4° + 
+ B? + С? 240) perpendicular a este plano (vector normal o directriz 
del plano). Sean r, = (Za, Ya» zo) el radio vector del punto Me 

уг = {т. y, z} el radio vector 
de un punto arbitrario M del 
plano (radio vector corriente) 
(fig. 199). En este caso el vector 
r — Fo = {£ — zo, Y — Yo, 2— Zo} 
está situado en este plano y, por 
consiguiente, es ortogonal al 
vector N, es decir, N L (г — ro). 
Utilizando la condición de orto- 
gonalidad de dos vectores ($ 12 
del cap. XVIII) tenemos 


Fig. 199 N-(r — ro) = 0. a) 


Esta es justamente la ecuación del plano en forma vectorial. En 
forma do coordenadas la ecuación (1) resulta 


A (z — zo) + B (y — yo) + C (@—% = 
Ах + By + Cz +0 =0, (3) 


о 


donde 
D = Ах, — Ву, — С = —Nro. 


La ecuación (3) so llama ecuación general del plano. Esta es una 
ecuación de primer grado respecto a las coordenadas corrientes 
z, y, z. De este modo, el plano es una superficie de primer grado. 

Y viceversa, sea dada una ecuación no degenerada (3) (4° + 
+ B? -+ С? 520). Elijamos un punto Mo (Zo, Yo, 20) Perteneciente 
а la superficie (3) (por ejemplo, si A 0, se puede tomar 
Mo (—D/A, 0, 0) en calidad de tal punto). Tenemos 

Aza + Ву + Czo +D = 0. (4) 


Sustrayendo miembro a miembro la ecuación (4) de la (3), ten- 
dremos 
A (2—20) + B (y — Yo) + C E 2) =0. (5) 
Do donde, introduciendo los vectores N = (4, В, С}, re = 
= (Lo, Vo 20) y r = {z, y, z}, obtendremos 
N (r ғ) = 0. 
Por consiguiente, la superficie dada por la ecuación (3) es un plano 
que pasa por el punto Me (Zo, Yo, Zo) y es perpendicular al vector N. 
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EJEMPLO t. Hallar el ángulo formado por el plano z — 2y + 2: — 10 = 0 
y el eje Oz. 

Por ángulo y formado por una recta y un plano se entiende el ángulo entro 
esta recta y su proyección sobre esto plano, esto ángulo es el complemento del 
ángulo q formado por la recta y la perpendicular (normal) al plano. 

El vector normal de nuestro plano es № = (1, —2, 2}. Do aquí 


2 
VERE TS 


sen y=c0sp= 


y, por consiguiento 


resen 2. as 419507. 


Si en la ecuación (1) se toma por vector director del plano el 
vector unitario 


n=N/N (= У 8050), 
obtendremos una ecuación llamada ecuación normada del plano 
n:r — ro) = 0, (6) 
o, en función de las coordenadas 


Azt By+C:+D _ y o 
Varna" 
donde D = —Azo — Ву — Czo. La ecua- 


ción (7) es cómoda para hallar la distancia 
de un punto a un plano. 

ProbLEMA. Hallar la distancia № del 
punto M, (ш, уз, 2,) al plano P dado por 
la ecuación (6) (fig. 200). 

„Seah = MN, donde M,N, 1 P, N, ЄР. Examinemos el vector 
M,M, = r, — ro, donde ro y гу son los radio vectores de los puntos 
M,€P y M,. Teniendo en cuenta que M,N, ||В del triángulo 
МММ, hallamos 


Fig. 200 


1 Ar +Bu+Ca+D | 
help imr l= а(н = DL, 


Por consiguiente, obtenemos la regla: para calcular la distancia 
de un punto a un plano hace falta introducir las coordenadas del punto 
en el primer miembro de la ecuación normada del plano y tomar el valor 
absoluto del resultado obtenido. 

En particular, tomando д = 0, y, = 0, z, = 0, obtenemos la 
distancia del plano al origen de las coordenadas: 


hs 1р 
VEAP" 
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$ 3. Angulo entre dos planos 


Sean dados dos planos 

Ar+By+C2+D=0, A'z+B'y+Cz+D'=0 (1) 
que tienen por vectores directores У = (4, B, C} y N' = (4', 8, 
C’). En este caso, el ángulo diedro ф formado por estos vectores es 
igual al ángulo formado por los vectores У y N”. Do este modo, tene- 
mos (véase el § 12 del cap. XVITI) 


созф =, e) 
donde NN' = АА' + ВВ' + СС' y 
N=VRFBGRGE, Уул + СЗ. 


Do donde se deduce: 1) la condición de paralelismo de los planos 
(en sentido amplio) 


== (3) 
y 2) la condición de perpendicularidad de los planos 
АА' + BB' + CC = 0. (4) 


Notemos que si los planos (1) no satisfacon la condición (3) ellos 
no son paralelos ni confluyen, es decir, se cruzan. 


EJEMPLO Determinar el ángulo Ф formado por las bísectrices de los planos 
2—2=0, y-2=0 


Aquí 
N=(1,0,—1), N=(0,1 —1). 
оше 1о+о04+(—04(—1) _+ 
=— К За ni Smt- A Gmt q 
corp LEA _{ 


y, Por consiguiente, ф = 60°. 


$ 4. Ecuaciones de la recta en el espacio 


La recta se define unívocamente en el espacio por un punto 
Mo (х0, Vor 20) y una dirección (es decir, por un cierto vector). 

Jean ғо = {Zo Yo, zo) el radio vector del punto М, y а= 
= (l, m, п} el vector director no nulo de la recta (su longitud es 
arbitraria). Designando por r = (fx, y, z} el radio vector de un 
punto arbitrario M de la recta (radio vector corriente) tenemos, me- 
diante el triángulo vectorial OMM (fig. 201) 


r=r + MM. (1) 
Como los vectores MM y ғ son colineales, 
MM = ts, (2) 


$ 4. Ecuaciones de la recta en el espacio зи 


donde ? ез un cierto escalar (—оо < # < +00). Sustituyendo esta 
expresión en la ecuación (1) obtendremos la ecuación vectorial de la 
recta en el espacio 
r=ro+te (3) 
(t es un parámetro). 
Proyectando la igualdad (3) sobre los ejes de coordenadas tendre- 


— 


f 


Fig. 201 
mos la ecuación рагатёїтїса de la recta en el espacio 
22 +lt, 
у= ут, (4) 
2=2pnt. 


Si el parámetro ё so elimina en las ecuaciones (4), obtendremos las 
llamadas ecuaciones canónicas de la recta en el espacio 


fai Y, 
= == (5) 


El sistema (5) contiene dos ecuaciones, por ejemplo, cuando n 4 0, se 
puede tomar 
2h _ 320 


Estas son ecuaciones de dos planos, intersecadas por la recta dada. Notemos 
que la primera ecuación no contiene la coordenada y y la segund: ў 
consiguiente (véase el $ 1). ol primer plano es paralelo al eje Oy y el segundo es 
paralelo al eje Oz, es decir, estos son planos que proyectan nuestra recta sobro el 
plano do coordenadas Oxz y sobre el plano de coordenadas Oyz. 


Los números 1, m, n se llaman coeficientes directores de la recta. 
Designando por а, В, y los ángulos formados por la recta y los ejes 
de coordenadas (fig. 201) y teniendo en cuenta que соз а, cos В, 


1) Estas ecuaciones tienen el sentido de proporciones, es decir, cualesquiera 
(ло más de dos) números 1, m, п pueden ser ceros, 
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cos y son los cosenos directores del vector s tendremos 


1=5C05%, M=SCOSÍ, п=созү, (6) 
donde 
s=VBEFmipniz40 (7) 


es la longitud del vector s. De donde obtenemos 


cosa=h, csp=E, cosy= (costa cosp- сов? у == 1), 
De esto modo los coeficientes directrices de una recta son pro- 
porcionales a los cosenos directores correspondientes de esta recta. 
Las ecuaciones de la recta (5) pueden ser escritas bajo forma 
estándar 


5) 


donde cos æ, cos В, cos y son los cosenos directores de la recta, 


Ejemplo 4. Las ecuaciones de movimiento de un cohete son z — 21, y == 
—át, z = 41, donde el tiempo está dado en segundos y las coordenadas (т, y, 2) 

del punto en movimiento se dan en kilómetros. 

¿Qué trayectoria tendrá el cohete? ¿A qué distancia del punto de 
partida O (0, 0. E] estará el cohete 37 dentro de 10 segundos? 

Eliminando el tiempo £ de las ecuaciones dadas obtendremos la ecuación de 
la trayectoria 

DE 


z 
2 


De esto modo, la trayoctoria iel cohete es una línea recta que pasa por el 
origen de las coordenadas. 
Para {== 10 s tenemos г = 20, y=-—40, 2-40 y r=0M= 
VAF FER = Y 200 F 1600 + 1600 ka 073000 km = 60 km. 


PROBLEMA. Escribir la ecuación de la recta que pasa por dos 
puntos no coincidentes Mo (Zo, Yos 20) у Mi (21, ур 4). 
Por vector director se puede tomar 
5 = {и — o Y — Yo h — 20) #0. 
Por consiguiente, en virtud de la (5) tenemos 
2-2 al? =з 
TN 6) 
EJEMPLO 2 Escribir la ecuación de la recta que pasa por cl punto M, (3, 


5) y es paralela al eje Oz. 
Es evidente quo tenemos 


соза = 0, соз В 


0, созу = 


$ 4. Ecuaciones de la recta en el espacio 343 


De cste modo, en virtud de la (5') obtonemos las ecuaciones de la recta buscada 


3 _ у+4 5 
== (9) 


que son equivalentes al par de ecuaciones 


2—3=0, y4+4=0. 

El vector director de la recta (9) es (0, 0, 1), es decir, es una recta perpendicular 
a los ejes Ox y Oy. 

La recta L en el espacio puede ser también definida como línea 

do intersección de dos planos Р y Р” Р 


(fig. 202) 
0.) чо) 


Az + By + Cz -+ D 
Аа + B'y + Cz + D' 
Se supone que los planos no son para- 
lelos y que no confluyen (véase el $ 4). 
Los vectores N = (4, B, C} y № 
= (4%, B’, С") son los vectores nor- 
males de estos planos. El vector di- 
rector в de la recta satisface eviden! 
mente las condicioness 1 N ys LN’. 
Se puede considorar que 


s=NXN Fig. 202 


(х es el signo del producto vectorial (véase cl $ 15 del cap. XVIII). 
EJEMPLO 3 Determinar los cosenos directores de la recta 


Tenemos 


De donde 


Como vector director de la recta se puedo tomar 
ra o (1120, 
De donde 
соу В = 27376, собр = 17 


cuya longitud es sy 
соз а = 4/4 


3 Véase la observación en la pág. 344 
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$ 5. Noción sobre la derivada de una función vectorial 


Sea dada una función vectorial 
rWO)=zx()i+y(0)j+2()k (0 
(a <1<B), donde las funciones del parámetro £ que representan 
las proyecciones del vector r (t) sobre los ejes de coordenadas están 
designadas, para más comodidad, con las letras correspondientes 
(compare con el $ 1). Si г (2) so interpreta como el radio vector de un 
punto М (т, y, 2) del espacio Олуг, el extremo del vector variable 
r (t) describirá en el espacio Отуз una cierta curva К, cuyas ecuacio- 
nes paramétricas están constituidas рог 
la ecuación vectorial (1). En mecánica 
esta curva se llama hodógraja del vector 
variable r (t). 
Es natural definir el límite de la 
función vectorial considerando que 


lím r (0) = i lím z (t) + 
tete irta 
+j lím y () +k lím ғ (0), (2) 


Fig. 203 a condición de que los límites en el segun- 

do miembro de la igualdad (2) existan. 

Demos al parámetro t un incremento pequeño At; en este caso 

el punto M (z, y, z) de la curva К se trasladará al punto M’ (2 + 
+ Az, y + Ay, z + Az) de esta curva, cuyo radio vector es 


r, (t) = r (t) + Art). 
Del triángulo vectorial OMM’ tenemos (fig. 203) 
Ar(t)=MM= Azi + Ау] + Azk. 


De donde, suponiendo, рага la determinación que At > 0, obten- 
dromos 


Ar() _ Az; Av; Az 
cr ыш bd 6) 

es decir, el vector a está orientado por secante M'M. 
En el caso general, cuando Аг 92 0 el vector 2 será colineal 


al vector MM. 
DEFINICIÓN. Llámase derivada de la función vectorial r =r (t) 
el vector 


arco q % 
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Si æ (£), y (£), 200), son funciones derivables, de la fórmula (3), 
cuando At—0, hallamos 
El © 

Ya que la posición límite dot una secante es, por definición, una 
tangente, entonces el vector = а de está dirigido por la tangente a la 
curva K en su punto M (en el sentido del crecimiento del pará- 


metro t). 
De la fórmula (5) obtenemos generalmente 


A © 


aly 
dt 


representa la velo- 


Si el parámetro £ es el tiempo, el vector 27. 
cidad del punto M (z, у, 2) еп movimiento, considerada como vector. 
EJEMPLO. Escribir la ecuación de la tangente a la curva 
з=, у=, з= 
en su punto M (1, 1, 1) (t = 1). 
Aquí 


rot еј + ek y агау аек 


Resulta que la dirección de la tangente en el punto M se determina por el 
vector i 


(5), Tit +® 


De oste modo, la ecuación de la tangento 
buscada es 


є 


$ 6. Ecuación de la esfera 


2 

DEFINICION. Llámase esfera de Kig. 204 
radio R al conjunto de todos los pun- 
tos en el espacio cuya distancia hasta el punto dado (centro) es igual a R. 

Deduzcamos la ecuación de la esfera. Sean: С (Lo, уо, 20), el 
centro de una esfera de radio R, y M (т, y, z), un punto arbitrario 
perteneciente a esta esfera (fig. 204). En este caso, СМ = R. De 
acuerdo con la fórmula de la distancia entre dos puntos lenemos 


CM = Y (к= 20+ (y— yo)? + (2— 29. 
lgualando esta expresión a R obtendremos la ecuación de 1а esfera 
V (0—20 + (0—00) + (2—2) = А 
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o, definitivamente, 
(£ — 2o)? + UY — уо)? + (E — 29)? = R°, 

Si el centro de la esfera coincide con el origen de las coordenadas, 
Zo = 0, Yo = 0, 2, = 0, la ecuación de la esfera adopta la forma 
T у 2 = E 
EJEMPLO + Determinar las coordenadas dol centro y el radio de la esfera 

Py? —2у—3: = 0. 


Reuniendo los tórminos que contienen las coordenadas corrientes del mismo 
nombre y complotándolos hasta que aparezcan cuadrados perfectos obtendremos 


2 143 
аи (23). 
Por consiguiente, el centro de la esfera зе encuentra en el punto 
c (0,1, —1 $) y su radio es 


r=4 Y 

Notemos que el conjunto 
(2—20) + — Ya + (2 — 2а)? = RO, | 

Ах т Ву + С2 + Рр ~ 0 
de las venaciones de una esfera у de un plano determina una cir- 
cunferencia de intersección del plano y la Гога (si este conjunto 
по es vacío). En particular, sí Ar, + Зу, + Czo + D = 0, el 
sistema de estas ecuaciones representa 
la circunferencia de un círculo grande, 
La ecuación de la circunferencia 
puede ser también escrita en forma 
paramótrica 


MPO 2 Escribir las ecuaciones para- 
métricas del meridiano de la esfera 
h+ кә a 
que pasa por los polos N (0,0, R) у 
y (0,0, — A), si el plano de meridiano forma 
un ángulo æ con el plano de coordenadas 
Оха (йш. 205) 
Tomemos por parámelro del punto cos 
rriente Af (2, у. 2) del meridiano el ángulo 
Fig. 205 Y = AMON’, оч decir, la altitud de ost 
punto, donde W (л, y, 0) es la ó 
del punto M sobre el plano de coordenadas Ory Puesto que 
= Н созф, deducimos de la fig. 2 
z =r cos a = А cos ih cosa, } 


$7. Ecuación del elipsoide 347 


$ 7. Ecuación del elipsoide 


DEFINICIÓN. Llámase elipsoide de tres ejes la superficie obtenida 
como resultado de una deformación uniforme (dilatación o contracción) 
de una esfera según tres direcciones perpendiculares entre sí (compárese 
el $ 4 del cap. ІУ). 

Examinemos la esfera de radio 
R y con centro en el origen de las 
coordenadas: 

+и + =н, (@) 
donde X, Y, Z son coordenadas 
corrientes de un punto de la esfera, 

Supongamos que esta esfera esté 
sometida a una deformación uni- 
forme en el sentido de los ejes de 
coordenadas Oz, Oy y Oz y que 
los coeficientes de deformación 
respectivos sean iguales a ky, ka 
у к). 
Como resultado de tal deforma- Fig. 206 
ción, la esfera se transformará en 
un elipsoide y el punto de la esfera Af (X, Y, Z) de coordenadas 
corrientes X, У, Z pasará a ser el punto del elipsoide M’ (г, y, 2) 
de coordenadas corrientes 2, y, z, además, 


2=kX, y=kY. 2=kZ 
(hig. 206). De aquí, 


(2) 


donde а = Б, b = Е.П, с = k,R. La ecuación (2) reúne las coor- 
denadas corrientes del punto M” del elipsoide y, por consiguiente, 
es la ecuación del elipsoide de tres ejes. 


% En otras palabras, las dimensiones lineales de la esfera en el sentido del 
eje Oz se disminuyen en $- veces, si 0 < Ау < 1 y зо aumentan en k; veces, si 
Я 
ky 1, е. 
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Las magnitudes a, b, с so llaman semuejes del elipsoide; las mag- 
nitudes dobles 2a, 2b, 2с son los ejes del elipsoide y representan 
evidentemente sus dimensiones liveales en las direcciones de la 
deformación (en el caso dado, en las direcciones de los ejes de las 
coordenadas). 

Si dos semiejes de un elipsoide son iguales, éste se llama elipsorde 
de revolución porque puede ser obtenido como resultado de la rota- 
ción de una elipse alrededor de uno de sus ejes. En geodesia, por 
ejemplo, la suporficie de la esfera terrestre se considera como un 

elipsoide de revolución con semiejes 
а = 0 = 0377 km y с = 6856 km. 
Si а == = с el elipsoide se trans- 
forma en una esfera, 


$ 8. Ecuación del paraboloide 
de revolución 


Sea que una parábola vertical 
X? = 2р2, (1) 


situada en el plano Ozz, gira alredo- 
dor de su eje (eje Oz). Con esta rotación 
se obtiene una superficie llamada 
paraboloide de revolución (tig. 207). 
Fig. 207 Para deducir la ecuación del para- 
boloide de revolución examinemos 
un punto cualquiera M (т, y, 2) de esta superficie y supongamos 
que este punto ha sido obtenido como resultado de la rotación 
del punto N (X, 0, Z) de la parábola dada alrededor del punto 
С (0, 0, 2). 
Puesto que los puntos M y N están situados en un mismo plano 
horizontal y CN = CM vienen a ser radios de una misma circunfe- 
rencia, tenemos 


x 


Х=үй+ 2-2 (2) 


Introduciendo las fórmulas (2) en la ecuación (1). obtendremos la 
ecuación del paraboloide de revolución 


а? + y? = 2м. 


Notemos que la superficie del mercurio puesto en un recipiente cilíndrico 
vertical toma la forma de paraboloide de revolución, si este recipiente gira 
rápidamente alrededor de su eje. Esta circunstancia se utiliza para obtener los 
espejos parábolicos. 
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EJERCICIOS 


1. ¿Qué figuras geométricas en del espacio corresponden a las ecuaciones 
siguientes: 
а) zy = 


b) zz = yz; ©) y? + y — 2 = 0; d) 3? = 2z; e) y = 1,2 = — 
П at = б; g) 2° + у* = O; h) aè y? Hat = 0? 

2. Determinar [А longitud de la perpendicular trazada a partir del origen 
de coordenadas al plano z — y + sk — 8 = 0 y los ángulos formados por 
esta perpendicular y los ejes de coordenadas. 

3. Escribir la ecuación del plano paralelo al eje Oz que corta sobre los ejes 
Ox y Oy nos de longitud 2 y 3 respectivamento. 

4. Escribir la ecuación del plano que pasa por el punto M (1, 2, 3) y que 
+5 perpendicular al cjo O 

5. Sea z ШЕЛ 


з. 
y) una función dada por la tabla eon dos entradas 


т во 
Й 
10 1,23 1,34 
40 1,40 


Hallar el valor aproximado de z para z =72 e y = 20, considerando la función z 
lineal, es decir, de primer grado respecto а z e y. 
6. ¿Cuáles son los ángulos formados por la recta 


4 


y los ejes de las coordenadas? 
7. Hallar Jas «trazas» (es decir, los puntos de intersección) de la recta 


242 
4 


е los planos de coordenadas? 
8. Escribir la ecuación de la esfera con centro en el punto С (2, —2, 1) que 
pasa por el origen de las coordenadas. 
9. Escribir las ecuaciones paramétricas de la paralela а la esfera 22 + 


+ y += R? con distancia angular a (0 al< 3) al ecuador 2 = 0, 


tomando como parámetro la longitud q del punto corriente M (e, y, 2. 
10. Calcular los semiejes del elipsoide 2° + 2v2 + 3? = 

11: Determinar los semiejes de la elipse obtenida por la intersección del 
elipsoide 55 +4 +2 =1 y el plano z= 3, 

12. Escribir la ecuación de la tangente a la línea helicoidal 

z=acost, y=asemt z=bt 

еп el punto M correspondiento al parámetro £ = ty. 

¿Cuál es el ángulo formado por esta tangente y el ejo 0:7 


Hallar Jas proyecciones de la línea helicoidal sobre los planos de las coor- 
denadas, 


Capitulo XX 


Funciones de varias variables 


$ 1. Noción de función de varias variables 


En numerosos problemas de geometría, ciencias naturales, ete. 
hace falta tener asuntos con funciones de dos, tres o más variables. 
Veamos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 1. El área de un triángulo U = 2 de baso z y de altura y cs una 


función de dos variables independientes z ө y, definidas en el dominio de z > 0 
o y>0 

Жеми 2 Al resolver la ecuación de la esfera z° + y? + 2% = R? respecto 
а 2, obtenemos, para z >0, z= үНї— 2 —уї, 

Aquí la s-coordenada de un punto situado sobre la semiesfera superior es 
una función de dos variables x e y, que son la abscisa y la ordenada de este punto. 
Esta función ostá definida en el círculo zè + y? < 1% 

EJEMPLO 3 El volumen do un parolelepipodo rectongular V = «yz de dimen- 
sionos z, y, у z es una función de estas tres variables, definida en el octante posi- 
tivo dol espacio Оту. 

EJEMPLO 4 Según la ley de Newton, la fuerza Р con la cual se atraen dos 
puntos materiales de masas m y т, y que ocupan las posiciones respectivas 
(М г, у, 2) Y Mi (Eu Ya, 21), ев igual a 


s mm, 
ар, Fa 


donde # ев una constante (llamada constante de la atracción universal»). Por 
consiguiente, Р es una función de sois variables z, y, 2, лу, у, #4- 


Hágamos una aclaración importante: toda función de varias varia- 
bles se vuelve en función de un número de variables más pequeño, st se 
fijan algunas de éstas, es decir, si les dan a ellas valores constantes, 

Sea dada, por ejemplo, una función de tres variables z, y y z 

u = f (z, y, 2) 
si so considera que z posee un valor constante z = с, obtendremos 
una función de dos variables z e y: 

u = f (z, y, ©). 
Luego, suponiendo que dos variables y y z poseen valores constantes 
y = b, 2 = с, obtendremos una función de una variable z 

u = f (z, b, с). 
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De este modo, en diversas cuestiones se puede, según el deseo, 
considerar la función u como función de una, dos o tres variables. 


Hablando en rigor, casi todas las dependoncias físicas nos dan ejemplos de 
funciones de un gran número de variables. Pero durante el estudio de estas depen- 
dencias despreciamos una parte de los factores secundarios y, de esto modo, 
limitamos el número de variables reducióndolo al mínimo. 

Por ejemplo, el camino s recorrido durante un tiempo £ por un cuerpo en 
movimiento de caída libre, depende de las variables siguientes; £ (ошро do 
caída), 0 (área de la sección transversal del cuerpo), Ф (latitud del lugar), А 
(altura del lugar sobre el nivel del mar), P (presión del aire), 7 (temperatura del 
aire), y (coeficiente de viscosidad del aire), etc. Así que debemos escribir 


s=/(110,9P 7,9... 


En una primera aproximación, todas las variables menos el tiempo # son 
de poca importancia. Desprecióndolas obtendremos з = / (t) y de este modo 
llegamos a la fórmula conocida 


М 
алб. 


donde y ез la асе1егас1бп de la fuerza do la gravedad, que so considera constante, 

Si tenemos en cuenta al menos parcialmente el papel de otras variables 
tendremos para s fórmulas más y más precisas, a medida que croce el número de 
variables incluidas. р 


La imagen geométrica (el 
gráfico) de una función de dos 
variables 


z= f (z, y) (1) 


es, en general, una superficie 
en el espacio Oxyz. 

Efectivamente, suponga- 
mos que la función dada sea 
definida en una región œ del 
plano Оху. En esto caso, а 
cada par de valores de z e y 
de la región о le corresponde, Fig. 208 
según la fórmula (1), un cierto 
valor de 2; en otras palabras, a todo punto N (т, y, 0) Є о se le hace 
corresponder un punto M (z, y, z) perteneciente al gráfico de la 
función y que es el extremo de la perpendicular NM trazado al 
plano Оту (MN 1 Огу). 

Si el punto Л ocupa todas las posiciones posibles que cubren 
toda la región œ, entonces el punto M vinculado con esta región, 
describe en el espacio cierta superficie P 2) que «pende» sobre la 
región ө. Se puede representar con evidencia que Р es un «techo» 
construido sobre el área de о. La superficie Р es efectivamente la 
representación gráfica de la función (1) (fig. 208). Las representa- 


») Se trata de las funciones elementales más simples. 


352 Cap. XX. Funciones de varias variables 


ciones geométricas de funciones de tres y más variables no tiene sen- 
tido geométrico simple. 

En ciertos casos se puede interpretar geométricamente el com- 
portamiento de una función examinando sus líneas de nivel (o super- 
ficies de nivel), es decir las líneas (o superficies) donde la función 
dada posee un valor constante. 

DEFINICION 1 Llámase línea de nivel de una función 


z= f (z, y) 


al conjunto de todos los puntos del plano Ozy para los cuales la función 
dada posee un mismo valor (isocurva). 
De este modo, la ecuación de la línea de nivel es 


16, у) = С, 
donde С ез una constante dada. 


EJEMPLO Construir la familia de líneas de mvel de la función 
з= афи. 

Dando а z valores no negativos z = 0, 1, 2, . . . (es evidente que z по puedo 
ser negativo) obtenemos las ecuaciones de líneas de nivel de la función: 
at + y= 0 ез ol punto O (0, 0); z? + у? = 1 es una circunferencia de 
R=1 y centro O; 224-0? == 2, circunferencia de R = VŽ y centro O (0, 0), etc. 

De esto modo, las líneas de nivel do nuestra función constituyen una (атаа 
de circunferencias concéntricas de centro 0. Al construir estas líneas oblendre- 


mos para la función dada una «mapa 
y do superficies» соз alturas marcadas 


(ig. 2 
Гат, De 209 поз muestra claramente 
фе Ма еса 10 largo do cada 
irección radial. Por eso la imagen geo- 
métrica de la función en el espacio Отут: 
representa en sí un «hoyo» gigantesco 
con bordes abruptamente — crecientes, 
Teóricamente, esto es un paraboloide de 
revolución (уёаѕо el $ 8 del cap. XIX). 


DEFINICION 2 — Llámase superfi- 
cie de nivel de una función 


u = f (z, у, 2) 


al conjunto de puntos del espacio 
Fig. 209 Олуг. para el cual esta función tiene 

el mismo valor (isosuperficie). 
Las líneas y las superficies de nivel se encuentran constantemente 
en los problemas de física. Por ejemplo, al unir sobre un mapa de la 
superficie terrestre los puntos de igual temperatura diaria promedio 
o presión atmosférica, obtendremos, respectivamente, los mapas de 
isotermas y de isobaras, que son datos importantes y básicos para 

el pronóstico del tiempo. 
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$ 2. Continuidad 


Sea z = f (z, y) una función de dos variables z e y; al conjunto 


de valores (z, у) lo llamaremos para abreviar punto; de este modo, 
z es función de un «punto». 


Demos а la variable z un incremento Ат sin tocar la variable y. 
Entonces, la diferencia 


Aj = f (= + Az, y) —1 (2, y) (4) 


se llama incremento parcial de la función j (z, y) respecto a la va- 
riable æ. Por consiguiente, se puede escribir 


As (к, y) = f (2 + Az, y) — f (2, y). (2) 


De un modo análogo, si se da un incremento Ay solamente a la 
variable y sin tocar la =, la diferencia 


Ayl (к. y) = f (z, y + Ay) — f (2, y) (2) 
se Пата incremento parcial de la función f (=, y) respecto a la va- 
riable y. 


Por último, puede ocurrir que Jas dos variables z e y han obte- 
nido respectivamente los incrementos Az y Ay. En este caso, el in- 
cremento correspondiente de la función 


Af @, y) = f (z + Az, y + Ay) — f (2, y) 68) 


se llama incremento total de la función f (z, y) (o, simplemente, 
incremento de la función). 


Es natural que se examinen aquí los puntos 
(z, y), (& + Аг, y) (z, y + Ay), (2 + Az, y + Ay), 
para los cuales la función f tiene sentido, es decir, está definida. 
Notemos que de las fórmulas (2), (2) y (3) se deduce que, en 


general, el incremento total de una función no es igual a la suma de los 
incrementos parciales de la misma: 


Af (2, y) + Aaf (2, y) + Ау (ш, y). 
EJEMPLO. Hallar el incromento de la función 


Hr v) = 29 + зу — 22, 
si z ha variado de 2 a 2,2 e y, do 1 a 0,9. 
Aquí 


Ar=02 y Ay=-04. 
Tenemos 


#@ 1) = 22 + 24—242 = 4 
y 


1 (2,2; 0,9) = 2,2% + 2,2-0,9 — 2-0,9 = 5,20. 
Por consiguiente 
Af (2; 1) = 5,20 — 4 = 1.20. 
230102 
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De un modo análogo se definen y se escriben los incrementos 
parciales y totales de una función de más de dos variables. 
DEFINICION + Una función f (z, y) se Пата continua en un punto 
(хо, Yo), si: 1) la función está definida en este punto y él es un punto 
límite para el dominio de existencia de esta función; 2) a los incrementos 
infinitamente pequeños 
Az = 2—20 Y Mo =Y—Yo 


de las variables х e y les corresponde un incremento infinitamente 
pequeño А] (Zo, yo) de la función | (т, y), es decir, cualquiera que sea el 
modo mediante el cual los incrementos Az, y Ayo tienden a cero y para 
los cuales f (т + Ату, Yo + Ayo) tiene sentido, se cumple Ја con- 
dición 

¿Lim 87 (а) = lim (Y (tot Ало oH Ayo) — (o 01509. (4) 

E] Ма 

Рага más claridad se puede admitir que una función f (z, y) 
continua en el punto (Zo, Yo) está definida en este punto, así como 
en cierto entornoy del mismo, y, siendo los incrementos Az, y Ayo lo 
autiolestemente pequeños según sus módulos, tiene lugar la igual- 

ай (4). 

DEPINIGIÓN 2 Una función f(z, y) se llama continua en un 
dominio dado, si ella es continua en todos los puntos de este dominio, 
es decir, si para cada punto (z, y) del dominio tenemos 

Ит Af (2, у) = lím [f (24 Az. y + Ду) (z, y)]=0. (5) 

КЕП Кел 

Syo Ay->0 
Suponemos aquí habitualmente que el punto desplazado (= + 
+ Az, y + Ay) pertenece al dominio considerado y que f(z + 
+ Az, y + Ay) existe (según la definición (1) el conjunto de tales 
puntos по es vacío en todo entorno del punto (z, y). De este modo 
se puede decir que una función es continua, si y sólo si, a incrementos 
infinitamente pequeños de sus argumentos les corresponde un incremento 
infinitamente pequeño de la función. 

EJEMPLO. La función f рт VZ+ Уу+ УТТЕ y está definida 


pues continza on el triángulo: А = {е > 0, y => 0; z + y < 1). Notemos que 
los puntos de frontera del conjunto А no son puntos interiores del mismo. 


Do la fórmula (5) se deduce que 
те + Ах, y + М) =f (к, y) +0 


donde а es un infinitésimo cuando Az — 0 у Ay = 0. De este modo, 
si una función f (z, y) es continua, sus valores en dos puntos infinita- 


¡ón dol límite de una función véase el $ 3 del cap. УП, 


1) Para la del 
observación. 
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mente próximos se diferencian entre sí en una función infinitesimal. 

Supongamos que z + Ат = лу, y + Ау = y; ез evidente que 
cuando Az —> 0, Ay —> 0 tenemos z, — z, гү > y, y viceversa. En 
este caso mediante la fórmula (5) obtenemos una definición equi- 
valente de continuidad de una función 


Ша 7 (5. и) = (2, y). 


uo 


$ 3. Derivadas parciales de primer orden 
Sea dada una función 
z = f (z, y). 


Aquí y en adelante, supondremos que para cada punto examinado 
(z, y) la función f (z, y) está definida en un cierto entorno total de 
oste punto. 

Examinemos la relación del incremento parcial 


5а = | (к + Ат, y) — Í (Е, Y, 
de la función z respecto de la variable x al incremento Az de esta 


variablo 


Asz _ flz+Ar, y)—t (2, Y 
dz Az e 


El límite de esta relación, si él existe, cuando Az tiende a cero so 
llama derivada parcial primera (о de primer orden) de la función 
z = f (т, y) respecto a т, y se connota así: 

by 

Ja Shiz, y). 
En consecuencia, tenemos 


& р Letan YI Y 
= ит 2 А 


ж axso 


Se defino análogamento la derivada parcial -È = fy (x, y) de la 
función z = f (2, y) respecto a y: 

др 16. УБА —/ (=, Y) 

P иш Уау 0, 


Ы дуо 


реғтмістох. Llámase derivada parcial de una función de varias 
variables respecto a una de estas variables, al límite de le relación del 
incremento ial correspondiente de la función respecto al incremento 
de la variable independiente que se ezamina, a condición de que este 
incremento tiende a cero. 


230 
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Notemos que sí se toma la derivada 22 de la función z= 


= f(z. y), y se considera constante; si se calcula E. z se consi- 
dera constante. 


Por eso, la derivada parcial de una función de varias variables es 
igual a la derivada de la función de una sola variable obtenida cuando 


Fig. 240 


todas las variables independientes de la función dada son constantes, 
excepto una, respecto a la cual se toma la derivada, es decir 
2! 
= и ә. 
donde y = const, ete. 
Por consiguiente, el cálculo de derivadas parciales no exige nue- 


vas reglas de derivación y podemos utilizar las fórmulas conocidas 
(véase el $ 13 del cap. X). 


EJEMPLO 1. Sea la función з = 2? sen y + yt. 
Es fácil ver que 

E 
ду 


So dofinen y se calculan análogamente las derivadas parciales de una fun- 
ción uf Че, 1,2) de fros variables z, y, z, ete. 


ді 
чур =з зу, == rt cos y-+ hyt, 


ЕМЫ! la función u = 2° — y! + 31%, entonces 
ди ди. ðu _ 
FA A 15 


Para una función 
z=ł (z, y) 
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es fácil hacer una interpretación geométrica de sus derivadas 
parciales #® = f; (x, y) y эү” f(x, y). La imagen geométrica de 
esta función es una cierta superficie P (fig. 210). 

Considerando que y = const, obtenemos una curva plana P, 
que representa la sección de la superficie P por un plano correspon- 
diente paralelo al plano de coordenadas Ozz. Sean MX la tangente 
a la curva Г, en el punto M (т, y, 2) y a el ángulo formado por esta 
tangente y la dirección positiva del eje Ox. Puesto que 

д1 dí | 
dz [а= |у=сола` 


el sentido geométrico de la derivada ordinaria nos permite escribir 
2 
de MEA. 
De modo análogo, si Г, es la sección de la superficie Р por el 


plano т = const y В es el ángulo formado por el eje Oy y la tangente 
ML a la curva Г, en el punto M (z, y, 2), tenemos 


ĝi 
зев 
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Sea 2 = f (z, y) una función de dos variables independientes 
zx e y. El incremento total de esta función 


Az =} (x + Az, y + Ay) — i (2, y) 


es la diferencia de los valores que esta función toma en los puntos 
M (z, y) y M' (æ + Az, y + Ау). Designemos por р la distancia 


entre estos puntos: 
p = У (Агу + (дуў. 


Si, cuando p — 0, se pueden elegir las magnitudes А у B, inde- 
pendientes de Ат y de Ay, tales que la expresión 


Алғ + Вду 


difiera del incremento total Az de la función en un infinitésimo de 
orden superior en comparación con p, esta expresión se llama parte 
lineal principal del incremento total de la función. En este caso obten- 
dremos 


Az = ААт + ВДу + үр. a) 


donde y —— 0 cuando р 0 (о, lo que ез lo mismo, y — 0 cuando 
Az>0 y Ду —> 0). 
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La expresión (1) puede ser escrita de otra forma. Puesto que 
Az = p cos q, Ду = p sen y (fig. 211) tenemos 


р = Az cos q + Ду sen q; 
de donde 
Az = Aâz + BAy + «Ах + Pay, a) 
donde 
a=ycospy>—0 y B=yseng—0 


cuando р 0, es decir, cuando Az->0 y Ay—0, y viceversa. 
Generalizando la definición de la diferencial de la función de 
una sola variable independiente, en el caso de una función de dos 
variables independientes se pueden 
enunciar las definiciones siguientes. 
DEFINICION 1 Llámose diferencial 
de una variable independiente al 
incremento de esta variable, es docir 


д2 = Ат y dy=Ay. 


Fig. 214 DEFINICIÓN 2 Llámase diferencial 
total (o sencillamente diferencial de 
una función) z= f (z, y) de dos variables independientes z e y, 
a la parte lineal principal del incremento total de esta función. 
Esta definición se extiende de modo natural a funciones do 
cualquier número de variables. 
Designando la diferencial de la función por la letra d, se puede 
escribir 


de = ААх + B4y, (2) 


donde А у В no dependen de Az ni de Ay y además de 
Az — dz = аА: + BAy, 
donde æ y В son infinitésimos, cuando Az — 0 у Ay — 0. 
La función que posee diferencial en el dominio dado se llama fun- 


ción diferenciable (derivable) en este dominio. Si una función z es 
diferenciable, su incremento total Az es dado por las fórmulas (1) 


Notemos que si una función z = f (z, y) es diferenciable, ella es 
continua, Efectivamente, pasando al límite en la fórmula (1°) cuando 
Ае — 0 y Ay = 0, obtendremos 


lím Az=0, 
Axt 
ayso 


es decir, la función z es continua (véase el $ 2). 
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EJEMPLO Hallar la diferencial de la función z = zy- 
La función z puede considerarse como el área de un rectángulo de lados x 
e y (fig. 212) 1). Dando а los lados ze y incrementos Аг y Ay obtendremos el 
incremento Az del área z que representa 
el área de sorla»: 


Ма = (2 + Ar) (y + ây) зу = 

= y Az + z Ду + А-ду. 
Cuando Az => 0 y Ay -» 0 la parto prin- Y 
cipal de este incremento, constituida 
рог dos rectángulos de lados y, Ax y г, Ay, 
es la diferencial de del área 2; por eso 


ds = y Az + z Ay. 


TEOREMA 1 La diferencial de Fig. 212 
una función es igual a la suma de los 
productos de las derivadas parciales de esta función por las diferenciales 
de las variables independientes correspondientes. 

DEMOSTRACION Sea z= f (z, y) una función diferenciable, es 
decir, que tieno diferencial 


di = AAz + Bây. (3) 
Para determinar los coeficientes А y B escribimos el incremento 
total de esta función 

Аз = АМ: + BAy ++ «Ах + BAy, (4) 
donde а y В son infinitésimos cuando Ax->0 у Ay=-0. Conside- 


rando que Ay=0, en la fórmula (4) “obtendremos el incremento 
parcial 


Ау = Ar + air. 
De aquí 

Ах: 

AE АНЕ 


у, por consiguiente, cuando дг -+ 0 tendremos 


De modo análogo, considerando que Az=0, en la fórmula (4) 
hallamos 


De este modo, 


l Para mayor evidencia, considoramos que х е y son positivos. 
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Sustituyendo estos valores en Ja fórmula (3) y teniendo en cuenta 
que Аг= бг у Ay=dy, obtendremos definitivamente 


d= 34+ dy. (5) 


соолто Una función dada posee una diferencial única. 

Efectivamente, de la demostración del teorema 1 se deduce que 
la diferencial de la función z = f (z, y), si ella existe, es expresada 
obligatoriamente por la fórmula (5). 


OBSERVACION, De la fórmula (5) se deduce que la diferencial dz de una función 

y) de dos variables independientes z e y, es una función de cuatro 
les ¡udependientes т, y, dz, dy lineal (es decir, del primer grado) respecto 
al segundo par do variables. El primer par de variables, z e y, representa las 
coordenadas del punto M (=, y) en el cual so calcula la diferencial; el segundo 
par de variables, dz y dy, son las coordenadas del vector de desplazamiento del 
punto M (z, y) cuando éste pasa a un punto infinitamente cercano M’ (z + dz, 
y + dy), dondo dx y dy son las proyecciones dol segmento MM’ sobre los ejes 
de coordenadas correspondientes Oz y Oy. 


weoremMa 2 (condición suficiente de diferenciabilidad de una 
función). Si una función z = f (z, y) posee en un dominio dado las 


derivadas parciales continuas 22 = {у (z, y) y Ë = fy (к, y), entonces 
ella es derivable en ese dominio y su diferencial se expresa por la fór- 
mula (5). 

Demostracion  Examinemos el incremento total de la función 


Az = f (z + Az, y + Ay) — f (2, y). 
Restando y sumando el término f (=, у + Ay), tendremos , 
Az = \] (к + Az, y + Az) — f (z, y + МЮ] + 
+ (к, y + М) — f (к, y). (6) 


El primer corchete de la fórmula (6) representa el incremento 
de la función f (z, y) respecto a la variable z para un valor fijo 
y + Ay de la segunda variable y, es decir, ella puedo ser considerada 
como el incremento de la función de una sola variable z. Fijando el 
valor de y + Ay y aplicando el teorema de Lagrange sobre el incre- 
mento finito de una función (el $ 1 del cap. X1) hallamos 


1 («+ Az, y + Ay) — f (z y + Ay) = ^а}; (о y + Ay), С) 


donde т ез un valor intermedio entre т y £ + Аг. 

De modo análogo el segundo corchete de la fórmula (6) es el 
incremento de la función 7 (т, y) respecto a la variable y para un 
valor fijo de la variable z. Por eso aplicando el teorema de Lagrange 
obtendremos 


Í (æ, y + Ay) —f (a y) = Айу lo Y), (8) 
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donde y es un valor intermedio entre y e y + Ay. De las fórmulas 
(6), (7) y (8) se deduce 
Az = Аа}; (E, y + Ay) + Ал, (2, Y). (2) 
Sean Ах — 0 y Ay > 0. Puesto que las derivadas f4 (т, y) y fy (z, y) 
son continuas, sus valores en los puntos infinitamente cercanos 
P (E, y + Ay) y М (z, y) у, respecti- 
vamente, Q (2, Y) y M (т, y) (fig. 213) 40 
se diferencian entre sí еп infinitési- 
mos ($ 2); por eso 4627 Ay 
Ly (o, y + by) = fs (0, y) +a 
y 5 Misg) 
hE Йй =» й +, кы 

donde « у f son infinitésimos cuando 
Ax->0 y Ay=0. De aquí, por la fórmula (9) 

Az = |); (z, y) Az + fý (z, y) Ayl + (a Az + PAy). (10) 
La parte lineal principal del incremento total Az de una función 


ез, por AA 1а diferencial dz de esta función. Por consiguiente, 
la fórmula (10) di 


а Y Arth (2, y) Дуна HE d+ Еду, 
es lo que hacía falta demostrar. 


рзмрго 1. Hallar la diferencial de la función 2= 20, Aquí 
Epa y Fans 
De aquí 


Е д2 
A A dy pas 
аа ат de +57 dy yal ds 4-01 In ду. 


OBSERVACIÓN. Análogamente, si una función u= f (z, y, z) posee 


dorivadas parciales continuas ¿2 , -$É , Ge» la diferencial de esta 
función se expresa por la fórmula 


du 09-02-98 dy Hoz de, 
donde х= Дх, ду = Ду y di= ba 
EJEMPLO 2. Hallar la diferencial de la función w=} e7, Tenemos 
du $ du z du 


wota, a Hse 
y 


бт уу 3 
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Por consiguiente 
AMS 
de (La a+ as), 
e (qe et 50) 


Si los incrementos Az y Ду son pequeños, ol incremento de una 
función diferenciable 


Af (z, y) =] + Az, y + Ay) — (2, y) 


puede ser aproximadamente reemplazado por la diferencial df (т, y) 
de esta función: 


dj (z, y) =}; («, y) Az + fy (2, y) Ay. 
Do donde se deduce una igualdad aproximada 
1 @ + Az, y + Ay) — f (2, y) ~ fa (2, y) Ат + fy (2, y) Ay 
su m tanto relativamente más exacta cuanto menores sean | Ах | 
y | Ay 


EJEMPLO 3 Se examina un rectángulo de lados z = 6 me y 

Cuál зе le variación de lx diagonal de eto reclámgulo, М el lado ево 
aumenta en 5 ет y el lado y se disminuye en 10 сш? 

Designando la diagonal del rectángulo por u tenemos u = Уу 

Do donde reemplazando el incremento Az de la diagonal por la diteroncial 
du de esta última hallamos poe 


Az+ydy 
du du = = A LOL 
наа ути узри узра 


Considerando que en la última fórmula х = 6 m, Ах = 0,05 m; y = 8 m, Ay == 
= —0,10 m obtendremos 


De este modo, la diagonal del rectángulo disminuirá aproximadamente en 
5 ета. El cálculo exacto da Au = —0,045 m 


5. Aplicación de la diferencial de una función 
a los cáleulos aproximados 


Con ayuda de la diferencial total de una función se puede estable- 
сЕ cómo los errores de sus argumentos influyen en el valor de la fun- 
ción. 

PROBLEMA. Calcular el error absoluto límite A, de la función 


=] y) 
conociendo los errores absolutos límites Az y Ay de los argumentos 


z, y: 
147 <А. y 1А <А, 
Аа [= 17024 Аз, у Ау) — 7 (2, y) | 


Tenemos 
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Reemplazando el incremento de la función por su diferencial obten- 


dremos , , 
Гагра (=, y) Az- fy (2, y) Ду |. 
De donde deducimos una ий «отун 


Por consiguiente, el error absoluto Е de la función z es igual a 
д: dr 
|а |92 Ф 


EJEMPLO. La hipotenusa de un triángulo rectángulo es z = 120 m + 2 m y 
2 ángulo agudo es y = 30° =; 1>. ¿Con qué precisión se puedo calcular el catoto 


A, 


de еме triángulo, opuesto al ángulo dado? 
Tenor: 
z= zsen y. Г] 
De donde 
д: дъ 
=sen y, сову. 


= ia 
Suponiondo que z = 120, A, = 2 e y = Ẹ , A, = hallamos medianto las 


fórmulas (2) у (1) 
2 = 120 sen 30° = 60 (m) 
y 


A, = sen 30°:2 + 120-008 30° ¡zp = 1 + 1,8 = 2,8 (m) 


Por consiguiento 
z= 60 m 2,8 m, 


Aplicando la fórmula (1) se puedo determinar también el error 
absoluto límite de la función: 


En particular, hacemos 
z=23y (z #0, у +0). 
En este caso 
A: = |y | âz + 1214, 


y, por consiguiente, 
IA 
TH о &=®+% 
es decir, el error absoluto límite de un producto es igual a la suma de 
errores absolutos límites de los factores. 
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$ 6. Noción sobre derivada de una función según 
una dirección dada 


Sea и = f (z, y) una función definida en un dominio о. Exami- 
nemos cierto punto M (z, y) € © y una dirección 2 definida por los 
cosenos directores cos a y cos В = зеп « (es decir, cos a y соз 
son los cosenos de los ángu- 
los formados por el rayo Гу 
las direcciones positivas de 
los ejes de coordenadas Oz 
y Oy). Cuando el punto 
М (т, y) se desplaza en la 
dirección dada 1 al punto 
M (z + Az, y + ây) E о, 
la función uef (2, y) 
obtiene un incremento 

ыбы Аш = f (z + Az, 
y + ây) — il) (0) 
que so llama incremento de la función u en la dirección dada 1 (fig. 214), 
Si MM’ = Al es el valor del desplazamiento del punto Af, del 
triángulo MPM' se obtiene 


Az=Ál-cosa, 
Ay=Al-cosp. a 


Por consiguiente 
Аш =f (к + Alcosa, у + АГ соз В) —f (2, y). 


DEFINICIÓN. Llámase derivada 2% de una función u en una 


dirección dada 1, al límite de la relación del incremento de la función 
en esta dirección respecto al valor del desplazamiento, cuando esta última 
tiende a cero, es decir, 


т-у o 
Do oste punto de vista, las derivadas 28 y k pueden considerarse 


como las derivadas de la función u en las direcciones positivas de los 
ejes de coordenadas Oz y Oy. 

La derivada 2% da la velocidad de variación de la función 
en la dirección Z. 

Deduzcamos la fórmula para la derivada -2+ suponiendo que 
la función u = f (z, y) es derivable. En virtud de la definición de 
la diferencial de una función el incremento de la función difiere de 
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su diferencial en una magnitud infinitamente pequeña de un orden 
superior respecto a los incrementos de las variables independientes. 
Por eso, aplicando la fórmula de la diferencial total (la (5) del $ 4) 
tendremos 


би == 5 А+ ЕЗ Ay-+8/Az+e,Ay, 


donde e,>0 y e,>0 cuando Az—0 у Ay—0. De donde obtone- 
mos, de acuerdo con las relaciones (2), 
El д! 
Aju= (2 cosa 4 92. созВ) A+ (е соза -- е, созб) AZ. 
Por consiguiente 
Ate 95 соза + 05. созр-- еи cosa + e, cosp, 

Pasando al límite en la última fórmula рага AZ > 0, es decir, cuando 
Az -> 0 у Ду — 0 y, partiendo de la definición (3), obtendremos la 
fórmula buscada para la derivada de la función en la dirección dada: 

du 

ar 
donde cos В = sen œ. 


Focos + 55. cosp, (4) 


EJEMPLO 1. Hallar ol incremento de la función u == 22 -+ 2zy — y? durante 
el desplazamiento del punto А/ (1, 2) еп una distancia Al — 0,1 en el sentido L 


que forma un ángulo æ = arctg Peon la dirección positiva del eje Oz. ¿Cuál 
es el valor de la derivada-Zt-en cl punto M? 


Tenemos ша= Фу 0<а< 5. De donde 


seca Ута = Vat ` 
por consiguiente, 


4 
сов @ = =5 y Ma=tgacsa= 


soa 


Utilizando los cosenos directores cos a = + y cos $ = + obtenidos para la 
dirección 1, se hallan los incrementos de coordenadas del punto М 
Az = Alcosa = 0,1-7 0,08 y ду = Al-cos B = 0,1-5- = 0,06. 
De este modo, el punto despzado М” tiene las coordes 
21=x442=1+0,08=4,08 

Y=Y+Ay=2+0,06=2,06, 

De aquí el incremento buscado de la función ш es igual a 

Аи = (1,08% + 2-4,08-2,06 — 2,06%) — (12 + 2.1.2 — 22) = 

1,3724 — 1 = 0,3724. 


e 
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Notemos que 


vu 
МГ = 3,7. 
Luego, tenemos 
de 
"+1 зу 
por eso 
диү _ du y 
[к (rlr 
y, por consiguiente. 
ди ди ди ел б 3 _ 
(9) „= (а) о (у 00 3-37 езе. 


ouservación La derivada de la función и = f (z, y, 2) en la 
dirección ¿= (cos а, cos В, cos y) es igual a 
du du ди ди 
rr cosa += cos B + ¿Ecos y. 


$ 7. Gradiente 


DEFINICION 1 Se dice que en un dominio dado w !) se ha definido 
el campo escalar, si para todo punto M € w se da cierta magnitud 
escalar (es decir, un número) 

u = f (M). a) 


De este modo, u es una función numérica de un punto. 

Como ejemplos de campos escalares se pueden citar: el campo 
de temperatura, es decir, la distribución de la temperatura en un 
cuerpo calentado; la distribución de concentración de una sustancia 
en la solución, etc. 

Si el dominio œ está situado sobre el plano Оху, cualquier punto 
suyo M se define por dos coordenadas (z, y) y el campo escalar plano 
(1) puede ser escrito así 

u =f (z, y) (( yo). (2) 

De modo análogo, para el dominio œ del espacio Oxyz tendremos 

u =} (z, y, 2) (т y, 2) € 0). 


De este modo, la noción de campo escalar da una interpretación 
física de la función de varias variables. 

DEFINICION 2. Se diceque uncampo vectorial está definido en un 
dominio dado w, si a cada punto М Є ө se le asocia un cierto vector 


a =F M). © 


1) Conforme a la tradición, el término «dominio» es aquí sinónimo de 
vocablo «conjunto». Para la definición de la noción de dominio véase el $ 11. 
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De ejemplos de campos vectoriales pueden servir: el campo de 
velocidad en un momento de tiempo dado de puntos de una corriente 
de líquido; el campo de fuerza generado por un centro de atracción, 
eto. 

Рага el caso de un campo vectorial plano (3) (ө Є Оху) tendremos 
un vector función 


a=F (z, y (= y) €o). (4) 
De aquí, pasando a las coordenadas del vector a obtendremos 
а, = F, (2, у), 9 = Р, (z, y). (5) 


De este modo, la definición de un campo vectorial plano (4) 
es equivalente a la definición de dos campos escalares (5). 
De modo análogo, para el caso de un campo vectorial en el espacio 
(о Є Ozyz) obtenemos 
a =F (z, y, 2), 6) 
o, en coordenadas, 
ax = F, (z, у, 2), ау = F; (х, y, 2), 
as = Fa (z, у, 2). @) 
Entonces, el campo vectorial (6) es equivalente a tres campos езса- 
lares (7). Esto explica la comodidad del lenguaje vectorial: él рег- 
mite escribir numerosas relaciones escalares mediante una sola fór- 
mula. 
El conjunto de todos los puntos M para los cuales el campo 
escalar (1) conserva un valor constante 


Í (M) = const, 
зе Пата superficie (o línea) de nivel del campo escalar (isosuperficie) 
(véase el $ 1) 
DEFINICION 3 Sea 
=f (z Y) (8) 

ип campo escalar plano derivable). Entonces, el vector 

grada (e, 2) (9) 
se Пата gradiente del campo; o más detalladamente 


ди ; ôu 
gradu= ati’ 


donde ї, j son vectores unitarios orientados a lo largo de los ejes de 
coordenadas Oz у Oy. 


1) Es decir, f (=, y) es una función derivable de dos variables. 
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Lo mismo, para un campo escalar en el espacio 
u=f (1, у, 2) e) 
su gradiente es el vector 
а д! ğı 2 
da ar) (9) 
De este modo, el campo escalar engendra un campo vectorial 
1 amado campo de gradientes, 
Llúmase derivada del campo escalar (8°) en una dirección dada 1, 
la expresión (véase el $ 6) 
ди du ди 


ôu 
98 соз + Ge cos pt дЕ cosy, (10) 


donde cos a, соз В, cos y son los cosenos 
directores del vector L La derivada 55 
representa la velocidad de variación del 
campo en la dirección dada. 
Fig. 215 TEOREMA 1. La derivada de un сатро 
escalar en una dirección dada es igual a la 
proyección del gradiente de este campo sobre esta dirección (en el 
punto correspondiente). 

DEMOSTRACION  Designemos рог lọ = (cosa, cosp, cos y) el 
vector unitario de la dirección 1. En este caso, teniendo en cuenta la 
fórmula (9) y recordando la definición del producto escalar (el $ 12 
del cap. XVIII) se puede escribir la expresión (10) en la forma si- 
guiento 


t = grad u-lọ= | grad u |11, | cos p= | grad u |cosq, (11) 


donde ф = (атай u, 1) (fig. 245). 
De aquí, 
дь _ 


ar =Proya gradu (12) 


coroLarIo El gradiente de un campo escalar en un punto dado es 
igual en magnitud y en dirección a la velocidad máxima de variación 
del campo en este punto. 

Efectivamente, mediante la fórmula (11) se obtiene que 


ди 
пах е 1 eradu), 
у además cos q = 1. De aquí hallamos que q = 0 y, рог consi- 
guiente, la dirección del vector 2 = 1* debe coincidir con la dirección 
del grad u, es decir, 1* = k grad u, donde k > 0. Además para esta 
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dirección tenemos 
ди нү тои ү тогуз 
зета y (ADA изу 
observacion Del corolario se deduce que ol gradiente del campo 
no depende de la elección de un sistema de coordenadas rectangu- 
lares Оруз. 


EJEMPLO. Hal 


r la magnitud y la dirección del gradiente del campo 
z 
а 
ие 


en el punto М, (2, 4, 0). 
'énemos 


rr 0 К; 


=@ м, = 0б. 


Por consiguiente, 


grad u (Mo) = i — 2j. 
De aquí 


= 1 2 
1 grad u (Mo) | = Y 5 y == 75, b=- q: cosy=0. 


El punto M, en el cual grad и (М) = 0 se Пата singular para 
el campo escalar; en el caso contrario, el punto M, se llama no sin- 
gular (ordinario). 

Citamos sin demostración un teoroma que define la dirección del 
gradiente de un campo escalar. 

TEOREMA 2. En todo punto no singular de un campo escalar plano 
el gradiente del campo está dirigido según la normal a la línea de nivel 
que pasa por este punto en el sentido del crecimiento del campo. 


$ 8. Derivadas parciales de orden superior 


Supongamos que tenemos cierta función z = f (x, y) de dos va- 
riables т e y. Sus derivadas parciales 
д2 
зу 


(my y 


Эх (ж) 

son funciones de las variables z e y. En algunos casos para estas fun- 
ciones existen también las derivadas parciales de segundo orden tam- 
bién Mamadas derivadas parciales segundas: 


RA (E) eo E (Ë) -faa 
2 E o (E) tn 


240102 
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Continuando de tal modo, podemos determinar las derivadas 
parciales de tercer orden (derivadas parciales terceras), ete. 

Se determinan y se escriben análogamente las derivadas parciales 
sucesivas (de órdenes superiores) de funciones de tres o más varia- 


bles. 

Se puede demostrar el teorema siguiente: si todas las derivadas 
parciales examinadas como funciones de sus variables independientes 
son continuas, el resultado de la derivación parcial no depende del orden 
en el cual se efectúan las operaciones. 

2 

En particular, por ejemplo, si las derivadas ы у тн son 

continuas, tiene lugar la igualdad 

Pes 

дхду  ðyðr * 
Sin dar la demostración general verifiquemos la exactitud de esta 
última afirmación mediante un ejemplo. 

EJEMPLO. Soa 

=>» (>0 
Tonemos 


EA A бй: ыра 
к=н?! a GS, y lar. 
Se ve que para la función z dada, so cumple la igualdad 

ды _ дч 

59у yðr ` 


como era de esperar. 


$ 9. Criterio de la diferencial total 


Si una función u = f (z, y) es derivable, su diferencial total 
es de forma (la fórmula 5 del $ 4) 


du = P (х, у) dr + Q (z, y) dy, i) 
donde 
Pensi у oeei B 


Surge el problema inverso: ¿bajo qué condiciones la expresión dife- 
rencial 
Р (z, y) dz +Q (z, Y) dy, (8) 


donde las funciones P (z, y) y Q (2, y) son continuas, junto con sus 
derivadas primeras, es la diferencial total de una función u? 

La condición necesaria de diferencial total se da por el teorema 
siguiente. 

TEOREMA Para que la expresión diferencial (З) sea en un domi- 
nio G la diferencial total de una función u = F (z, y), es necesario que 


$ 9. Criterio de la diferencial total зң 


en este dominio se cumpla la identidad 
Р 
Ea беде (2) 
(condicion de diferencial total). 
DEMOSTRACION. Sea (3) la diferencial total de la función и = 
= F (т, y). Tenemos 


йи 56 da += dy. (4) 


En virtud do la unicidad de la diferencial (el corolario del teo- 
roma 1 del $ 4) obtendremos 


Р =з. O=. (5) 


Derivando la primera igualdad (5) respecto а y, y la segunda res- 
pecto a т tendremos 


ôP _ ди du 
ay zay z= Зудт * (6) 
Puesto que para las derivadas mixtas continuas el resultado de la 


derivación no depende del orden de su realización de las (6) obten- 
dremos 


w 
=, 
es decir, la condición (а) se cumple. 
conoLanio, Si la condición (a) no se cumple, la expresión P (z, y) х 
X dz + Q (т, y) dy no es en el dominio G la diferencial total de cierta 
función, 


OBSERVACIÓN Se puede demostrar que para un dominio rectan- 
gular finito o infinito 


G=(a<r<b A<y<B) 
el cumplimiento de la condición (0) es también suficiente para que 
exista una función u tal, que 
Р (z, y) de +Q (z, y) dy = du. 
EJEMPLO. ¿Son las expresiones 
ydz—zdy е ydz+ zdy 
diferenciales totales de ciertas funciones? 


Para la primera expresión P = y, Q = —z. De donde 
ôP 20 
у=” A 


у, рог койры; la condición de diferencial total no se cumple, es decir, во 
existe una función cuya diferencial total sea igual a y dr — z dy. 


24» 
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Para la segunda expresión obtenemos P = y, Q = = y, por consiguiente, 


La condición de diferencial total se cumple. Debido a que un plano puede ser 
considerado como un dominio rectangular infinito, entonces y de + zy es la 
diferencial total de una cierta función. Efectivamente 


y dz + z dy = d (y. 


$ 10, Máximo y mínimo de una función 
de varias variables 


Recordemos (véase el $ З del cap. VH) que por entorno de un punto 
del plano se entiende el interior de todo rectángulo que rodea este 
punto, excepto el propio punto (entorno pinchado). 

De modo análogo, por entorno de un punto del espacio se entiende 
el interior de todo paralelepípedo que rodea este punto excepto el 
propio punto. 

DEFINICION. Llámase máximo (estricto) de una función f(x, y) 
un valor f (21, y) tal de esta función, que supera a todos los valores 
1 (х, y) que toma esta función en los puntos de un entorno del punto 
(х, у) ). (Las dimensiones lineales de este entorno pueden ser 
muy pequeñas) 

De un modo análogo, se llama mínimo (estricto) de una función 
f (z, y) un valor f (zs, Ya) tal, de esta función, que es el menor de todos 
los valores f (х, y) 10 por esta función en los puntos de un cierto 
entorno del punto (za, Ya). 

El máximo o el mínimo de una función f (z, y) se llama extremo 
de esta función y el punto donde la función pasa por un extremo 
se llama punto de extremo (respectivamonte, punto de máximo o 
punto de mínimo de la función). 

Se define de modo análogo el extremo de una función de tres 
variables f (z, y, 2), eto. 

Indiquemos la condición necesaria del extremo de una función 
de varias variables. 

TEOREMA. En el punto de extremo de una función de varias variables, 
cada una de sus derivadas parciales primeras es igual a cero о no existe. 

Demostracion Examinemos para simplificar una función de 
dos variables и = / (т, y) y sea f (ть, Yo) su máximo (los razona- 
mientos para el mínimo de la función son análogos). 

Fijemos una de sus variables, por ejemplo y suponiendo qué 
y = у. Entonces obtenemos una función de una variable 


u, = f (z, Yo) 


з) Por el sentido de su definición, la función / (z, y) debe tener sontido 
sobre un ciorto conjunto de puntos de este entorno. 


$ 10. Mér. y Mín. de función de varias variables 373 


que tendrá, evidentemente, un máximo cuando х = Zo. De donde 
según la teoría del extremo de la función de una variable (el $ 7 del 
cap. XI) se deduce que 


(2)... =% fo м) =0 


о que f (Za, Yo) no existe. 

Se demuestra exactamente del mismo modo que ју (Zo, yo) = 0 
6 que 7; (Zo, Yo) no existe. 

coroLarto. En el punto de extremo Mo (Zo, Yo) de una función 
derivable f (z, y) se cumplen las igualdades 


Бао у) = 0, у(х, Yo) = 0. 


De modo análogo, si una función derivable f (т, y, 2) tiene un 
extremo en el punto Me (Tos Уо, Zo), entonces 


Fa (tor Yo» Zo) =0, fy (tos Vo. Z) = 0, fi (£o Yor 20) = 0. 


onservación + El punto en el cual las derivadas parciales pri- 
meras de una función son iguales a сего o no existen, se lama 
punto crítico de esta función. 

Entonces, el teorema os equivalente a la afirmación siguiente: 
una función de varias variables no puede tener extremos que no sean 
puntos críticos. 

OBSERVACION 2 Las condiciones de existencia del extremo de una 
función de varias variables, que acabamos de establecer, no son en 
genera) suficientes, es decir, sí, por ejemplo, en un cierto punto todas 
las derivadas parciales primeras de la función son iguales a cero, esto 
no significa que la función tiene obligatoriamente un extremo en 
este punto. 


EJEMPLO 1. Para la función f (z, y) = zy tenemos 


параю фк у=. 
Por consiguiente, 
L (0, 0) = fi (0, 0) = 0. 


Sin ombargo, el punto O (0, 0) no es un punto de extremo de la función, pues- 
to que en todo entorno del punto O existen los puntos А (e, £) y В (—e, е) (e > 0 
arbitrario) tales que 


4)=e">0=/(0) y 70) = —е < 0). 


paemPLO 2. De todos los paralelepípedos rectangulares cuya suma de tres 
dimensiones es igual a una magnitud positiva dada а se pide hallar el paralele- 
pípedo de volumen máximo, 
Designemos las dimensiones dol paralelepípedo rectángulo examinado por 
mn 3 Cos O, ро 0,3 > O), Su volumen Y во expresa asl: Y = луг. Además, 
según los datos del problema tenemos 


z+ytz=a 
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Expresando 2 en función de z e y a partur de la última ecuación e introdu- 
ciendo esto valor de z en la expresión de V, obtendremos 


V=zxy(0—>—yr 


donde las variables г e y son independientes 
Calculamos las derivadas parciales de Y respecto а z е у: 


дү 
a 
дл мыкы шй 
Igualando a cero estas derivadas parciales tendremos 
ay—2ry—y? 


az—z*— 2z; 


Como las dimensiones z е y para el paralelepipedo buscado no son igualos a cero, 


podemos simplificar nuestras ecuaciones reduciéndojas. Después de algunas 
transformaciones simples obtenemos el sistema 
2z-+y =a, 
чана, 
Resolviendo este sistema por el procedimiento habitual hallamos z = 5 
e $ Por consiguiente, : = E 


Así, el paralelepípedo buscado es un cubo cuya arista es igual а 3 (90 


puede demostrar con rigurosidad que su volumen en estas condiciones es má- 
ximo). 


$ 11. Extremo absoluto de una función 


Examinemos un conjunto G de puntos del plano (o del espacio). 
El punto M se llama interior para el conjunto G, sí este conjunto 
contiene este punto junto con cierto entorno suyo (fig. 246). 


Fig. 216 Fig. 217 


El punto N se Пата de frontera para el conjunto G, si en cualquier 
entorno completo suyo, existen puntos tanto pertenecientes como no 
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pertenecientes а G (fig. 216). El propio punto W no debe necesaria- 
mente pertenecer al conjunto G. 

El conjunto de puntos de frontera de G se llama frontera Г de б. 

DEFINICION 1. Llamaremos al conjunto G dominio, зї todos sus 
puntos son interiores *). 

El conjunto С = G UT, que contiene su frontera, se llama domi- 
nio cerrado. 

Un dominio se llama acotado, si él se encuentra totalmente en el 
interior de un círculo (o de una esfera) de radio suficientemente grande. 


EJEMPLO 1. El interior К del círculo (fig. 247) 
FFP 
inio; su frontera es la circunferencia 2* + y? = 1; ol círculo con su 
а, es decir, ol conjunto de puntos para los cuales 2% + y < 1 
cerrado. а 


DEFINICION 2 Æl valor más pequeño о más 
grande de una función en un dominio dado 
se llama extremo absoluto (respectivamente 
mínimo absoluto o máximo absoluto) de la 
función en este dominio. 

Tiene lugar el teorema de Weierstrass: 
una función continua en un dominio cerrado 
y acotado, obtiene en este dominio su valor 
máximo y su valor mínimo. 

TEOREMA 1. El extremo absoluto de una 
función en un dominio dado se alcanza bien 
en el punto crítico de la función pertene- 
ciente a este dominio, o bien en el punto de 
frontera del dominto. Fig. 218 

EJEMPLO 2. Hallar el extremo absoluto do 
la función z= ху en ol dominio triangular 5 con vértices O (0, 0), 
A (1,0), B (0, 2) (fig. 248). 

Tenemos 


ag м 
жо. 7 а 
De aquí hallamos el punto crítico O (0, 0) de coordenadas z = 0, у = 0 
pertenecientes al dominio 5. 
Estudiemos el comportamiento de la función z sobre la frontera Г = OABO 
del dominio 5. 
En el segmento ОА tenemos y = 0 (0 < z < 1). Por eso z = 0. 
De modo análogo, sobre сі segmento 08: z= Ù (0 < y < 2) obtenemos 
2=0 


Por último, el segmento AB tiene la ecuación тт = їбу=?—?с 


(0 <= 1). Do aquí 
z— zy = 2z — 2. 


1) Semejante conjunto зе Шата genoralmente abierto. 
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Tenemos 
ә: _ 


2410 


‚ de donde y = 1. 


Puesto que 


40, 


ción з aleanza su valor máximo M =-у 1 =- 


en ol punto D (4,1) la 


en el segmento AB. 
Y bien, el menor valor de la función z en cl dominio 5 es m = 0 y éste se 
roaliza en los puntos de los sogmentos ОА y UB que constituyen una parte de 


la frontera Г del dominio S;el mayor valor de esta función M = -у зе alcanza 


en ol punto D (+. 1) pertenecionte al segmento АВ de la frontera Г. 


$ 12. Establecimiento de fórmulas empíricas 
por el método de cuadrados mínimos 


En las ciencias naturalos y en particular еп las biológicas y físicas 
se utilizan fórmulas empíricas basadas en los datos de la experiencia 
y observaciones. Uno de los mejores 
métodos para obtener tales fórmulas 
es el método de cuadrados mínimos. 
Expondremos la idea del mismo limi- 
tándonos al caso de la dependencia 
lineal de dos magnitudes. 

Supongamos que queremos esta- 
blecer la relación entre dos magnitudes 
x e y (por ejemplo, entre la tompo- 

Fig. 249 ratura y el alargamiento de una barra 

metálica). Efectuamos las mediciones 

correspondientes (por ejemplo, л mediciones) y comparamos los 
resultados en la tabla 


Consideramos z е y como las coordenadas rectangulares de los 
puntos del plano. Supongamos que los puntos con las coordenadas 
correspondientes tomados en nuestra tabla están casi situados sobre 
una línea recta, por ejemplo, tal como se indica en la fig. 219. Es 
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natural que pueda considerarse en este caso que las magnitudes z o y 
están ligadas por una dependencia lineal aproximada, es decir que y 
es una función lineal de т expresada por la fórmula 


у= ах +, (1 


donde a y b son coeficientes constantes a determinar, La fórmula (1) 
puedo ser presentada así: 


ол+Ь—у=0. у 


Сото los puntos (т, y) están aproximadamente situados sobre 
nuestra recta, las fórmulas (1) y (2) son aproximadas. Рог consi- 
guiente, introduciendo en la fórmula (2) en vez de z e y sus valoros 
Li Yai Xar Yai - - -i Zns Yn tomados de la tabla precedente, obten- 
dremos un sistema de igualdades 


(3) 


donde 
Бф э 3 6) 


son ciertos números, generalmente distintos de cero, a los que Па- 
maremos errores. 

Hace falta elegir los coeficientes a y b de tal modo que estos 
errores sean on valor absoluto, lo más pequeños posible *). £l método 
de cuadrados mínimos consiste en lo siguiente: hace falta elogir los 
coeficientes a y b де tal modo que la suma de cuadrados de los errores 
sea la más pequeña posible , es decir, es necesarío que la suma 


0-е е +... + б) 


sea lamenor, si esta sama mínima de cuadrados resulta pequeña, enton- 
ces los propios errores serán pequeños en valor absoluto. 


OBSERVACIÓN. Sería posible tratar de tomar en vez do la suma do los cuadra- 
dos, la suma de estos errores y de buscar los coeficientes а y b de modo que 
esta suma sea la más pequeña posible en valor absoluto. Sin embargo es ovidento 
que esto procedimiento no asegurará la pequeñez de errores, porque estor Olti- 
mos pueden tener signos contrarios. Esto no puede ocurrir si el problema se 
resuelve mediante el método de cuadrados mínimos. 


Reemplazando en la expresión (5) los números (4) por sus valores 
tomados en las igualdades (3) obtendremos la magnitud 


1) Este problema es ol caso particular más simple del probloma general de 
la emejor aproximación de funciones» que fue planteado y resuelto, on condi- 
ciones sumamente amplias, рог P. L Chébishov, gran matemático Yuso. 
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siguiente: 
U = (ar, +b — y)? + (ar и... 
жат +b — yn. © 
En la fórmula (6) los números тү, Yı, Xar Yas ++ -+ Uns Yn SOn obte- 


nidos como resultado de mediciones y ellos se examinan como datos; 
en lo que se refiere a los coeficientes a y b, éstos son magnitudes des- 
conocidas que deben ser determinadas. 

Y bien, U puede ser considerada como una función de dos varia- 
blesa y b. Elijamos los coeficientes а y b de tal modo que la función U 
obtenga el valor más pequeño posible. De acuerdo con el párrafo 
precedente hace falta que se cumplan las condiciones 


ôU ôu 
Zo, 20-0. 
Calculando estas derivadas parciales y multiplicándolas, para la 


comodidad de cálculos, por el factor $ tendremos 


= (аа 000) а + (аж +5— ya) лу. бата Hb— Yn) зм, 
+4 (ал Б) + (ar, +04) +... (ад Ыра). 


De donde, anulando estas derivadas parciales obtendremos un sistema 
Jíneal de dos ecuaciones con dos incógnitas а y b: 


(az, +b—y)2,+(02,+b—Y) Te + >. + (ах„+5—у„)л„ =0, 
(uz, +b— yy) + (аж, +b—Ya) + - - - + (an +b—yn)=0. 


Efectuando transformaciones algebraicas habituales simplifica- 
mos oste sistema: 


абаа... ал) (а... 2) 


Шаа... аа» 
аб а +... Бл) + Бп = у уа А... tyn 


о, introduciendo abreviaciones, tenemos 


D tyn 
a a (7) 
“Y a +on= Y) д. 


«q 
gana 


Esta es la forma definitiva de un sistema llamado sistema normal 
del método de cuadrados mínimos. А partir del mismo hallamos а y b, 


$ 12. Fórmulas empíricas por cuadrados mínimos 379 


para luego introducirlos en la fórmula empírica 
=ar +b. 


EJEMPLO. Sea que los resultados de las mediciones de las magnitudes z 
© y y los resultados del tratamiento de las mismas, se indican en la tabla siguiente: 


v = 

1 |-2| 05 4 -4,.0 | -0,175 
2 oj a о а 03475 
3 aj 45 1 1,5 | 0,400 
4 2 2 4 4 0,025 
5 41 3 16 2 |025 


3 


Supongamos que 


y=ar+b 
El sistema normal (7) es de Ja forma 
25а | 56 = 16,5 } 
ба + 5Ь = 8. 
Resolviendo estas ecuaciones obtendremos 
а = 0,425, b = 1,175. 


De donde 
y == 0,4252 + 4,475. 


En la últuma columna de la tabla зе indican los errores correspondientes. 


EJERCICIOS 
1. Determinar los domos de existencia de las funciones: 
а) ш=х}1—*#; b) ИЯТ; с) u= ln (24y). 
2. Construir las líneas de nivel de las siguientes funciones; 


IN E 


3. Construir las superficies de nivel de las funciones: 
aj u = z -H y H z; b) и ta 
4. Hallar las derivadas parciales primeras y la diferencial total de sigue 
tes funciones: 


а) и= 22—21 b 
5, Bollar Ja derivada = de Ja función 
2r 
u=5= 


зва Cap. ХХ. Funciones de varias variables 


en el punto М, (1, 1) en la dirección ¿ que forma un ángulo æ con cl eje Oz, 
п л Зл 5л Зл 7л 


па б-т, 5. Фл, р, у, р 52а. ¿Cuál es el valor de | grad u (Me) |? 
6. Las isotermas de temperatura и Lienen la forma 
EET ETA 


Sabiendo que para la isoterma que pasa por el punto A (3, 4) la función u = 
= 30 °C y para la isoterma que pasa por el punto B (5, 1) la función ш = 35 °C, 
so pide calcular aproximadamente | grad ш (4) |, si las distancias lineales están 
dadas en km. 

7. Hallar las derivadas segundas de las funciones: 


a) u=zlny+ VnF, b) ше: o) ueint d) u= F 


+arctgy; е) u= (8) 


ды _ ды z 
В, Comprobar que Eo рар з si “=r aresen И 5. 

9. La masa de un cuerpo en el айге es т = 0,52 kg + 0,02 kg y la masa del 
Cuerpo on el agua es ту = 0,31 kg + 0,01 kg. ¿Con qué precisión so puede 
determinar la densidad dol cuerpo: 

10. ¿Cuáles de las expresiones dadas son las diforenciales totales 

de 2edy yds—2dy 

a) М Я — 0), с) р (222 0, в)? 

y dea b) EL (у>), о) > у> пу 

11. ¿Cuál es la condición para quo la suma de tres sumandos positivos 
ж, y y 2 séa mínima, si el producto de estos sumandos es una constante igual a а? 

12. Inscribir en una semiesíera de radio а un paralelepipedo rectangular 
de volumen máximo. 

13. En un cono circular recto, con radio do la base r y altura h, se pide 
inscribie un paralelepípedo rectangular de volumen máximo. 

14. Los resultados de las mediciones de las magnitudes x e y se indican en 
la siguiento tabla: 


[| »[o Jo] s| © 
з [1 | 4 | o] ю | - 


ње 5799916900 que las magaltudos z е y están ligidas por una dependoncla 
eal 
y=ar+b, 
determinar los coeficientes a y b aplicando el método de los cuadrados mínimos 
15. Reemplazar aproximadamente la parábola y = 22 en el intervalo 
2 < 2 < 4 por una recta Y = kz + b do tal modo que el «error cundrático 


medios о = \ (y — У)? dz sea mínimo. 


2 
16. Hallar el extremo absoluto de la función 
u=3r+áy+5 
en el dominio 2? + p? < 1. 


INDICACION. Utilizar las ecuaciones paramétricas de la frontera de este 
dominio. 


Capítulo XXI 


Series 


$ 1. Ejemplos de series infinitas 


En esto capítulo estudiaremos las propiedades de las series infi- 
nitas, así como el desarrollo en series de funciones trigonométricas 
y potenciales. 

Un ejemplo de serie infinita estudiado en ol álgobra elemental 
es la progresión geométrica infinitamente decreciente 1) 


а+ а ta? +... 4 ад +... (0) 


donde | q |< 1. Aquí cada término se obtiene а partir del precedente 
de acuerdo соп una ley determinada, a saber: cada término es igual 
al precedente multiplicado por la razón q de la progresión, Por con- 
siguiente el término n-ésimo, llamado término general do la progre- 
sión se expresa por la fórmula 


umat (n=4,2,3,...). 
Otro ejemplo de serie infinita está dado por la serie armónica 
4 1 Al 4 - 5 
Еее теси e) 
donde su n-ésimo término es и, =. 
Existen también series formadas por funciones, por ejemplo 
= ny аз 
Кш жк с о ает "= o 


donde n-ésimo término es igual a 


La ley de formación de los términos de una serie es dada por su 
n-ósimo término, llamado término general de la serie. Conociondo 
la fórmula del lórmino general do una serio se puede determinar 
cualquier término de Ја misma. 


2) De un modo más preciso, habría que decir que es una serie compuesta 
por términos do una progresión geométrica infinitamente decreciente. Para abro- 
Viar Ja serio do forma (1) sorá llamada simplomento «progresión geométrica». 

2) El símbolo nt (se lee «factorial de nə) designa el producto de todos los 
números naturales no mayores de n. 
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Surge un problema: estudiar las propiedades de una serie supo- 
niendo que su n-éstimo término es conocido 

Observamos que la teoría de las series tiene numerosas aplica- 
ciones prácticas debido al hecho de que una función dada puede ser 
representada en forma de una serie de funciones más simples, por 
ejemplo, de una serie de polinomios que permite hallar fácilmente 
el valor aproximado de la función para un valor dado de su argu- 
mento. 


$ 2. Convergencia de una serie 


Domos la noción general de una serie infinita. Supongamos que 
tenemos una sucesión infinita de números o funciones formada de 
acuerdo con una ley determinada y vinculada de un modo puramente 
formal por el signo «+» 


шщ tus фи +... +и„+... = Dun a) 


Semejante expresión se denomina serie infinita o simplemente serie, 
y los sumandos иу, и, Шз, + - ., Un, --. Se llaman términos de 
esta serie. Si los términos de una serio son аең ella se llama 
numérica; si ellos son funciones, se tiene una serie de funciones. 

Notemos que el estudio de series de funciones se reduce al de 
las numéricas. Efectivamente, si 


ün = fn (2) (%—1,2,...), 


obtendremos para cada valor fijo del argumento z una serio numérica 
correspondiente (1) cuyas propiedades es necesario investigar. 

El término u, de la serie (1), que ocupa el n-ésimo lugar contando 
del inicio, se llama término general. La serie (1) se considera dada, 
si es conocido su término general expresado en función del número ». 
Tales son, por ejemplo, las series (1), (2) y (3) del $ 1, donde respecti- 
vamente, 


an 


aah A 


Considerando que la serio (1) está dada podemos formar las sumas 
parciales de la misma, es decir, 


S,=%,, 
5. = tyt lar 
5, койыл 


Samu Huat ugt +. F шаш 
Supongamos primeramente que la serie (1) es numérica, Examinemos 
dos casos. 
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І. La suma de los n primeros términos $, de la serie (1), cuando 
el número de términos n aumenta ilimitadamente, tiende hacia un 
límite finito S: 

lím 5, = 8. 

En este caso, se dice que la serie (1) es convergente y el número 5 
se llama suma de esta seri 

H. La suma de los п primeros términos 5, de la serio. (1) crece 
ilimitadamente o no tiende hacia algún límite cuando el número de 
términos п aumenta ilimitadamente. En este caso, se dice que la 
sorio (1) es divergente y no tiene suma. 

DEFINICION. Una serie numérica se llama convergente, si existe 
un límite finito de la sucesión de sus sumas parciales, este límite se llama: 
suma de la serie; en el caso contrario la serie se llama divergente. 

Si la serie (1) es una serie de funciones, es decir, si 


Un = |, (2) (п=1,2,...), 
la serio numérica correspondiente а cada valor fijo ғ, del argumen- 


to z 
ha (E) + fa (+... H fn (к) +... a) 


puede ser convergente o divergente. El punto =, so Пата respectiva- 
mente punto de convergencia o punto de divergencia de la serie de fun- 
ciones dada y el conjunto de puntos de convergencia se llama dominio 
de convergencia de ella. 

Si un = fn (2) (n = 1, 2,.. .) y si la serie de funciones (1) con- 
verge en todo punto = de cierto conjunto, esta serie se llama conver- 
gente sobre este conjunto y la función 5 = 5 (х), definida para cada 
valor considerado de т por la fórmula 


S = lím Sn (2) 


so llama suma de esta serie en el conjunto dado. 

Si la serio (1) converge, la diferencia entre la suma $ y su suma 
parcial Sy 

y EA 

se llama el resto n-ésimo de la serie. El resto R, de la serie repre- 
senta el error que se obtiene, si para un valor aproximado de la suma 
do serie 5 se toma la suma S, de sus п primeros términos. 

Como la suma 5 es el límite de la sucesión $„, es evidente que 

Ит R, = lím (S—S»)=0. 

Por eso, si se toma un nimero suficientemente grande de términos de 
una serie convergente, se puede calcular su suma con el grado de pre- 
cisión deseado. 
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De aquí resulta claro que el primer problema fundamental de la 
teoría de Jas series consiste en la investigación de la convergencia 
de la serie. El cálculo de la suma de una serie convergente es un pro- 
blema de orden secundario porque después de establecer la conver- 
gencia de una serie, en la mayoría de los casos prácticamente impor- 
tantes, es fácil hallar el valor aproximado de su suma. 


Aclaremos las nociones de convergoncia у de divergencia de series por 
medio de ulgunos ejemplos. 
EJEMPLO 1. Examinemos la progresión geométrica infinita 
statt ..+е{-1+..., @ 
donde азе 0. А 
Se sabo que $, ев la suma do los n primeros términos de la progrosión geo- 
métrica, expresada por la fórmula 
ай—{"Ң а 
19 1—4 


5,= 


=q 
Aquí es necesario examinar por separado cuatro casos. 
1) Sea | q | < 1. En este caso g" tiende a cero cuando n crece infinitamente 
y, por consiguiente, 
a 


lim 5, 


P 


En esto caso, la serio (2) converge y su suma es igual a 5 = 


7—19" 
2) Sea | q | > 1. En este caso cuando п aumenta infinitamente la poton- 
сда q” crece también ¡limitadamente en valor absoluto y, por consiguiente, crece 
ilimitadamente la suma de n primeros términos s,. Por eso la serie (2), en oste 
caso, divergo y no 
3) Sea q = 1. La serie (2), en este caso, toma la forma siguiente 


а+а+...+а+... (140), 


Es fácil vor que Sy = na y, Po, consiguiente, cuando n crece ilimitadamento, 
la suma S, tambión crece ¡limitadamente. Por eso la serio (2), en este caso, 


diverge. 
АД don q = —1. En esto саво la serio (2) toma la forma siguiente 
а—а+а—а+...+(—1ЗЗа+... 


La magnitud S, será igual a сего о a a, según воа n par o impar. Está claro que 
рага a 0 la suma 5, по tiende a ni: límite cuando n crece indefini 
mento. En oste caso la serio (2) es divergente. 

Por consiguiente, la progresión geométrica infinita (2) es convergente, si y 
sólo sí, su razón en valor absoluto es inferior a la unidad: | q | < 1. 

EJEMPLO 2. Sea que tenemos la serie 


1 


1 4 1 1 1 

ЕЕЕ МЕЕ АЕ > АЕ tap te a 
Mostremos que esta serie converge. Tomemos la suma de sus primeros n 

términos: 


dd FE, 
бегаз ETS 


Я. 4 
at 0 
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Es fácil ver que los sumandos pueden ser representados así: 


Por eso 
п (0) 8). 
De donde ï 
msiguiente кой: 
„н „= lím Sp =1 


Do este modo, la serie (3) es convergente y su suma es igual а 1, 


Las propiedades ulteriores de las series se refieren a las series 
numéricas, зі no se menciona lo contrario. 
Indiquemos ahora algunas propiedades olomentales de las serios. 


TEOREMA 1. La convergencia de una serie 3 ¡Un no se alterar, si 


todos sus términos se multiplican por un miano número k distinto de 
cero; además, para las sumas de estas series se cumple la igualdad 


3 kun =k 3 tn. 
La demostración do este teorema se deduce directamente del 
paso al límite cuando N ~> оо еп la igualdad 3 kun =k 3 иһ. 
Se Пата suma (diferencia) de dos series 3 Un y Žž Uns res- 
pectivamente, Ja serie de la forma 
3 (ln £ Dm). 


TEOREMA 2 La suma (alferencia) de dos series convergentes es una 
serie convergente tal, que 


3 (un £va) 3 un + Бу 5. (2) 


н x х 
Efectivamente, puesto que Y (и, рл) = Ў и, Do, para 
ES "2 


(ой N finito, se obtiene, en el límite cuando № — оо, la igualdad 
(4). 


25-0102 
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$ 3. Criterio necesario de convergencia de una serie 


TEOREMA Si la serie 
ш фи... Фина Hin +... 
es convergente, Su n-ésimo término u tiende a cero cuando el rango de 


este término crece ¡limitadamente. 
DEMOSTRACION Tenemos 


Sar = Ug Hug + + Una 


y 
Sn = Hug +... Una H tn: 


De aquí, 
Un = Sa — Snai- 


Como la serie dada es convergente, entonces йш 5, = 5 y 


Um Sn, = 8. м 
Do aquí, 
lim un == lim (9, — 5.4) = Ишт 5„— lim Spi S—S ==0, 


lo que era necesario demostrar. 
COROLARIO Si el n-ésimo término de una serie no tiende a cero cuando 


su rango n crece ilimiladamente, esta serie es divergente. 
El criterio de convergencia demostrado es necesario pero, ha- 
blando en general, no es suficiente. Se pueden indicar series donde el 
término general и, tiende a сото cuando п — оо, pero la serie, peso 
a todo, es divergente. 
EJEMPLO Examinemos la serie armónica 


1 1 4 1 1 
анна ыр е ++ 


El término goneral de esta Serie, un +. tiende a coro cuando n crece ilimi- 


tadamento. Sin embargo, mostromos que la serie (4) es divergente. Para ево 
tomomos la suma de los 2™ primeros términos de la serio (1) y agrupémoslos del 


modo siguiont 
pb. 


¿NE RE, 
amos mos 
1 i i 1 4 1 
+ Кз К? 


27 términos 


2M- terminos 
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Үз fácil ver que 


i 1 1 | ЖЕ ЖЕК 
в гаа DES ас 


1 т. 1 LES Е ЧИ. A 
SHIA 
1 1 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
ГТ к-с жак Жк шк Жак Жак Жак ык Жак ш 


271—1 terminos 


De este modo, la suma de los términos entro paréntesis es suporior а}. 


Como el número total de paréntesis, sin contar los dos primeros términos, es 
evidentemente igual а m — 1, 


т 
5 >1+{ў. 
Si el número do términos п = 2" en la suma 5, ы crece ilimitadamente, el 


exponente m crece también alimitadamente, Por eso Sm tiende a infinito y, por 
consiguiente, la serie armónica os divergente, 


De este modo el criterio necesario de convergencia que acabamos 
de examinar no permite, en general, establecer sí una serie dada es 
convergente o divergente. Pasemos ahora a formular criterios qne 
permiten өп una serie de casos dar una respuesta precisa acerca de la 
convergencia o divergencia de la serie dada. 


$ 4. Criterio de comparación de series 


Para la demostración de los teoremas que siguen necesitaremos el 
lema siguiente. 
LEMA Si еп una serie 


т + +... Hup Би Биа +... (1) 
se suprime un número finito de primeros términos, por ejemplo, р térmi- 
nos, se obtendrá una serie 

Ups F Иры + Upa H.. (2) 


que converge (o diverge) simultáneamente con la serie (1). 
DEMOSTRACION  Designemos рог Q la suma de los términos supri- 
midos 
Q=4 +u +... +ир 


250 
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Sea Sn la suma de los n primeros términos de la serie (1) y S} la 
suma de los л primeros términos de la serio (2). En este caso, resulta 
evidentemente que Say» = Q + Sh. De aquí se tiene Sh = Snyp — 


Supongamos que la serie (1) es convergente, y sea lím 5, = S 


y, Por consiguiente, 


En este caso 


y, por consiguiente, la serio (2) es también convergente. 
Supongamos ahora que la serie (2) es convergente y sea 
lím Sh = 8°; entonces 


аза 
lim Sp = Ит =S 0. 


Por eso, la serie (1) es también convergente. 

Acabamos de demostrar que de la convergencia de una de nuestras 
series se deduce la convergencia de la otra, y viceversa. 

El lema queda totalmente demostrado. 

совогАнзо +. Al investigar una serie en cuanto a su convergencia 


se puede despreciar un número finito de términos suyos. 

CoRoLARIO 2 Si la serie (1) es convergente у S es su suma, el resto 
n-ésimo de esta serie В, = S — Sn, es la suma de la serie иһ + 
+ Unsa + Unos + ++, es decir, 


Ra = Ung F nda F ln d+ 


Domostremos ahora el teorema siguiente. 
CRITERIO DE COMPARACION DE SERIES Si los términos de una serie 


ш pust.. +и„+... (3) 
son positivos (o más exactamente no negativos) y no superan los términos 
correspondientes de la serie convergente 

O E] (4 
la serie dada (3) es también convergente. 

pemosmracton  Introduzcamos las designaciones 
Sautu, Hiat -Hun 
Santo tost -Hon 
Puesto que la serie (4) es convergente, tenemos 
Иш S¿=S", 
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donde $’ es la suma de la serie (4). De acuerdo con los datos del teo- 
теша se cumplen las desigualdades 0 < и, «Сл, 0 и < Pa . 
ueo as н 

De aquí se deduce que 


5.55.5. 


Puesto que los términos de la serie (3) son positivos, cuando т 
aumenta, la suma S crece monótonamente, permaneciendo siempre 
inferior a S’. Como se sabe ($ 10 del cap. VII) toda sucesión acotada 
creciente monótonamente, tiene límite, Por eso, 5, tiendo a un límite 
finito, cuando el número п crece ilimitadamente y, por consiguiente, 
la serie (3) es convergente. 

COROLARIO. Si los términos de una serie no son menores que los tér- 
minos correspondientes de otra serie de términos positivos *) y esta segunda 
serie es divergente, la primera serie también es divergente. 

En efecto, si la primera serie fuese convergente, la segunda serio 
soría también convergente en virtud del teorema, lo que contradice 
nuestro plonteamiento. 

omservación. En virtud del lema, el criterio de comparación 
de series (3) y (4) y su corolario, siguen siendo válidos, si las desi- 
goa dads correspondientes entre sus términos se verifican a partir 

le un cierto número (л > N). 

Apliquemos este criterio a la demostración de la convergencia do 
ciertas series, comparándolas con las series cuya convergencia ya ha 
sido establecida. 


EJEMPLO 1. Examinemos la serie 
1 1 
ÓN ® 


Después de suprimir ol primer término, la comparamos con la sorio convorgento 
(3) del § 4: 


1 1 1 1 1 
mitra Куу +... 
Es evidonte que 


йык o Т 4 1 
E EI 


Entonces, de acuerdo con el lema y el criterio de comparación, la serie (5) 
оз convergen 
Luego, de la comparación con la serie (5) se deduce que la serie 


1 1 1 1 
CE 


es convergente, si p > 2. So puede demostrar que esta última serio es convergente 
cuando р > 1 y es divergente cuando р < 1. 


1) Más exactamente, de términos no negativos, 
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EJEMPLO 2. Еҳатіпетоз la serio 
* i 
ЗЕЕ SE N 8 S E 6) 
ү ЕШ © 


Puesto que —>L(n=2, 3, - . ). la comparación con la serie armónica 


($ 3) muestra que la serie (6) es divergente. 


$ 5. Criterio de convergencia de d'Alembert 


Existen numerosos criterios de convergencia de serios, que per- 
miten establecer la convergencia o la divergencia de una serie dada 
según el comportamiento de sus coeficientes. Examinemos uno de 
ellos. 

CRITERIO DE CONVERGENCIA D'ALEMBERT. Sean todos los términos 
de la serie 

turt. tunt. 


positivos y supongamos que durante un crecimiento ilimitado del nú- 
mero n existe el límite de la relación del (п + 1)-ésimo término respecto 
al n-ésimo término y es igual a un número l, es decir, lim 422 == 1. 
moco Un 
En este caso 
4°, Si este límite 1 es inferior a la unidad, la serie es convergente. 
2°. St el límite l es superior a la unidad, la serie es divergente. 
3°. Sl el límite 1 ез igual a la unidad, el criterio no da una respuesta 
concreta sobre la convergencia o divergencia de la serie, es decir, en este 
caso la serie puede ser tanto convergente como divergente. 
DEMOSTRACION. Sea dada la serie 


шш A 5 a) 
compuesta de números positivos y sea 


Мт “зэ —1 
nao чп 
En este caso, рага ип л suficientemente grande, es decir, no inferior 
a cierto número N, tenemos 
ч, 


-1|<e, 


ча 


donde e ез un número positivo tan pequeño como se quiera dado con 
anticipación. De aquí 


-e< {Hice 


<A <l+e, (2) 
sin>N. 
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Examinemos por separado los tres casos. 

1°. Sea 1< 1. Podemos tomar el número e tan pequeño, que 
l + e será también inferior a 1; en este caso, al hacer 1 + e = g 
obtendremos 


0<9<1. 
En virtud de la desigualdad (2) tenemos 2 <q, о 
Unt < 40, 
además, esta última desigualdad se cumplirá si n = N, N41, 
N +2, ... Dando estos valores al número л obtenemos la serio 
de desigualdades 
им < иф, 
уча < Чун < чуд. 


Entonces, los términos de la serio 


üns + Uvas + ungs +... [2] 
son más pequeños que los términos correspondientes de la serie geo- 
métrica 

им Hun? Hus? +... (4) 


Como la razón q de la progresión (4) es inferior a la unidad, esta 
serie es convergente (ejemplo 1 del $ 2). En este caso, en virtud del 
criterio de comparación y de la nota que lo acompaña, la serio (3) 
es convergento, al igual que la serie inicial (1). 

2. Sea ahora 1>1. Podemos tomar е 2> 0 lo más pequeño 
posible de modo que el número 1 — е será también suporior a la 
unidad. En este caso, a partie de un n suficientomento grande ton- 


dremos, debido a la (2), ta, Ó Uns > иь, para п = N, 
N +1, N+2,... 
De aquí 

Uy < Uys < иур... 


Do este modo, a partir de un cierto número W los términos de la 
serie (1) crecen cuando crecen sus números, por ser éstos positivos. 
Por consiguiente un no tiende a cero cuando n— оо. Por eso en 
virtud del corolario del criterio necesario de convergencia ($ 3), la 
serie (1) es divergente y su término general no tiende a cero. 

3°. Si 1 = 1, se puede mostrar mediante ejemplos que өп algunos 
casos la serie es convergente y en otros, divergente. En este caso 
debemos recurrir al teorema de comparación o a otros criterios. 
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OBSERVACION 1. Si la serie (1) es de funciones, es decir 
ил = fn 0) > 0 


y L= l (z) es el límite correspondiente, nuestro esquema 1°, 2° 
y 3° resulta válido para cada z. 

OBSERVACION 2 De la demostración del criterio de d'Alembert 
para el caso 2°, resulta que si para una serie determi: 


щ + u + ++. 
se cumple la desigualdad 
lím ans, >h 


el n-ésimo término un de esta serie no tiende a cero cuando su númeron 
crece ilimitadamente. 


EJEMPLO 4. Examinemos И 
A. 


donde a es un en poros 


Tenemos = 


pr Y Por consiguiente. 


lim TEL. 
new Nn 


Según el criterio de d'Alembert, la serio (5) es convergente cuando 0 < а < 
< 1 y, es divergente cuando о 
а До е вен no da sespuesta. Paro en aste caso Ña 
sorio (5) adquioro la forma 


A+ 


Esta es una serio armónica y, como hemos visto en el $ 3, divergente. 
EJEMPLO 2 Examinemos la serie 
1000 ыы 10008, 
ы жык жле жы 
cuyo término general es 


1 
+++ 


10007 
badi TAS 


Tenemos unn =T De aquí, 


иваз. 10001 4000 

un ~ PaF nT 
y, por consiguiente, 

lím miz 
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Por eso esta serie es convergente. Notemos que en el comienzo de esta serie los 
inos crecen (¡hasta el 1000-ési inol) y luego decrecen rápidamente. 
Semejante serio es poco útil para los cálculos prácticos. 
EMPLO 3. La serie 


A К. 


so caracteriza según ol criterio de d'Alembert por el límite Ї = 4. Como se sabo 
(ejemplo 1 del $ 4), esta serie es convergente. 


$ 6. Convergencia absoluta 


Los criterios suficientes de convergencia de series, analizados en 
los párrafos precedentes, se referían a series de términos positivos. 
Los series de términos negativos poseen propiedades análogas. 

Examínemos ahora las series con algunos términos positivos y 
otros negativos o iguales a cero. Ellas se llaman series de términos 
de signo variable. 

TEOREMA, Si para una serie de términos de signo variable 


mtu t. Hun t е Ls (A) 


converge la serie de los valores absolutos de estos términos 


а lalo + ln lA ln (B 
entonces la serie (A) es convergente. 
DEMOSTRACION. Examinemos una serie auxiliar 


ш + lu, D (ш +1шщ +... + („+ lA = 


= 2, (Un + lun D © 
Puesto que 
0<Uun + lun 1<2 | un | 
(п = 1, 2,...) y la serie 


ўњ (в) 


es convergente, en virtud de la convergencia de la serio (В), la serie 
(C) es también convergente de acuerdo con el criterio de compara- 
ción ($ 4). Pero nuestra serie (A) es la diferencia de dos series con- 
vergentes 
n= D (Un + ша) 2, lun 
y, por consiguiente, es una serie convergente. 
El teorema queda demostrado. 
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observación La afirmación contraria no es justa. Precisamente, 
si la serie dada es convergente, la serie de valores absolutos de sus términos 
no es obligatoriamente convergente; esta última serie puede ser divergente. 

De este modo, todas las series convergentes se pueden dividir 
en dos clases. 

La primera clase comprende las series convergentes para las cua- 
les las series compuestas de valores absolutos de sus términos son 
también convergentes, ellas se llaman series absolutamente conver- 
gentes. 

En la segunda clase se encuentran las series convergentes para 
las cuales las series compuestas de valores absolutos de sus términos 
son divergentes; ellas se llaman series no absolutamente convergentes 
o series condicionalmente convergentes. 

DEFINICION Una serie se llama absolutamente convergente, si son 
convergentes la propia serie, así como la serie compuesta de los valores 
absolutos de sus términos. 

Una serie se llama condicionalmente convergente, si la propia 
serie es convergente, pero la serie compuesta de los valores absolutos de 
sus términos, es divergente. 

Por ejemplo, la serie convergento 

$ 1 4 1 1 
Ша ы ш ы дды 
es absolutamente convergente, porque la serie compuesta de valores 
absolutos 


1 1 1 1 1 
++ that 
es también convergente. (Las dos series son progresiones geométricas 


cuyas razones son, respectivamente, iguales a —4 y i) 


Por el contrario, la serie 
OE. PE a ж* 
der MU {Кз 
es, como veremos después (véase el $ 7), una serie no absolutamente 


convergente, porque la serie compuesta de los valores absolutos de 
sus términos 


1+++{+{+{+{4+. 


es divergente (serie armónica). 


CRITERIO DE CONVERGENCIA ABSOLUTA DE UNA SERIE. Sea que una serle 
mtu +... + Un . (4) 
<umple la condición 


lím =l 
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En este caso: А) st 1 < 1, la serie dada (А) es absolutamente convergente; 2) sí 
1> 1, la serie (А) es divergente, 
En efecto, nuestra condición es el mismo criterio de d'Alembert aplicado 
erie de valores absolutos 


lmi+ Ia l+-.+Fluni+- (B) 


Do donde se deduco que sí ! < 1, las dos series ‚ (д) У (В) son convergentes 
y, por consiguiente, la serie dada (A) es absolutamente convergente 

Al contrario, si 1 > 1, on virtud de la observación al criterio de d'Alembert, 
| и„ | no tiende a cero cuando n — оо. En este caso, las dos series (A) y (В) son 
divergentes, 


$ 7. Series alternadas. Criterio de convergencia 
de Leibniz 


Llámase serie alternada a la de tipo 
YY — Va HOM EF VPO A+.) 


donde v, >0 рага п = 1, 2, 3, ..., es decir, una serio de tér- 
minos alternativamente positivos y negativos. 

TEOREMA DE LEIBNIZ Si los valores absolutos de los términos de 
una serie alternada (1) decrecen monótonamente cuando el número de 
ellos aumenta, es decir, 


=> >>>... (2) 

y el n-ésimo término de la serie tiende а cero cuando su número п aumenta 
ilimitadamente, es decir, 

lim vn = 0, (3) 


entonces esta serie es convergente (en general, no absolutamente). 
DEMOSTRACION. Tomemos la suma Sam de los 2m primeros tér- 
minos és la serie (1) y escribámosla del modo siguiente 
а) + а) A 
Puesto que las diferencias entre paréntesis de la suma (4) son 
positivas o iguales a cero, debido a la condición (2), entonces 
Sam > 0. 


Si 2m crece, Sam no decrece, porque cada vez so añaden sumandos 
positivos o iguales a cero. 
Por otra parte, esta suma puede ser escrita así: 


Sam = Vy — (Va — Va) — (Va — 05) — + + + — (Vam=a — Vam. 


др 
(5) 
De aquí 
Samt 
1) De un modo más preciso, la serie (1) debe ser escrita así: 
v + (E) + vs + iwo t ooo 
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Por consiguiente, 5, por ser una sucesión monótonamente 
creciente (o más exactamente, no decreciente) y limitada, tiende a 
un cierto límite 5 cuando т — оо (véase el $ 10 del cap. VII), es 
decir, 

lím Sam = S- 


Pero es evidente que 
Same = Sam + Ugm+s 
y, de acuerdo con la (3), tenemos 


lím vam =0. 


Teniendo en cuenta este hecho obtendremos 
Km Samsi = liM Sam + liM vam =S +0 =S. 


De este modo, cuando n crece ilimitadamente, la suma S, tiende 
a un único límite S, cualquiera que sea n, par o impar. Por eso la 
serie (1) es convergente. 


OBSERVACIÓN, El valor absoluto del error en el cálculo aprozimado de la suma 
de una serie alternada convergente que satisjace las condiciones del teorema de 
Leloníz, no supera el valor absoluto del primer término suprimido. 

Efectivamente, si en una sorie alternada convergente se suprimen todos los 
tórminos después del término (—1)%= v, y se designa por р, el error obtenido, 
tenemos 

Pa = 0)" vae + (O pa o = 


а (—1)" {fonsi — Vasa) + Wasa — Unsa) +... 


de donde 


Тра 1 == (Ones — Pasa) + (лаз — Paea) F -+ 
o 
1 Pn 1 = Vasi — (ава — Vasa) — (Unos — Pass) — +++ 


Por consiguiente, 


ЖЕ 
EJEMPLO, La serie E А 


1 i E i i 
шс ai ae k i 


indicada al final del $ 6 es convergente, porque ella satisfaco todas las condicio- 
nes de Leibniz. 


$ 8. Series de potencias 
Una serie de tipo 
а + ах + аз? +... os (1 


es decir, una serie de potencias enteras no negativas crecientes de la 
variable z, cuyos coeficientes ao, ау, а, .. -, Zn, » - - по dependen 
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de z, se llama serie de potencias. A veces se examina una serie de 
potencias de forma más general: 


во + а, (z — a) + а, (z — a)? +... а, (са) +... (2) 


donde a es un número constante. La serie (2) se reduce fácilmente a 
la serie (1), si se considera que z — a = z'. Por eso, en adelante 
nos ocuparemos exclusivamente de las series de potencias del tipo (4). 

Aclaremos el problema de la convergencia de la serie de potencias 
(1). Dando a la variable т un valor fijo obtendremos una serie numé- 
rica convergente o divergente según el valor de z. 

Se puede demostrar que para toda serie de potencias (1) exista 
un número no negativo finito o infinito R, llamado radio de conver- 
gencia de la serie tal, que si R 2> 0, la serie es convergente рага 
[x]<R y divergente para |z |> А. Si | | = А, es decir, si 
æ= R o z = —R, la serie puede ser convergente o divergente, El 
intervalo (—R, R) se Пата intervalo de convergencia de la serie de 
potencias. Si R == 4-оо el intervalo de convergencia representa toda 
la recta numérica. En el caso cuando R = 0, la serio de potencias 
(1) converge solamente en el punto т = 0 y, hablando estrictamente, 
el intervalo de convergencia no existe. 

En los casos más simples el radio de convergencia do la serie de 
potencias (1) puede ser hallado con ayuda del criterio de d'Alembert. 
Para eso examinemos la serie compuesta de valores absolutos de 
términos de la serie (1): 


Га [4 Га 11215 1а 11. 


+ 
+larllz +... (3) 


Como sabemos de lo explicado, la serie (1) es absolutamente con- 
vergente, si la serie (3) es convergente. Para resolver el problema de 
convergencia de la serie (3) apliquemos el criterio de d'Alembert. 
Designemos el (n + 1)-ésimo término de la serie (3) por vp, es decir, 
Vn = | a, | | ж |"; de donde оа, = | an+ | | x |**!. Compongamos 
la relación 


ans 


Supongamos que existe el límite de la relación | 2222 | cuando 
п — оо. Designemos este límite рог l: 
L (4) 
En este caso 
пе а-ы o 
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Es evidente que si z| <$, / |т| <1 y la serie (3) es conver- 


gente. Por consiguiente, la serie (1) es también convergente y además 
absolutamente. 

Al contrario, si | z |> l, entonces l |z |> 1. En virtud de la 
observación 2 del $ 5, las dos series (3) y (1) son divergentes. 


De este modo R=Í>0 es el radio de convergencia de la 
la serio de potencias (1) y, según la relación (4), tenemos la fórmula 


R= Mm | 2 |, (6) 


Queda abierta la cuestión de si la serie (1) es convergente para R > 0 
en los extremos del intervalo de convergencia (—R, Н), es decir, 
cuando т = R o z = —R. Esta cuestión debe resolverse en cada 
caso particular. 


EJEMPLO Examinemos la serie 


2" Р 


фка +... e. m 


Aquí an=- y ЕЕ Según la (6) para el radio de convergencia 
R de la serie (7) tenemos 


(eh) =. 
FT 


Por consiguiente, la serie (7) es convergente en ol intervalo (4, 1). 

Para resolver el problema de convergencia de la serio (7) en los extremos 
del intervalo supongamos primeramente que z= 1. Obtendremos una serie 
armónica 


pipi 1 
AGA 
que es, como hemos visto, divorgento, 
Supongamos ahora que z == —1. En este caso, la serie (7) se escribirá 


LA 


Según el teorema de Loibniz esta serie es condicionalmonte convergente, 
Y Меп el dominio de convergencia de la serie (7) es el intervalo [—1, 1). 


$ 9. Derivación e integración de series de potencias 
La suma de na serie de potencias 
$ @ = а + ах + аз? +... ae 4) 


es una función definida еп el intervalo de convergencia (—R, R) 
de esta serie, donde se supone que R > 0. 
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Se puede demostrar que la función f (z) es diferonciable y que su 
derivada f (2) puede ser hallada por la derivación término a término 
de la serie (1), es decir, 


Г б) = а, + 2a +... + na>... 


рага —R < z < R. Esto es también justo para derivadas de orden 
superior. 

De un modo análogo la integral indefinida de la función / (x) puede 
ser obtenida para todos los valores de z pertenecientes al intervalo 
de convergencia, por la integración término a término de la serie 
(1), es decir, 


e di ае айа. 
[а= Саа EAE „4%НЕ+..., 
si —R <r < А. 
De este modo, una serie de potencias en su intervalo de conver- 
gencia se comporta respecto a las operaciones de derivación e inte- 
gración como un polinomio con un número finito de términos. 


§ 10. Desarrollo de una función dada en series 
de potencias 


Para las aplicaciones prácticas es importante saber desarrollar 
una función dada / (x) en series de potencias, es decir, representar 
la función ў (2) en forma de suma de una seric de potencias, porque 
оно pooni: calcular los valores de esta función con cualquier pre- 
cisión. 

Antes de estudiar el problema en forma general examinemos algu- 
nos casos particulares. 

Examinemos la serie de potencias 


1+=+44-+4...+4"+.. 


Esta serie representa nna progresión geométrica de razón т. Como 
se ve, ella converge, si |z |< 1 y su suma es igual a 27. Por 


eso se puede escribir 


E +... в) 


Esta última igualdad puede considerarse como el desarrollo de la 
función —Í— еп una serie de potencia ordenada respecto a las 


potenviga dréctantes de la: танана, Acpartiriaól tésarrollo ўва 
fácil obtener otros desarrollos que representan un gran interés, 
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DESARROLLO DE LA FUNCION 1а (1 -- 2). Sustituyendo en el desa- 
rrollo (1) z por —z tendremos 


=41—:+:—...+(—1)'ч"+... (2) 


1 
IFz 
Si 
0<121<1=1<1, 


la igualdad (2) puede ser integrada, como se dijo en el $ 9, término а 
término respecto a z en los límites de O a z. Por eso multiplicando la 
igualdad (2) por dz e integrando término a término desde 0 hasta т 
obtendremos 


„Ж... { а— |+ jo or rar 


1+: 
De aquí 
асаа ХЕЕЕ 
o bien, 
и@+=4—-5-—+Җ-—... +(— узек. 


si |z |< 1. Se puede mostrar que este desarrollo es también justo 
para = = 1 у, por consiguiente, 
m2=1—4 +44 + а 


DESARROLLO DE LA FUNCIÓN arctg 2, Supongamos que en el desa- 
rrollo (1) z = e 


A IC 


Multiplicando la última igualdad por dz e integrando tórmino 
a término desde O hasta z, donde | = | << 1, obtendremos, 


f Es -Í aj sajad.. + ета A 
0 o 


an 


с. 


Puesto que arctg 0 = 0, tenemos definitivamente 
ama 
2n+1 Faa 


Муф 
ага а= а —-®----Ж-—...+(—1у° 


si | z | < 1. Se puede demostrar que este desarrollo se queda también 
justo para z = 1, así como para z = —1. 
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En particular, para z = 1, se deduce 


1 


arctg1= +444... 


Vemos que numerosas funciones, por ejemplo 1а (1 + z), arctg x, 
etc., admiten el desarrollo en series de potencias respecto al argu- 
mento x. Es natural plantear el problema general sobre el desarrollo 
de una función dada f (z) on una serie de potencias no negativas 
crecientes de la variable z. Este problema será estudiado en el párra- 
fo siguiento. 


$ ti. Serie де Maclaurin 


Supongamos que la función dada f (z) puede ser desarrollada en 
serie de potencias 


Í (2) = ao + аут + аза? + аз? + ай + as +... (1) 


donde ay, ау, аз, . . . son coeficientes indeterminados y los intervalos 


de convergencia | х | < R de esta serie no se reducen a un punto, 
es decir, R > 0. 

Como fue establecido más arriba, la serie de potencias (1) puede, 
en su intervalo de convergencia, derivarse término a término cual- 
quier número de veces, entendiéndose que todas las series obtenidas 
serán convergentes y sus sumas serán iguales a las derivadas corres- 
pondientes. 


Dorivando sucesivamento término a término la serie (1) un 
número infinito de veces obtendremos 


Р (2) =4,+2a,1+ 30,2? 4- 40,8 + 5азт* Y 
f (2)= 2a, + 2-3a,2 43-40,1 + 4.500 + 
Р (2) = 2-34, 2-3.4а,:4-3-4.5ауд2--.. 
ГҮ (x)=2.3-40, 42-34-50, + 


Suponiendo que en estas igualdades, así como en la (1) = = 0 
obtendremos 
10) =а 7 0) =а, F0 = 2а, f (0) = 2:34, 
PY (0) = 2.3-4а,,... 
De donde 
a=/(0) a=L0, a 


гв—0102 
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Introduciendo luego los valores de coeficientes ag, а, а as, - + 
en la serie (1) obtendremos la serie de Maclaurin 1) 


19 =104+ 40 2450 24 
A O 
(compare con la fórmula (6) del $ 6 del cap. ХІ). 
$ 12. Aplicación de la serie de Maclaurin al desarrollo 


de ciertas funciones en series de potencias 
1) DESARROLLO DE LA FUNCIONE”. Sea 
П) = е. 
Tenemos 
Ре) = е ra=, ГО) = е, Vse. 
Considerando que aquí т = 0 obtendremos 
10M)=e=4. 7 (0) = 1, F(0)=1 7 0) 1, И 0) = 


=1,... 


Sustituyendo estos valores en la serie de Maclaurin (la fórmula (2) 
del $ 11), tendremos definitivamente 


AAA ARA AA (1) 


El término general de la serie (1) es и, = 2. Aplicando el 
criterio de d'Alembert a la serie de valores absolutos obtendremos 


ünsi кы А Е lo; 
a e |= Ery аг tor ed] 
por consiguiente, la serie de potencias (1) es convergente para toda т, 
es decir, su intervalo de convergencia es (—оо, +00). Se demuestra 
en cursos complétos que para todo valor de x, la suma de esta serie 


es igual а la función е“. 
2) DESARROLLO DE LA FUNCIÓN sen z, Sea 


1 (a) = sen z, 
de donde 
f (0) = созт, f (0) = —sen z, f" (0) = —cos z, 
РУ (0) = senz ... 


3) En el caso general, la serio de Maclaurin compuesta formalmente para 
una función f (z) no es obligatoriamente convergente hacía esta función. 
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Considerando que т = 0 tenemos 
10) =0, 7 (0) =1, F(0)=0, FP (0)=-—A, $ (a) = 0, ... 


Sustituyendo estos valores en la fórmula (2) del $ 11 obtendremos 


mr t. O) 


donde х se mide en radianes. No es difícil convencerse de que esta 
serie converge para toda г. Se puede demostrar que su suma es igual 
а sen т. 

3) DESARROLLO DE LA FUNCION cosz. Si 


Í (2) = соз z, 
tenemos 


Р (z) = —sen z, 7 (п) = —cosz, f” (z) = sen z, 
PY (2) = соз 2, ... 

Considerando que z = 0 obtendremos 

10) = 1, 7 (0) = 0, f (0) = —1, 0 (0) = 0, уту (0) = 


Sustituyendo estos valores en la fórmula de Maclanrín (2) del 
$ 41 hallamos 


aa а лая 
A р, B 


donde z se mide en radianes. No es difícil convencerso de que esta 
serie es convergente del mismo modo que la serie (2) para todo valor 
de z. Se demuestra que la suma de esta serie es igual a cos z. 

El desarrollo (3) puede ser obtenido a partir del desarrollo (2), 
derivando término a término. 

4) DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON (1-4x)". Sea 


на) = а +", 
donde т es un número entero о fraccionario, positivo o negativo. En 
este caso tenemos 
Р (0) == т(14- 2)", 
Р) = т (т— 1) +2)", 
F (д) = т (т — 1) (т — 2) (142)"2, 


Ia) =m (т——1) (m2) co тпа) а)", 


26. 
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Considerando que z = 0 en todas estas fórmulas obtendremos 
10) =1, F(0)=m, 7 (0)=m(m—1), 
Г (0) = m (m — 1) (m — 2). ... 
К” (0) = m (m — 1) (m — 2)... (тл + 1), ... 


Sustituyendo las expresiones de f (0), /' (0), 7 (0), 7” (0,..., 
$0 (0), . - . en la serie de Maclaurin (2) del $ 11, tendremos 


анаа 0 .. 


mim—0(m—2) ... (тп) 
T 


s+.. (4) 


La fórmula del binomio de Newton para un exponente no entero 
o negativo es formalmente la misma que para un exponente entero 
positivo. Si m es un número entero positivo, el factor m — n + 1 
es igual a cero para n = m + 1. Por consiguiente, la serie (4) se 
interrumpirá y en vez del desarrollo infinito se obtendrá una suma 
finita (compare con el $ 5 del сар. XI). 

Aplicando la fórmula 


A 


+ 


hallamos ol intervalo de convergencia (—R, R) de la serie (4). Tene- 
mos 


a 2) (з= 40) 

„= 23. 
an nmd?) o (mn mn) 
an= 123 пар) j 


De donde 
"+1 


y, por consiguiento, 
1+4 


lím 


= nttj 
R= in| 23+/- 


2 1 


De este modo, la serie binomial converge dentro del intervalo 


A<zr< + 
y diverge fuera de él. La convergencia de esta serie para = = 1 y 
т = —1 debe estudiarse separadamente en cada caso particular. 


Es más complicado demostrar que рага | т |< 1 la suma de la 
sorie (4) es igual a (1 + 2)”. 
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$ 13, Aplicación de las series de potencias 
a los cálculos aproximados 


Los desarrollos obtenidos permiten calcular de modo aproximado 
los valores particulares de funciones, así como ciertas integrales 
definidas «incalculables», etc. Examinemos algunos ejemplos. 

о сдсшо de sen 1. Considerando que z = 1 en el desarrollo de 
sen х tenemos 


sent=1—= +47 $ A+ 


Si se omiten todos los términos a partir del cuarto, el error 
será menor, en valor absoluto, que = (porque el desa- 


rrollo del sen 1 es una serie que satisface las condiciones del teorema 
de Leibniz). De aquí 


~ 8 aio y 
sen 1 æ зеп 57°18' ау 1 ar + EJ 0,8417 
con una exactitud do hasta 0,0002. Е 
2) CALCULO DE RAICES Sea necesario calcular YT. 
Escribiendo esta expresión en forma 
1 
УЖЕ, Й дү 
Y5=/8F1=2 (144) 


y considerando que en la fórmula del binomio de Newton me 


y ==, tendremos 


1 


1 1 5 
=2(1 taa) 
= 2 (140,0417—0,0017 + 0,0001) = 2,0802. 
Según la tabla, Y T = 2,0801. 
3) CALGULO DE LOGARITMOS NATURALES En el $10 hemos obtenido el 
desarrollo siguiente: 
E же 
RO 


La serie (1) no puede ser aplicada para calcular logaritmos naturales 
de números mayores de 2, porque ella diverge cuando z > 1. Sin 
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embargo, a partir de esta serie podemos obtener a otra serio que sirve 
para nuestro fin. Para eso, reemplacemos en la fórmula (1) х por —; 
en oste caso obtendremos 


o. 18) 


Las dos series (1) y (2) tienen un intervalo de convergencia común: 
Га | < 1. Como se sabe (véaso el $ 1), las series convergentes pueden 
ser adicionadas o restadas término a término. Por eso, suponiendo 
que [2 |< 1 y restando la igualdad (2) de la (1), tendremos 


1 Ed r ? 
In 2 (245+). (3) 
Tomando qe. (N>0), hallamos т FT . Reempla- 
zando estos valores en la serie (3), obtendremos 
r9 1 1 1. 
DNA 2 rar yt 
1 i 1 1 
ът ЖОТО t ]. 4) 


Aplicando la regla de d'Alembert, es fácil convencerse de quo la 
serie (4) converge para todo número positivo M. Por consiguiente, 
utilizando esta serie se pueden determinar paso a paso los logaritmos 
naturales de todos los números enteros positivos. 


а valores elevados de N la serie (4) convergo muy rápidamente. Evalue- 
ттог Pa que obtonemos, sı se suprimon en la fórmula (4) 
¡nados entro paréntesis después del n-ésimo término. Tene- 


mos para N > 
todos los términos si 
mos 


1 
рате 


1: 


2 4 1 1 
ST RAFA [+ ONF t NF +... al 
o, calculando la suma de la progresión geométrica infinitamente decreciente 
que figura entre corchetes, obtendremos por último 


1 і 4 
Ва а рау UNFA NNF 


Poniendo, por ejemplo, en el desarrollo (4) У = 1 y n 


1 1 1 
oz [те Pt 


4 1 
+ ONFE t 
Es ovidente que 


3, tenomos 


m2z2 (4 
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en este caso, según la fórmula (5), el error es 


1 1 
тата + 


es decir, tenemos tres decimales exactos. 
Luego, tomando Y = 2 y limitándonos a dos términos (n = 2), obteadremos 


1n3= n242 H 1,0085 


F 


con un error 


Continuando la operación зе puede calcular el logaritmo natural de cual- 
quier número positivo con suficiente grado de precisión. 


4) EMPLEO DE SERIES PARA Ел, CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS 
Supongamos, por ejemplo, que es necesario calcular la integral 
1 
ў snz dan, 
To 
è 


La integral indefinida correspondiente 
sens 
{ dz 


т 


no puede ser expresada por funciones elementales, es decir, ésta ев 
una integral «incalculables y, por consiguiente, aquí no se puedo apli- 
car la fórmula de Newton — Leibniz. Sin embargo, la integral defi- 


nida inicial puedo ser calculada aproximadamente con ayuda de 
series. 


Al dividir término a término por z la serie del sen = tendremos 


De donde, integrando término a término, obtendremos 


( аа 224, adr + 
ù ? 3 


.=0,94611, 


1) Aquí la función subitegral f (z) = = está definida para zæ 0. 
Cuando z = 0 consideramos f (0) = 1 en razón de su continuidad. 
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Puesto que la serie es alternada y los módulos de sus términos 
decrecen monótonamente, al tomar los tres primeros términos el 


А 1 
error será menor de усу = узуу < 0,00003. 


$ 14. Series de Taylor 


En algunos casos la función f (z) o sus derivadas pierden sus 
sontidos para z = 0, como, por ejemplo, la función f (х) = Іп = 
о f (z) = Vz. Estas funciones no pueden ser desarrolladas en series 
de Maclaurin. Para el desarrollo de funciones de este género se puede 
a veces utilizar series de potencias más generales ordenadas por 
potencias crecientes de la diferencia z — a, donde a es un número 
constante adecuadamente elegido. 

Supongamos que una función dada / (т) esté desarrollada según 
las potencias crecientes de la diferencia = — а: 


1 @) = Ao + А, (z — а) + А, (z — a)? + А, (x — а) + 
+A (ratt. (1) 
у que este desarrollo sea válido en cierto intervalo | х — а | < А. 


Supongamos que z — a = 2. En este caso, el desarrollo (1) se 
escribirá así 


Е (3) = f (2 + a) = Ao + А2 + Аы? +... (2) 
donde |2 |< R. Por consiguiente, según el $ 11, el desarrollo (2) 
es la serie do Maclaurin А la función F (z). Puesto que F™ (2) = 
=/M (2 + a) (n = 1, 2, ...), obtenemos 
A=P0)=1(0)) = 600-0, 
Е" (0) 0" (а) A, = O0 - 1010) 
ii a быз да ш À 


al al 


di 


Sustituyendo con estos valores de los coeficientes los de la serie (1) 
tendremos 


1 (®) = / (а)-+-/{®- (+ L2 (ео LO a+... 
+ a+. @ 


Esta es la serie de Taylor, 
En particular, tomando aquí a = 0, obtendremos la serie de 
Maclaurin 


101041042242 24... + 0 


+. 
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Limitándonos en la fórmula (3) a un número finito de términos, 
en lugar de la serie de Taylor obtendremos el polinomio de Taylor 


Pala) = Y A ay 


A=0 


(véase la fórmula (1) del $ 6 del cap. XI). Si la serio (3) converge өр 
un entorno 07, del punto a y si su suma es igual а la función f (д), 
el polinomio Р, (z) da una representación aproximada de la función 
] (2) en el entorno Ua- 


EJEMPLO 1. Desarrollar el polinomio 15 =P — $х% + 8х + 3 según las 


potencias crecientes de la diferencia х — 
Derivando la función / (z) tenemos 


1 (0) == 3х* — 10248, 7 (0 е бе 10, f"()=6, [M()=0 
рага п >> 3. 
Considerando z = 2 obtenemos 
@=1, o=o 0) 2. =e Л 2) = 


ага n> 3, 
о acuerdo con la sorie de Taylor (3), el desarrollo de la función / (z) según Ins 
potencias crecientes de la diferencia т — 2 tenemos la forma 


14222 o1 2 (0 
o 6 


у, definitivamente, 
1 (2) =7 + (z — 29 + (7 — 2. 


EJEMPLO 2 Desarrollar la función / (z) = ln z según las potencias сгесіеп- 
tos de la diferencia = — 1. 


Tenemos 
по, ra=-2, pros, 
De aquí 
РО = 1, И) = 4, F0=12 ИУ (0) = 1268,0... 


Por consiguiente, 


ња) p+ 


ге E = 
o sea, 
E шй 
biep- EM ee E, 


Este desarrollo es justo, si 0 < z < 2. 
Notemos que esta serie puede ser obtenida directamente a partir de la serie 
para ln (1 + т) (véase el $ 10), tomando ln z = ln (1 + 2) donde z = z — 1. 
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5 15. Series en el dominio complejo 


En ciertos casos hace falta examinar series cuyos términos son 
números complejos, os decir, las series de tipo 


(e + ш) + (ua + ш) A A) 
donde un y v, (п = 1, 2, . . .) son números reales e i? = —1. 


La serie (1) se Паша convergente, si convergen por separado la 
serie compuesta de las partes reales 


utugt- +... (2) 
y la serie compuesta de las partes imaginarias de sus términos 
utot... +o + (3) 


Si dosignamos por Sn la suma de los л primeros términos de la 
serio (2) y por 7, la suma de los z primeros térininos do la sorie 
(3), cuando estas series son convergentes, existen los 

Ит 5,= 5 y Пат, = 
no "з= 

En este caso, el número complejo S + iT se llama suma de la 
serie (1). 

Tiene lugar el teorema siguiente. 

TEONEMA. Si la serie de los módulos de los términos de la serie (1) es 
convergente, la serie (4) es también convergente. 

Demostración Efectivamente, si la serie 


уати Ишт... Vs 
es convergente, entonces en virtud de las desigualdades evidentes 


йыш + 


Wal SKV un + 0% 


(n = 1,2,...) y según el criterio de comparación ($ 4) y el teorema 
del $ 6, las dos series (2) y (3) serán también absolutamente conver- 
gentes. Entonces, de acuerdo con la definición, la serie (1) os tam- 
bién convergente. El teorema queda demostrado. 

Se examinan también en el dominio complejo las series de poten- 
cias 


co tezte t... Hea H.. 


donde cp = an + ibn, 2 = z + iy (n =0, 1, 2,...). 
En virtud del teorema precedente, semejante serio será a priori 
convergente, si es convergente la serie de los módulos 


1% 1+6 Ге, 11215 tella P+... 3 Ге 1121 3..6 
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donde jen = Иа tbn y |21= У 2+0 (n=0, 1, 2, ...). Para 
investigar la convergencia de esta última serie, se pueden aplicar 
todos los criterios conocidos, por ejemplo, el de d'Alembert. 


$ 16. Fórmulas de Euler 


Apliquomos los desarrollos obtenidos de е", sen z, соз 2 para 


deducir fórmulas muy importantes que ligan estas funciones entre 
sí 


Si z es un número real, como se sabe (véase el $ 12) tiene lugar el 
desarrollo 


E + 


esta serie es convergente para cualquier valor de a 
Si z = z + iy, donde z e y son números reales о i? = —1, por 
definición, tomamos 


a > Гы 
ezinta 


(1) 


Aplicando el criterio de d'Alembert а la serie de módulos 
dal puu e+ 
o pda... 


descubrimos que esta serie es convergente para cada valor de || 
y. por consiguiente, es también convergente la serio (1). De este 
modo, la función exponencial e* está definida para todos los valores 
complejos de z. 

En particular para z = iz, donde = es un número real, tenemos 

(ey, dee 
A + 

(eo es 
bia máa ES Mid 

Puesto que 2 = A, 2 — — 1, 25 = 1, etc., reemplazando 
estos valores оп el desarrollo de el", obtendremos 


р ба) | бтз | (ыз 
A t 


Ed CRE ла r 2? 


a 
азиа AA е 


e 


o, después de separar las partes reales e imaginarias, tendremos 
йа ae A “ 
(тга а) + 


HA A+ kk). 


Según las fórmulas (2) y (3) del $ 12, la expresión encerrada en el 
primer paréntesis es iguala cos z y la expresión que está en el segundo 
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paréntesis es igual a sen z. Por eso llegamos a la fórmula notable 
siguiente: 
e" = cosz + i sen z. 2 


Sustituyendo aquí z por —z y teniendo en cuenta que cos (—2) = 
= созт y que sen (—z) = —sen z, hallamos 


79 созт isen z. (3) 


Acabamos de obtener las famosas fórmulas de Euler. 
Resolviendo las fórmulas (2) y (3) respecto a cos т y sen z, ten- 
dremos 


eix jeiz eix e-iz 
2 


соз г= sen z= “=>. 
En 


En el caso general, si z = z + iy, se puede demostrar que 
tiu ee, (4) 


Por consiguiente, 
e*u =e* (cos y + i sen y). 


EsempLo, e'tT' me (cos + sen $) =en 


Si z = r (cos q + i зеп q) es un número complejo dado en forma 
trigonométrica ($ 2 del cap. XVI), entonces en base a la fórmula (4) 
obtenemos la forma ezponencial del número complejo 


z= re, в) 


donde r = |z | y ọ = Arg z. 


$ 17. Series trigonométricas de Fourier 


Recordemos ($ 6 del сар. VII) que la función f (z) se llama con- 
tinua a trozos sobre un intervalo dado (a, b), si este intervalo puede 
ser subdividido en un número finito de intervalos parciales (а,, b,) 
(s = 1, 2, . . ., N) tales, que en cada uno de ellos: 1) la función f (2) 
está acotada y es continua en los puntos interiores; 2) en los extremos 
de intervalos existen límites unilaterales 


f(a,+0)= lím f(z), f(b,—0)= lím f(x) (s=1, 2, ..., N) 
x>0,+0 =>b,-0 


Llámase integral de la función f (z) al número 


b N d 
fria У) | оаа. 


= à, 
s 
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Se puede demostrar que para una función continua a trozos en 
ба, b) existo una primitiva generalizada (véase el $ 12 del cap. XIV) 


Е@=— | /)4= (=Ela, bl, 2614, 0) 
а 


y, por consiguiente, 
è 
$ Ha) dz — F (>) —F(a). 


Sean q (2) y y (z) dos funciones reales continuas a trozos en un 
intervalo acotado (a, b). Por analogía con la operación correspon- 
diente del álgebra vectorial ($ 13 del cap. XVIII) se llama producto 
escalar де las funciones y (т) y p (т) la integral 

М 
(0 W= | P pla) dz. o) 
OBSERVACION No es difícil comprender que ol producto de dos funciones 


contint trozos en (a, b) es una función continua a trozos en (a, b) y que, 
por consiguiente, en nuestro caso la integral (1) existo. 


El número 
— PE + 
йеї=У@ [| 0а] e 


se denomina norma de la función y (z). 
Las funciones Ф (т) y їр (z) se llaman ortogonales en un intervalo 
dado (a, b), si 


Й 
@ = f е (902) 2 0. (9) 


Ехашіпешоз el sistema fundamental de funciones trigonométricas 


{сов "75, sen mE) (n=0,1,2,...) (6) 


de período común Т = 21 (l es el semiperíodo). En física, las fun- 
ciones 


(2=0, 1, 2, ...) 


пат 
Un =a, cos 77 


ы =, зоп E (next, 2, ...) 
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se llaman armónicas fundamentales; sus gráficas son sinusoides de 
amplitudes respectivas аъ y б» (a armónica vo no se examina porque 
vo = 0). 

° TENA. Las funciones trigonométricas fundamentales (4) son ortogo- 
nales de dos en dos, en todo intervalo con longitud igual al período 
común Т = 21 de estas funciones, es decir, para el intervalo 
estándar (—l, 1) las condiciones de ortogonalidad son: 


1 
maz naz maz o. PrE 
Т. (сов 272, соз 5 у= PE cos TE da =0 
рага Mn, 


1 
П. (воп ZE, son ZEZ) = | зеп-"/© son 232 de= 0 


рага mn, 


А 
Ш. (соз FE, зеп 15) = f cos TAE sen TRZ dr =0 
2, 


(т у n son números enteros arbitrarios). 
Las condiciones de ortogonalidad 1, 11, 111 se verifican directa- 


mente por medio del cálculo de las integrales correspondientes, 
utilizando las fórmulas trigonométricas siguientes: 


1) cos a cos В = -+ [cos (a—$) + cos (a +B); 
2) sena sen В = 3. [cos (а — В) — cos (a +P); 
3) sen а соз В = -+ [son (® — р) + sen (a+ В). 


Por ejemplo, рага т = л tenemos 


: 
1. (сов BEE, 009-255) = (cos ME сов 222 de 
à 


-+/ [oo A д. 


„3% 1 (ъп) ar 1 

= lt E ys 
porque sen kx = 0 para todo К. 

Dejamos al lector la tarea de verificar por su cuenta las relaciones 
Пу Ш. 

OBSERVACIÓN. Calculemos las normas de las funciones trigonomé- 
tricas fundamentales. 


езш} =o 
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1) Рага n = 0 tenemos la armónica de orden 0: cos Oz = 1. En 
virtud de la fórmula (2), obtenemos 


1 
а= $ 1®ах = 21, 
ži 


es decir, 
= 027. (5) 
2) Para n>1 tenemos 


‚ 
2 z 
[юе 255 [P= совт ааз 
1 


1 
=4 ў, (о 2) dr (+ sn ERE) ш, 


es decir, 
ео е |= ут (Ami, 2,3, ...). (6) 
3) Análogamente, 


1 
[son 252 езе az= 
2, 


es decir, 


ІБ az [= (з=1, 2, 3, ...). Mm 


Sea f (z) una función continua a trozos y periódica de período 
Т = 21. Es natura) tratar de representar esta función en forma de 
suma de un número finito o infinito de armónicas 
ns 
T 
(п = 0, 1, 2, . . .) (véase el $ 3 del cap. VI) del mismo período 21 
(análisis armónico de la función). De este modo, llegamos a la serie 
trigonométrica de Fourier 


tin = an cos 272 +b, sen 


I= (ancos HE +0, sen 232) (8) 


(aquí, para comodidad de los cálculos ulteriores, el coeficiente de 


446 Cap. XXI. Series 


1а armónica de orden 0 está tomado con el factor 4) . Histórica- 


mente este problema surgió por primera vez durante el tratamiento 
matemático de los resultados de las obsorvaciones sobre la altura 
de la ola de marea alta en un lugar dado, esta altura so repite perió- 
dicamente en el transcurso del tiempo. El análisis armónico de la 
altura de la ola de marea alta ha permitido formular previsiones a 
largo plazo, algo de mucha importancia para la navegación marítima. 
Supongamos que la serie (8) es convergente en el intervalo (—1, 1) 
y es integrable término a término, 
do término a término la serie (8), tendrenios 


jroz- Сас так ась, БЕ 22 de]. (9) 


+ 


Puesta que 
П 


сов дг} воп с =0 
а 


рага n=1, 2, ... (lo mismo resulta de las condiciones de orto- 
gonalidad), obtenemos 


i 
ї Ha) а= 9.2144, 
de donde + . 
a+) /@4. (10) 
EN 
Observemos que el término independiente de la serie (8) 
А 
= |1094, 
h 


representa el valor medio de la función periódica f (z). 
Multiplicando ahora ambos miembros de la igualdad (8) por 
cos HE (m=1, 2, ...) 
e integrado término a término, tendremos 
1 1 
maz maz 
i Пе] жа г! соз HE йг 
1 


+5 [ъ соз ME. cos 


sat 


2 dota fue eos pE da]. (10) 
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aquí se deduce, en virtud de las condiciones de ortogona- 
ња т, ЛШ y de la fórmula (6), que 


р 105) cos HE dt >am { cos? ZTE йл apl (12) 
y, por consiguiente, 
[ 

а» =p | 108) соз 75 mat de (m=1, 2,3, ...). (13) 
h 


Análogamente, multiplicando ambos miembros de la igualdad 
(8) por sen "Т^ (m = 1, 2, ...) e integrando término a término, 
hallamos 


1 

И f (a) зеп TFE da= e f sen тл dg 
Л 

1 


+3 [0 Е ЖЕ еп.“Т®-.веп 272 д]. (М) 


m° i и 


De aquí, en virtud de 198 condiciones de ortogonalidad II y Ш 
y de la fórmula (7), tenemos 


1 
{тз "т. = | sont ЭЛЕ de= bml 
2, ES 

y, en анана, 


ы} | нәче реш (m=1, 2, 3, 


(15) 


Reemplazando m por n (Ио que es admisible de acuerdo con el 
sentido de las fórmulas!), de las fórmulas (13) y (15) obtenemos los 
siguientes valores para los coeficientes del desarrollo de (8) 


‚ cos 12 
У trol naz E (16) 


(n = 0, 1, 2, . . .). Notemos que, en virtud de la (10), el coeficiente 
ds se obtiene a partir de la fórmula (16) рага л = 0; esto explica por 
qué el término independiente de la serie (8) se toma en forma de 
21-002 
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4 ap. Los números an, bn (п = 0, 1, 2, .. .) se Патап toeficientes 


de Fourier de la función f (2). 

perixiciÓN La serie trigonométrica (8) cuyos coeficientes son coefi- 
cientes de Fourier (16) de la función periódica dada f (x), se Пата serie 
de Fourier (о, más exactamente, serie trigonométrica de Fourier), 
independientemente de que la suma de esta serie sea igual o no a la 
función f (x). 

En este sentido, se dice que la función f (z) engendra una serie 
de Fourier, y se escribe 


+ (а соз == +b, son ME 


, (17) 


donde el signo — significa «corresponde a». 

Indicaremos ahora sin demostración las condiciones suficientes 
para que una función periódica pueda ser desarrollada en serie de 
Fourier. 

Llamaremos a la función ў (z) suave a trozos en el intervalo (a, b), 
si ella es continua a trozos en (a, b) y tiene en este intervalo una 
derivada continua a trozos f’ (z) 

TEOREMA DE CONVERGENCIA. Sea f(z) una función periódica de 
período T == 21 > 0, definida en (оо, +00) excepto, puede ser, en 
sus puntos de discontinuidad, y suave a trozos en su dominio princi- 

al t), 
Entonces: 1) su serie de Fourier (17) converge para todo valor de 
ж € (—oo, +оо), es decir, existe la suma de la serie de Fourier 


so- im [3+3 (4, cos TIE р, sen 2): (18) 
ла 


2) la suma S (z) de la serie de Fourier es igual al valor de la función 
1 (a) en los puntos de su continuidad: S (x) = f (z). y es igual а la 
media aritmética de los límites a la derecha y a la izquierda de la función 
Ў (a) en los puntos de discontinuidad те *), es decir, 


S (д) = 4 lf (230) +1 (20 +0)1- (19) 


Puesto que para un punto de continuidad = де la función ў (2) 
tenemos 


Қа) =1(2—0)= f (2+0), 


1) Es decir, en cualquier intervalo de longitud igual al período de esta 


función, 
з) En el dominio principal de la función periódica f (=) existe solamente 


un número finito de estos puntos, 
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se puede escribir en el caso general 
50) = +10) +1(2+0)). (20) 


En adelante, supondremos que para la función f (z) se cumplen 
las condiciones del teorema de convergencia y en lugar del signo de 
correspondencia ~ escribiremos el signo de igualdad = (ignorando 
los puntos de discontinuidad de la función!). De este modo, para la 
serie de Fourier de la función / (z) tenemos 


A (orcos EE рува ан), (у 


sonda los coeficientes a, y bn se determinan por medio de la fórmula 
16). 

\ куйшй Las fórmulas (21) y (16) se simplifican, si el período 
de la función f (2) es igual а 2л. 
En este caso, l == л y tenemos 


На) = 2+ J) (an cos nz +b, sen nz), 
аа 


er) 


(п=:0, 1,2, ...), (16) 


EJEMPLO. Escribir la serie de Fourier 
de la función periódica /(r) de período 7 = 21, sabiendo quo (fig. 220) 


Fig. 220 


0, —1<х<о, 
'ө-{{, о<а<!. 
Mediante la fórmula (16) obtenemos 
1 9 1 


al na ($ 00434 | а-аа, 
1 EN 2 


а= $ лее» "= demt [$ 00009 252 “+ ї-сов 22 de) 
4 0 


anz р 
за | 0 (ami, 2, +. 
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1 0 
һ=- \ sen TE drat {È 0-son лаа R tn E ar} = 


1 + агу 4 4 
= (= cos 17 == pa ANA MI 
es decir, 
б simes par 
a, si n сз impar. (22) 
De donde, puesto que la función f (z) es suave а trozos en el intervalo 
(1, 1), es justo el desarrollo 


A A 4 эде 


L sen 
EE 1 


+...) каа, 

es 
serie de Fourier 
, eto. 


La fig. 220 muestra las gráficas de sumas parciales de 
(23) de la función f (z): So (2) = +. 5,009 = + + ЕЗ si 


T 


$ 18. Series de Fourier de funciones pares e impares 
Examinemos la integral simétrica 


1 o Й 
ў Haz [лааг {л аг, a) 
z d % 


donde f (z) es una función continua o continua a trozos en el inter- 
valo cerrado [—1, Д 

Efectuando en la primera integral la sustitución z = —t, da = 
== — y teniendo en cuenta que una integral definida es indepen- 
diente de la designación de la variable de integración, obtendremos 


{ маё –{ коа} На) 4х = 
ЕП 1 ° 


1 : 1 
|94} а Шады 0) 
d a 


1) Sea f(a) una función par, es decir #(—) = 18). En este 
caso, de la fórmula (2), tenemos 


1 1 
ла 2{ f(a) dz. 6) 
ES з 


De este modo la integral simétrica de una función par es igual а la 
integral doble de esta función tomada por la mitad del intervalo de 
integración. 
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2) Sea f (2) una función impar, es decir, f (—2) = —/ (2). En 
este caso, de la fórmula (2), obtenemos 


1 
{ 102) dx=0. (4) 
a 


De este modo, la integral simétrica de una función impar es igual 
а cero. 

Notemos que las afirmaciones 1) y 2) son evidentes a partir de 
consideraciones geométricas (fig. 221 a y b). 


Fig. 224 


TEOREMA. 1) La serie de Fourier de una función periódica par con- 
tiene solamente cosenos de arcos múltiples, es decir, sólo armónicas 
pares incluyendo el término independiente. 

2) La serie de Fourier de una función periódica impar contiene 
solamente senos de arcos múltiples, es decir, Contiene solamente armó- 
nicas impares. 

DEMOSTRACIÓN. 1) Sean ў (z), una función periódica par de período 
21, y an y bn, sus coeficientes de Fourier. En virtud do la fórmula (4) 


y teniendo en cuenta que las armónicas sen 22 (n = 1,2, ...) son 
funciones impares, tenemos 


1 
ъ=) Нб) sen E dz=0 (а= 1, 2, ...). (5) 
S 
Por eso, 


1(@ = 9-4 У) anco tE, (6) 
nai 
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donde, en virtud de la fórmula (3) tenemos 
1 1 

= f f (2) соз E dr = 2 { 76) cos 2 da 
EN % 


(n=0,4,2,...). (1) 


2) Sea ahora / (2) una función periódica impar de período 21, 
Puesto que / (2) = соз (n=0, 1, 2, ...) son funciones impares, 
entonces, 


1 
an=- | 12) соз 202 42-0 (n=0,1,2,...). 
ч 

Рог езо, 


100) = 5) „зеп EE, (8) 
a 


dondo, en virtud de la fórmula (3), tenemos 
1 1 

һ- 4 f Fa) sen TE dama 5 $ езе mide (n=1, 2,...). 
Б 


El teorema queda demostrado. 


$ 19. Noción sobre las series de Fourier 
de funciones no periódicas 


Una función f (z) suave a trozos no periódica, definida sobre el 
eje infinito —оо < z < +00, no puede ser representada por una 
serie de Fourier porque la suma de esta serie, por ser la suma de armó- 
nicas de período común 7, es una función periódica del mismo período 
T y, por consiguiente, no puede ser igual a la función f (x) para 
todos los valores de х. Sin embargo, es posible construir 1а repré- 
sentación de esta función en forma de una serie de Fourier correspon- 
diente sobre cualquier intervalo acotado. 

Supongamos que el intervalo que nos interesa ез (—l, l), es 
decir, un intervalo simétrico respecto al origen de las coordenadas 
o puede lograr siempre mediante una traslación paralela del 
eje Oz). 

Construyamos una función Ф (z) de período 21 tal, que (fig. 222) 


9()=7(%) para —I<z<lL a) 
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Suponiendo que la función єр (т) satisface las condiciones del 
teorema de convergencia ($ 17), tenemos 


(ш) = У) (а, cos 32 bn sen EE) (ооа оо), (2) 
= 


donde 
a, N =? 
1 
=4 Í p% de (п-=0, 1, 2,...). (3) 
[А | T |, 26 
De donde, en virtud de la identidad (1), obtenemos 


1@=-#+У (в. cos Е +6, son 252) (i<r<b, (2) 


donde 
1 cos 22 
a) a T TATI 
е pme% mm0, 1,2, ee (8) 


Calculemos la suma 5 (2) de la serie (2') o de la serie corres- 
pondiente (2), en los puntos de extremo del intervalo z= + /. 


| 
| 
PE Жт 
Fig. 222 


De acuerdo con la fórmula general ($ 17), tenemos 
2—0) 14-9 
з= LEO а) 


Pero, teniendo en cuenta la identidad (1) y que Ф (2) es una 
función periódica de período 21, es geométricamente evidente 
(fig. 222) que 

Фф(1—0)= 701—0),  p(140)=p(—14+0)=f(—14+0). 

Por eso, de la fórmula (4) obtenemos, 

S()= 4@—эга+е., (5) 
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Del hecho de que la suma $ (z) tiene la periodicidad de 21, se 
deduce 
5 (—)) = S (0. (6) 


EJEMPLO 1. La función / (z) = e está desarrollada en serio de Fourier en 
el intervalo (A, 1). ¿Cuál es el valor do 5 (1), зі 5 (2) es la suma de la sorio 
de Fourier? 

En virtud de la fórmula (5), tonemos 


sos ЕЕН" LEL hS 


Sea ahora necesario representar una función no periódica f (2) 

por una serie de Fourier de período 21 en un «esemiperiodo» 0 < х < l. 
Suponiendo que 

iz) 0<z<i, 

В 0 а, гео, o 

donde f,(z) es una función arbitraria suave a trozos, obtenemos, 

a partir de las fórmulas (2) y (3), un conjunto infinito de series de 

Fourier 


а ФУ) (асов Eosen E) (0<z<b, (8) 
ч 


T 


que representan la función f(z) en el intervalo (0, 1). 
En particular, tomando оп la fórmula (7) /, (х) = /(—2) 
(—1< < 0) (“prolongación рат"), tendremos 


ПӘ + е mE (020), (9) 
donde Р 
а [Icos Eds (n=0, 1, 2,. (10) 
Análogamento, suponiendo que en la fórmula (7) f, (a) = —f (—2) 
(—1 <= < 0) (“prolongación impar”), obtendremos 
10) = У) basen E ((<z<0, (11) 
donde iji 
i 
=- | Ma) son 2 dz (n=1, 2... (12) 


De este modo, una junción suave a trozos, definida sobre un semi- 
período, puede ser desarrollada en una serie de Fourier correspondiente 
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por una infinidad de procedimientos. En particular, se puede represen- 
tar esta función sobre el semiperíodo dado: 1) por una suma dearmónicas 
Pares, о 2), por una suma de armónicas impares. 


EJEMPLO 2. Desarrollar la función / (z) = т en series de cosenos de arcos 
múltiples en el intervalo (0, л). 

Potomos que la ТОКМО (2) es aquí impar y Baco falta obtener au serio do 
Fourier que contenga solamente armónicas pares. Esto se puede lograr reducien» 
do el intervalo de desarrollo. 


Fig. 223 


Tomando l = n, obtendremos por medio de la fórmula (9) 


10=2+3 аһ COS nz. (13) 
pa] 
Aplicando la fórmula (10) hallamos 
„&{ Ho dr \ rat. la 
07 ò 
F » 
л ma 
„20 A E 
b 


2j, snn: {звала 2 cosnz |х 
= (e ў { 42)= 2. = 


л п në o 

=- (con учу 
— Уң 

De donde, 

ө, si п es par, 
Ad, sl mes impar. 
De este modo, рага 0 < х < л, tenemos 
л 4 [созт  cos3z | cos5r 
а= A (14) 
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La fig. 223 muestra la gráfica de la función y = x y la gráfica de la suma 
Y = S (2) de la serie de Fourier (14). Estas gráficas coinciden cuando 0 < z < 
< л, pero son distintas fuera del intervalo [0, л] 


"Tomando z = 0 en la fórmula (14), obtenemos una serie numérica notable 
(serio de Euler) 


ipid 
Pita... (15) 


EJERCICIOS 


Estudiar la convergencia de las siguientes series aplicando la condición 
necesaria de convergencia y la regla de comparación direc! 


A E 
AREA EAN 


а.ч 1 ПЕТР 
®тт+ +з Hit. 


INDICACIÓN, Comparar соп la serie armónica multiplicada рог}. 


1 \ 
СЕ 
tata? 


Estudi 
d'Alembert: 


1 3 5 
LITA 


la convergencia de las siguientes series aplicando la rogla de 


dy у E 
ватаг. 

2 > 2 ane , en, (31) 
9. чойт + К нг 5 10. 7 а MATAS 


1 1-3 1.8.5, 1! 2! 3 
tata Matt 


Estudiar la convergencia de las siguientes series con términos de signo 
variable: 


4 1 1 
гк 
2 3 4 к 9 25 49,81, 12 
e SU TUN VANE JE IG 
Determinar los intervalos de convergencia de las siguientes series de 
potencias y estudiar el comportamiento de ellas en los puntos de frontera: 
2.2 1 2 2 
а. аА 18 E A 
A a 
+ ел0. 


Desarrollar en serie de Maclaurin las funciones: 
Э.р) = а (а> 0). 22. f (z) = sen? т. 


t 


19, 1124-212-312 ;.. 20. 


12 
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23. Desarrollar la función f (т) == V т según las potencias enteras сгесіеп- 
tes de la diferencia z — 1 


Utilizando los desarrollos habituales, representar en forma de series de 
potencias las siguientes funciones: 


24. 10) е7 25, (0) = сов, INDICACION. cost z= 00920) 


1 


1 
ар e 


28. Utilizando el desarrollo en serio, calcular el valor aproximado de 
a) Ve; b) sen 18°; с) Y 1/2. 
29. Calcular el valor aproximado de la Integral 
1/2 
č dz, 


30. Deducir una fórmula aproximada para la función 


x 
1 (2)=| соз Vz az, 
0 


si | z | es una magnitud pequeña. 
31. Desarrollar en serie trigonométrica de Fourier en el intervalo (—a, л) 
las siguientes funciones: 


mts b) f (z) = z*. 


Capítulo XXH 


Ecuaciones diferenciales 


$ 1. Nociones fundamentales 


En numerosos problemas de geometría, física, mecánica, ciencias 
naturales, etc., desempeñan un papel importante las ecuaciones dife- 
renciales. Se denominan así las ecuaciones que vinculan una variable 
independiente т, una función buscada y y sus derivadas de diversos 
órdenes respecto а т. Se llama orden de esta ecuación el correspon- 
diente a la derivada más elevada que figura en ella. 

De este modo, una ecuación diferencial de orden n se escribe en 
forma genoral 


Play у, Y Y) = 0, (8) 


esta ocuación puede, en casos particulares, no contener z, y y ciertas 
derivadas de orden inferior a n. Por ejemplo, las ecuaciones 


y 42у = вех, y +4y + 18у =0, y” +uy =0 


son, respectivamente, de primer, segundo y tercer órdenes. 
Una ecuación diferencial (1) se llama lineal, si su primer miem- 
bro es un polinomio de primer grado respecto a la función incógnita у 


y a sus derivadas y”, y”, . . «, y™ (y no contiene sus productos), 
es decir, si esta función tiene la forma 

а, (х) у + а, (т) "ЭЗ +. + an (y =$ (2). @) 
Aquí las funciones ay (2), а (2), .. ;» &n (2), generalmente definidas 


y continuas sobre un cierto intervalo común, se Патап coeficientes 
Че la ecuación lineal, y la función f (z) se denomina segundo miembro 
o término independiente de la misma. Si el segundo miembro / (2) 
de una ecuación lineal (2) es idénticamente igual a cero, esta ecuación 
so lama homogénea; en el caso contrario, denomina no homogénea. 
Las ecuaciones diferenciales lineales tienen numerosas aplicaciones. 
Toda función 
у= Ф (2) 


que al ser introducida en la ecuación (1) la transforma en una identi- 
dad se llama solución de esta ecuación. Resolver o integrar una ecua- 
ción diferencial dada significa hallar todas sus soluciones en un 
dominio dado. La gráfica de la solución se llama curva integral. 
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Notemos que el problema fundamental del cálculo integral, que 
consiste en hallar la función y, cuya derivada sea igual а la fun- 
ción continua dada ў (z), se reduce a la ecuación diferencial simple 


y = 1 (2). 
La solución general de esta ecuación es 
у=} @ас+с, 6 


donde C es una constante arbitraria y f f (х) dz es una de las pri- 


mitivas de la función / (z) * 
Eligiendo de la forma dobida la constante С, a condición de que 
la función f (z) sea continua, se puede obtener cualquier solución 
de esta ecuación diferencial simple. 
Al integrar ecuaciones diferenciales de orden superior, surgen 
varias constantes arbitrarias. 


EJEMPLO 1 Examinemos 


с ecuación de segundo orden y" = 0. Puesto que 
=(у)у = 


resulta que y’ Cı. Integrando la última igualdad, tendremos 


и аас, = Cet Ca %) 


De esto modo la solución (4) contiene dos constantes arbitrarias С, y Ca, es 

docir, ol número de constantes arbitrarias en la fórmula (4) es igual exactamente 

al orden de la ecuación, Semejante solución se Пата solución general de la ecua- 

gión; on oste caso ella ropresenta el conjunto infinito de soluciones de la ecuación 
'erencial. 


DEFINICIÓN 1 Se Пата solución general de una ecuación diferencial 
(1) a la solución 


Y = ф (2, Су, Co... Cr)? 


cuyo número de constantes arbitrarias independientes Cy, Съ... Cn 
es igual al orden de esta ecuación. 

En este caso, las constantes arbitrarias se llaman independientes, 
si сі número total de constantes que tiene la función q no puede ser 
reducido por introducción de otras constantes arbitrarias, continua- 
mente dependientes de las constantes dadas. 


1) Más exactamente, la fórmula (3) debería escribirse así: 


v= fidc, ө» 


dondo z es un punto inicial del dominio dado. La fórmula de tipo (3') es сб- 
las aplicaciones porque ella permite explicitar la constante arbitra- 
lelante, es necesario tener en cuenta esta nota. 
2) So supone que la función Ф es continuamente derivable un número de 
veces suficiente con respecto a todos sus argumentos. 
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Si la solución general está dada en forma implícita 
Ф (=, у, С, Cas ++ + Cn) = 0, 


ésta habitualmente se denomina integral general. 

DEFINICIÓN 2 Cualquier solución de una ecuación diferencial que 
es obtenida a partir de su solución general, dando valores determinados 
a las constantes arbitrarias, que la componen, se llama solución parti- 
cular de esta ecuación. 


Еземрго 2 Examinemos la ecuación de segundo orden 
v+y=0. 
Es fácil comprender que las funciones sen z y cos х serán soluciones de 
esta ecuación, porque 
(sen z)" = —senz y (соз =)" = —cos z. 
No es difícil verificar directamente que la función 
y = C, sen z + С. cos z, 


donde C, y C, son constantes arbitrarias independientes, es la solución de 
huostra “ecuación y, por consiguiente, representa su solución general. Si po- 
nemos, por ejemplo, que C, = 2 y С, = —5, obtendremos la función 


Y = 2 sen z — 5 cos z 
que es una solución particular de la ecuación diferencial considorada. 
Si al resolver una ecuación diferencial se halla cierta función, 


se puede verificar la certeza de la solución sustituyendo esta función 
en la ecuación. 


EJEMPLO 1 Mostrar que la función y = (С, + Caz) e* es solución de la 
ecuación 
y —2y+y=0. 
Efectivamente, aquí 
y == (С, + Соз) е + Се = (С, + Ca + Сот) er 


y = (С, + Ca +. Caa) «® + Сав = (С, + 2С, + Сул) es. 
Por consiguiente, 
Y — ay +y = (С, + 2С, + Сул) «® — 2 (С, + Су + Сул) е + 
+ (С, + Caz) е® 20, 
lo que demuestra nuestra afirmación. 
$ 2. Ecuaciones diferenciales de primer orden 
El aspecto general de una ecuación diferencial de primer orden 


es el siguiente: 
F (z, y, у) = 0. 
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En los casos más simples esta ecuación puede ser resuelta respecto 
a la derivada y': 


y =} (z, у) (1) 
La solución general de la ecuación (1) tiene la forma 
y = Ф (z, С), (2) 


donde С es una constante arbitraria. Geométricamente, la solución 
general (2) es una familia de curvas integrales, es decir, un conjunto 
de líneas que corresponden a dis- 
tintos valores de la constante С 
(fig. 224). Las curvas integrales 
poseen la siguiente propiedad: en 
cada uno de sus puntos Af (х, y) la 
inclinación de la tangente satisface 
la condición 
tga = f (z, y). 

Sı se da un punto Mo (zo, Yo) 
por el cual debe pasar una curva 
integral, se elige por lo tanto en Fig. 224 
el caso más simple, entre una infi- 
nidad de curvas integrales, la curva que corresponde a una solución 
particular de nuestra ecuación diferencial. 

Analíticamente, esta exigencia se reduce a una condición llamada 
condición inicial: y = y, para z = ту. Si la solución general (2) 
es conocida, tenemos 

Yo = Ф (Zo, С), 


Partiendo de esta condición se puede en general dotorminar la 
constante arbitraria С y, por consiguiente, hallar la solución 
particular correspondiente, En esto consiste el problema de Cauchy 
(problema. inicial) 

PROBLEMA DE CAUCHY Hallar una solución y = q (z) de la ecua- 
ción diferencial (1) que satisfaga la condición inicial dada: yo 
= q (zo), es decir, que adquiera en z = лу el valor dado y = yọ. 

Geométricamento, los problemas do Cauchy se formulan así: 
hallar una curva integral de la ecuación diferencial (1) que pase por 
un punto dado My (Zo, yo). 

Acotemos lo siguiente; las ecuaciones diforenciales constivuyon un aparato 


matemático con ayuda del cual podemos estudiar los fenómenos que se desarro» 
llan en la naturaleza. Si los datos del problema definen enteramente un fenó- 


meno, éste debe desarrollarse de modo unívoco, es decir, la solución de la ecua- 
ción diferencial, que determina la ley de desarrollo del fenómeno, debe ser 
única. La solución general de la ecuación diferencial contiene constantes arbitra- 


rias y, por consiguiente, no da respuesta determinada a la cuestión planteada. 
Por eso, para resolver problemas concretos las ecuaciones diferenciales deben 
sor completadas por condiciones suplementarias. En el caso más simple, éstas son 
las condiciones iniciales que nos conducen al problema de Cauchy. 
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En ciertos casos es provechoso escribir la ecuación diferencial de 
primer orden (1) en forma 


A = f (2, у), (1) 
о así: 
P (z, у) dx +Q (z, y) dy =0, (3) 


donde Р (z, y) у Q (=, y) son funciones conocidas. La comodidad de 
la forma (3) consiste ел que aquí las variables z e y son equivalentes, 
es decir, cada una de ellas puede ser considerada como función de 
la otra, Por solución de la ecuación (3) se entienden, en el caso general, 
las funciones х = Ф (t), y == y (1) dadas paramétricamente (* es un 
parámetro) y que satisfacen la ecuación (3). 

No existe un método general de integración de las ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Se examinan generalmente sólo algu- 
nos tipos de estas ecuaciones, para cada una de las cuales se brinda 
un procedimiento de solución especial. 


$ 3. Ecuaciones de primer grado con variables 
separables 


DEFINICION Llámase ecuación diferencial de primer orden a la 
ecuación con variables separables, si ella es de forma 


X (2) Y (y) de + X, (2) Y, (y) dy = 0, (1) 


donde X (х), X, (x), son funciones sólo de la variable x, e Y (y), Y, (у), 
son sólo funciones de la variable y. 

Para resolver la ecuación (1) dividamos sus dos miembros por 
el producto Y (y), X, (т) suponiendo que éste es distinto de cero. 
En este caso, después de simplificaciones evidentes, obtendremos 

хб) Y, (0) 
ХЕ dr + Уш dy=0. 0) 

En la ecuación (2) la expresión que precede а dz es solamente 
función de т, y la expresión que precede a dy, es sólo función de y. 
En este caso, se dice que las variables están separadas. Integrando 
ambos miembros de la igualdad (2), tendremos 


X (2) Үз) y= 
(Egat | iasc (9) 
Aquí so entionde por integrales ciertas primitivas correspondien- 


tes. 
La relación (3) es la integral general expresada bajo una forma 
implícita de la ecuación (1). 


En el caso general, al dividir por el producto X, (z) Y (y), arriesgamos 
perder aquellas soluciones de la ecuación (1) que ee A, “producto. 
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Efectuando una sustitución directa es fácil convencerse de que la función 
(4) 


donde a es la raíz de la ecuación X, (z) = 0, es decir, X, (a) = 0, es solución 
de la ecuación (1). También la función 


у=, в) 


dondo b es la raíz de la ecuación Y (у) = 0, es decir, Y (b) = 0 es también la 
solución de la ecuación (1). 
Geométricamente, las soluciones (4) y (5), si ellas existen, son líneas rectas 
paralelas respectivamente a los ejos Oy у 02. 
EJEMPLO 1 Sea dada la ecuación 


Y 
dz 


q 


(6) 


De aquí tenemos 
z dy = y dz. 
Supongamos que y æ 0. Si dividimos ambos miembros do esta ecuación 


por zy, las variables serán separadas y ob- 
tendremos 


Integrando esta ecuación tendremos 
Е 
volz’ 
Iny=In=+ inc.» о 


Aquí la constante arbitraria está to- 
mada en forma logarítmica, lo que es 
legítimo porque todo número Су positivoo 
negativo puede ser representado como un 
logaritmo de otro número: 


с=с, 
donde Fig. 225 
с=&. 
Expresando y a partir de la igualdad (7) ез decir, potenciándola, obtendremos 
definitivamente 


y=Cx (200, С 0). в) 


Tomando ahora xy = 0 y teniendo on cuenta que г s+ 0, obtendremos la 
solución y = 0 de la ecuación (б). Formalmente esta solución se obtiene de la 
fórmula (8) para C = 0. к 

Geomótricamente, la solución general (8) representa la familia do semi- 
rrectas (0 < | С | < -- е) que parte desde el origen de las coordenadas (116.225). 


1) Hablando en rigor deberíamos escribir 
ау = 1210 С, 


donde С > 0. Pero nuestra «libertad» по se reflejará ер el resultado final, зі 
después de tomar la exponencial se admito considorar la constante arbitraria С 
como un número real. Esto se debe tener en cuenta en adelante. 


28--0102 
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EJEMPLO 2. Hallar la curva que pasa por el punto Q (—1, 4) y posee la 

siguiente propiedad: en cada punto su subnormal tiene un mismo valor igual a 4. 

Soan: y > | (2), Ja curva buscada; MT, la tangente a esta curva on el punto 

м (z, y); MN, la normal (perpendicular a la tangente sn el punto de tangencia 

(Ue; 220). Llámaso subnormal PN a la proyección del segmento de la normal 
N sobre el ejo Oz. 


Puesto que PM = y y САМР = CMT: = a, entonces PN = рше 
Pero, según la significación geométrica de la derivada, tg a = y”; por eso la 
expresión definitiva de la subnormal es 

PN = уу. 
En virtud de los condiciones del problema 


, Er ы 
w=4 6 ve 


4 
Separando las variables, obtendremos 
y dy = 4 dz. 
Integrando los dos miembros tendremos 
{за =афе+с osa = 4 С. 


Do aquí 
y =8r + 6. [Л 
Acabamos de obtener una familia de parábolas cuyos vértices se encuentran 
en el ejo Ox. 
Determinemos la constante arbitraria C, aprovechando el hecho de que 
nuestra parábola pasa por el punto dado Q (—Í, 4). Sustituyendo en la "ecuación 


y 
жге), 


4-30) Р 


Fig. 226 Fig. 227 


(8) las coordenadas corrientes por las coordenadas del punto Q, hallamos 16 = 
= —8 + Су; de donde C, = 24. 
iente, la ecuación de la parábola buscada es y? = 8z + 24, o sea 
и = 8 (2+ 3). 


a ўша de parábola se encuentra еп el punto А (—3, 0) y su 
ig. 227). 

We bu э, La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el airo es pe 
porcional a la diferencia de temperatura del cuerpo y del aire. La temperatura 


e es el eje Oz 
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del aire es igual а 20 °С. Se sabe que durante 20 minutos el cuerpo se enfría de 
100° a 60°. Determinar la ley de variación de la temperatura del cuerpo en 
función del tiempo. 


de enfriamiento del cuerdo ds ба Stras palabras, la velocidad бе variación de e 
temperatura será igual a la derivada ЕА . De acuerdo con los datos del problema 
tenemos 
w 
d 


(0—29), 


donde k es un coeficiente de proporcionalidad. Separando las variables obton= 
dy 


dremos 
=kdt. 


Integrando los dos miembros, tendremos 


PA 
$ > { йз сз, 
o sea, 
In (U — 20) = kt + la C. 
De aquí, U — 20 = Cert y, por consiguiente, 
U = 20 + сем. ao 
Para determinar las constantes C y k utilizamos los datos del problema: 
U= 100° paa £=0 


4 0 = 602 рага t= 20 


Sustituyendo estos valores en la ecuación (10), tendremos 


100 = 20 + С, 
60 = 20 + Сез, 


De aquí, C = 80, e®ħ = 1 y, por consiguiente, 
1 
‚ү 
am (le 
(=). 


Reomplazando estos valores en la ecuación (10) obtendremos definiti- 
vamente 


à 
U=2 +80. (6-)"". 


Esta es la ley do variación de la temperatura {7 en función del tiempo en las 
condiciones indicadas. 


En los ejemplos examinados 2 y 3 sobre la formulación de ecuaciones dife- 
ronciales tenemos un asunto directo con la derivada de la función buscada. Indi- 


2) Puesto que en adelante elevaremos а una potencia, aquí es conveniente 
escribir ln C en lugar de С. 
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сагетоз un ejemplo donde es más cómodo razonar operando con las diferenciales 
de las magnitudes buscadas. 

EJEMPLO 4. Еп un depósito que contiene 40 kg de sal por 400 1 de mezcla 
se introducen cada minuto 30 litros de agua y se extraen 20 litros de mezcla 
(fig. 228, a). Determinar la cantidad de sal que queda on el depósito dentro de £ 
minutos, suponiendo que el mezclado es instantáneo. 

Sean: т, la cantidad de sal en el depósito al instanto t, y z + dz, la cantidad 
de sal en el instante t + dt. Puesto que la mezcla se derrama del depósito, la 


NS 
д 
т‹2(0) 
ol + 
20 si, 
a б) 
Fig. 228 


cantidad z do sal disminuye con el tiempo y, por consiguiente, dz < 0 cuando 
@ > 0. El volumen de la mezcla que se encuentra en el depósito en el instante 
1 será evidentemente igual а 


v = 100 + 30t — 202 = 100 + 401. 
Por eso, la concentración de sal (es decir, la cantidad de sal por unidad de 
volumen de mezcla) en el instante £, será igual a 
«к= 
TES 


La variación de la cantidad de sal —dz durante un intervalo de tiempo infinita- 
mente poqueño [£, £ + dt] so obtieno multiplicando por la concentración de sal 


un 


(14) el volumen do mezcla 20 dt que se derrama en el transcurso de este intervalo. 
De aquí obtenemos la ecuación diferencial 
S 
ai 
о sea, 
2: 
de 6 (12) 
Además, de los datos del problema se deduce la condición inicial 
тше = 10. ГЕЈ 


Separando las variables en la ecuación (12) e integrando, obtenemos sucesi- 
vamente 
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es decir, 
ln z = —2 In (10 + f) + in C 


y, por consiguiente, 


© 
WF + 


Tomando £ = 0 а partir de las condiciones iniciales (13), hallamos 10 = 
= 1% , es decir, С = 1000. Por eso, la ley de variación de la cantidad de sal = 
en kilogramos en el depósito, en función del tiempo t en minutos (fig. 228, d), 
se da por la fórmula 

1000 


WFF: ы 


Notemos que conociendo la cantidad de sal restante en el depósito (ésta зө 
calcula fácilmente midiendo el volumen del depósito la concentración do sal 
de la mezcla en él) se puede determinar con ayuda de Ía fórmula (14) el tiempo 
que ha transcurrido después del inicio del proceso. Sobre este principio se basa 
el cálculo de la edad de los mares y océanos. 


$ 4. Ecuaciones diferenciales homogéneas 
de primer orden 


La noción de ecuación diferencial homogénea de primer orden 
está relacionada con las funciones homogéneas. 
Un polinomio 


Р = 5 ay 


se llama homogéneo de grado n, si todos sus términos son del mismo 
grado n, es decir, para cada término a,¿2'y? tenemos 
ijen 


Por ejemplo, 
P (z, y) = 22? — 3zy — 5y° [0] 


es un polinomio homogéneo de grado 2. Notemos que si los argumen- 
tos 2 e y de un polinomio homogéneo de grado п se reemplazan por las 
magnitudes kz y ky, proporcionales, como resultado se obtendrá la 
multiplicación de este polinomio por la potencia n-ésima del coefi- 
ciente de proporcionalidad k. Por ejemplo, para el polinomio (1) 
tenemos 


Р (Кт, ky) = 2 (kx) — 3 (kx) (ky) — 5 (Ку)? = 
= K (04% — 32y — 5y?) = КР (т, y). 


Esta última propiedad es la base de la definición general de una 
función homogénea. 
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DEPINICION 1. Una función Р (z, y) se Пата homogénea de grado 
n, si para todo número k tiene lugar la identidad 


Р (kz, ky) = k" P (z, y). 
Examinemos ahora la ecuación diferencial 
P (z, y) dz + Q (z, y) dy = 0. 2) 


DERINICIÓN 2 Una ecuación diferencial de primer orden (2) se 
Ilama homogénea, si los coeficientes P (х, y) y Q (x, y) de las diferencia- 
les de las variables т e y, son funciones homogéneas del mismo grado. 

Se puede demostrar que con ayuda de la sustitución 


t 02-05). o 


È ppu 
z 

donde u es una función incógnita, la ecuación diferencial homogénea 

(2) so reduce a una ecuación ссп variables separables. 


EJEMPLO, Resolver la ecuación diferencial 
(æ + v) dz + z dy = 0. С) 


Aquí Р = z + y y 0 = z, son funciones homogéneas de primer grado, por 
a a le al ta 


{= “ 6 


o 
v= zu, 
donde u es una función incógnita. Do aquí 
dy = z du + u dr. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4) tendremos 
(e + zu) dz + z (z du + u ds) = 0 
o 
zdu + (u + 1) dz = 
Soparando las variables obtenemos 
PE E 
apao: 
Para comodidad de los cálculos multiplicamos los dos miembros de“la 
última igualdad por 2, o integróndolos término a tórmino tendremos 


$ 24и 
y uFi 
de dondo hallamos 


Фи 0) =—2nz+mnC y 2u+i= $. 
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n 25 1С — 
En virtud de la fórmula (5) tenemos 2 4-1=- y, por consiguiente, 


з= 5+2, © 


donde C,—C/2 es una constante arbitraria. 

En el transcurso de la resolución de esta ecuación nos hemos visto obligados 
a efectuar la división por las funciones z y 2u + 4. Anulándolas obtenemos las 
soluciones posibles 


1) z= 0 y 2) 2u + 1 = 0; de donde y =—Z. 


Es fácil de verificar que las dos funciones 1) y 2) satisfacen la ecuación dada (4); 
la última de ollas se obtiene a partir de la solución general (б) para Су = 0. 


Sea ahora una ecuación diferencial homogénea de forma 
=й o =j р). @) 
Escribiendo la última ecuación en forma de diferenciales, obtendre- 


mos 
dy = J (x, y) dz. 
El cooficiente de dy es igual а 1, es decir, una función homogénea 
de grado cero; esto significa que / (т, y) debe ser también una función 
homogénea de grado cero. 
De este modo la ecuación diferencial (7) es homogénea si, y sólo 


si, su segundo miembro f (x, y) es una función homogénea de grado 
сего 1). 
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Una ecuación diferencial lineal de primer orden es de la forma 
(véase el $ 1) 


а (х) y +b (z) y +c (x) = 0, (1) 


donde a (z), b (т), с (z) son funciones dadas. Si a (x) + 0, la ecuación 
(1) puede ser escrita en la forma reducida 
y +p (2) у = / (2), 2) 

donde р (z) = b (т)/а (z) y f (т) = —c (ж)/а (2) (f (z) es el segundo 
miembro de la ecuación). Supondremos que el coeficiente p (х) y el 
segundo miembro f (т) de la ecuación (2) son continuos en un cierto 
intervalo (a, b). 

Para resolver la ecuación (2) representamos la función buscada y 
como el producto de dos factores: 


y = w, (8) 
1) Es decir, ol segundo miembro de esta ecuación no cambia cuando so 


sustituyen x por kz e y por ky, donde k es un coeficiente de proporcionalidad 
arbitrario. 
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donde u es una solución no nula de la ecuación homogénea corres- 
pondiente 


w+p()u=0 (4 
y ves una nueva función incógnita. Como 
y =w +uv, (5) 


introduciendo las expresiones (3) y (5) en la ecuación diferencial (2), 
obtendremos 


vlu’ + p (2) ul + uv = f (2) (6) 
o, en virtud de la (4), tenemos 
un = f (ш). (7) 


Notemos que de hecho la función и se elige de tal modo que el 
coeficiente de v en Ja ecuación (6) sea nulo. 

A partir de las ecuaciones (4) y (7) se hallan sucesivamente las 
funciones u y v eligiendo para и un valor concreto cualquiera, dis- 
tinto de cero. Introduciendo las expresiones obtenidas para u y v 
en la fórmula (3), hallamos la función buscada y. 

onsravación En práctica no hay necesidad de reducir la ecua- 
ción lineal (1) a la forma (2); se puede aplicar directamente la 
sustitución (3). 


EJEMPLO 1. Resolver la ecuación 


y + y ==. (8) 
La ecuación (8) es evidentemente lineal. Tomamos 
уеш, y = vu + uv. (9) 


Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (8), obtenemos 
© (zu + 2u) + zuv <a, 
Elijamos ła función u de modo que 
sul + 2u = 0; (10) 


on este caso 
zu = 23, a) 


De la (10) obtenemos sucesivamente 


2 #, es decir, Inu= —21n zla Co, 
у, por consiguiente, eligiendo C¿=1, obtendremos 


ut. (2) 
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De donde mediante la (11) tenemos zig = 2, Z = 2 y, de este modo, 


v= f sarm +c, (13) 


donde C ез una constante arbitrari; 
Así, en virtud de las (12) y (13) 


, hallamos definitivamente 


а 
yw (6с), es decir +. 
EJEMPLO 2. Hallar la solución de la ecuación 
City =1, (14) 


quo satisface la condición inicial: у = 0 рага z= —1. 
Por su aspecto, la ecuación (14) по es lineal. Sin embargo, si z se considora 


función de y, entonces teniendo en cuenta que y” = 2 obtendremos la ecuación 
Lineal 


re r+y (15) 
Tomamos, como siempre, 


zu, e 
Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (15) tendremos 
du de 
"у +" AA (16) 
De aquí, teniendo en cuenta que según la elección do u 
du 
фти, an 
obtenemos 
Э) Hor. (18) 


Do la (17) hallamos la solución particular 
“=. 
Por eso, de la (18) se obtiene 
de 
Am doy ду 
y, en consecuencia, 
„= ў yet dy= реи ас (20) 
(hemos utilizando aquí la integración por partes). A partir de las (19) y (20) 
[шз la solución бекети cia е 
z= uv = у — 1 +4 Сеи. e 


Tomando aquí y = 0 para z = —t, obtendremos —1 = —1 -+ С, es decir, 
C=0. De este modo, 
z=—y—1. еа йәй, y= —(z+ 1) 


өз la solución particular buscada, 
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EJEMPLO 3. La intensidad de la corriente i en el circuito eléctrico de resis- 
tencia біса R y de coeficiente de autoinducción L, satisface la ecuación dife- 
rencia! 


LE 4Ri=F, (22) 


229, a). Se pide hallar la intensidad de 
conexión, si £ según la ley sinu- 


donde E esla fuerza electromotriz (Ue. 
соте ¿al cabo de £ s después de 
soida! 


E = E, соз ot 03) 
e 1 = 0 cuando £= 0. 
De la (22) tonemos 

SE оле Fe cos ot, (24 


donde, para abreviar, so considera que a = R/L. 


a) b) 
Fig. 229 


Tomando t= uv, aplicando el procedimiento habitual obtendremos 


du 


Ф+-аш—0, u cos (25) 


Do aquí, 
аи 2ай, Inu=—at 
и 


«tomitimos Ја constante de integración!) у 
u= eat, es 
De la (25) so deduce 


A A 


a L 
y 
La 
v= U+ er 
donde 
I= ў et! cos at dt es) 


(una de las primitivas). 
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Integrando por partes dos veces, hallamos 


I= ta (к= tdi 
-amuja j 
o 


o =p at] 


=— sen ott т «4 соз tm л 
de donde obtenemos 

1 

Tr ©“ (өзеп ot-+ acos ot) — (0 een ott acoso 


= ТЕ a Far (29) 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (27), hallamos 


Eo 
ле ж: 


donde C es una constante arbitraria. 
Multiplicando Jas funciones u y v (20) y (30), obtendremos la ley de varia- 
ción de la intensidad de la corrien: 


= ( о sen ot +a сове. 


t Fa 


Ea (30) 
Para е = 0 hallamos, a partir de la condición inicial, 
E, А А а 
(фк). e decir, се стт. 


Por consiguiente, 


тыгыз O sen tta costar), 62) 


Si £ es suficientemente grande, la magnitud e“! es pequeña (a > 0) y en 
la fórmula (32) se puede menospreciarla, En este caso, tendremos, 


ix тыын (о зеп ot -+a cos af). (33) 


Tomando (fig. 229, 0) o= V oi Fai cosp, a= У 1 Fai seng, mediante 
la fórmula (33) obtendremos definitivamente 


sen (ot+-q) = Tam VE @+Ф% 


donde ф = arctg + ез la fase inicial de la corriente. 
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$ 6. Noción sobre el método de Euler 


En los párrafos precedentes examinamos los tipos más simples 
de ecuaciones diferenciales de primer orden que admiten soluciones 
en cuadraturas !) (o como dicen a veces; que se integran en formas 
finales). Sin embargo, no hay un método general para hallar 
la solución exacta de una ecuación diferencial del primer orden 
arbitraria. Por eso adquieren gran importancia los métodos aproxi- 
mados de resolución de ecuaciones diferenciales. Examinaremos el 
más simple de ellos, llamado método de Euler. 


Y, 


Fig. 230 


Supongamos que en un segmento dado г, < z < X hace falta 
hallar la solución de una ecuación diferencial del primer orden 


у =f 4) (0) 


con el segundo miembro continuo j (х, y) que satisface la condición 
inicial 
y (20) = Yo: e) 
Geométricamente, esto significa que para la ecuación diferencial 
(4) hace falta construir una curva integral y = y (2) que pase por ol 
punto М, (хо, Yo) (fig. 230, a). Debido al sentido geométrico de la 
derivada obtenemos que en cada punto M (z, y) de la curva integral, 
su pendiente (es decir, el coeficiente angular de la tangente) satisface 
la condición 
k = tga = f (z, y) 8 


Puesto que el segundo miembro de la ecuación diferencial (1) és 
supuestamente continuo, se puede considerar que en un pequeño 
trozo de la curva integral su pendiente es constante, es decir, que 
esta curva puede ser reemplazada aproximadamente por una línea 
quebradí 


1) Es decir, las soluciones expresadas por medio de integrales indefinidas, 
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En práctica este procedimiento se efectúa así: el тереп Izo ХІ 
se divide en partes suficientemente pequeñas: [zo, 2,1, 121, 3], ... 
2... (съл, X] cuyo número es igual a n, y sean 


Wase ((=0,4,.... n—1) 
las longitudes de los segmentos de la subdivisión correspondientes. 


Para simplificar supongamos que estos segmentos son iguales entre 
sí (annque esto no es obligatorio). En este caso 


a 


h= h= const. (4) 


La magnitud А se llama paso de subdivisión. 
Reemplacemos la curva MM, Ma- - - Mn con vértices My (т, уң), 


рог Ja línea quebrada N¿N,N, . . . Ma con vértices N, (zo Yi) (1 = 


=0,1,2,.... п —1, Yo = Yo), donde №, = Mo, y de pendientes 
sucesivas 


шв (2 0) = © 
@=0, 1, 2... n—t. уу (о Yo) 


(polígono de Euler) (fig. 230, a). La fig. 230, Ь nos permite escribir 
las fórmulas de cálculo 


z, = y+ ih, 

Ай = В В = (zn у), $ (i=0, 1, 2, ...,n—1, ри). (6) 
Yi + Ай 

Notemos que, según el punto de vista mecánico, reemplazamos 
un proceso continuo descrito por la ecuación diferencial (1), por un 
proceso de impulsos que se desarrolla a velocidad constante en 
intervalos elementales [z;, 2,41) (¿=0, 1,2, ..., п — 1) y cuya 
velocidad varía a saltos al pasar de un intervalo a otro. 

Las desventajas de este método son: 1) poca precisión cuando el 
paso h es grande, muchos cálculos cuando el paso es pequeño; 2) acu- 
mulación sistemática de errores. 


El método de Euler sirve de base para otros métodos más perfectos 
de solución aproximada de ecuaciones diferenciales. 


EJEMPLO, Aplicando el método de Euler se pide hallar sobre el segmento 
(0; 0,5] la solución de la ecuación diferencial 


y=z+ty y0=1 в) 


Elíjamos el paso ћ = 0,1. Los resultados del cálculo (con una exactitud 
de hasta 10-2) зе muestran en la tabla: 
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Do este modo, y (0,5) = 1,721. No es difícil hallar la solución exacta (¡la 
ecuación (7) ев lineal): y = 2e* — (z + 1); de donde y (0,5) = 2 Ие — 1,5 а 
я 2-1,645 — 1,500 = 1,790. 


$ 7. Ecuaciones diferenciales de segundo orden 


Una ecuación diferencial de segundo orden resuelta respecto a lo de- 
rivada de orden superior se presenta en la forma general siguiente: 


Y y =й, Y y). [0] 
£ La solución general 
Ф (е, Cy, Ca) (2) 


de esta ecuación contiene dos constantes 
arbitrarias independientes С, y С,. Geo- 
métricamente, la solución general (2) es 
una infinidad de curvas integrales que 
dependen de dos parámetros independien- 
tes C, y С,. Рог cada punto Mo (хо, Yo) 
Fig. 231 del plano бху pasa en general un haz de 
curvas integrales (fig. 231). Por eso, para 
extraer de nuestra familia de curvas integrales una curva integral 
determinada Г по es suficiente con indicar el punto Me (те, Yo) por el 
cual debe pasar esta última curva, sino que es necesario indicar 
también la dirección en la cual la curva Г pasa por el punto Mo, ез 
decir, dar la tangente del ángulo a, formado por la tangente a esta 
curva еп el punto Mọ y la dirección positiva del eje Oz. Analíti- 
camente, escribiendo 
В ща, = у 


llegamos а las condiciones iniciales: у = Yo, у = y, para z 
De acuerdo con la (2) tenemos 


Yo=P (Zo, Сь Ca), 
= 9 (Tos Cis Ca). 


(3) 
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El sistema (3) permite, en general, determinar las constantes Cy 
y С, у, de este modo, hallar una solución particular 
= q () 

que satisfaga nuestra ecuación (1) y las condiciones iniciales dadas 

Y lero = уо е y ео = Ya (4) 
(problema de Cauchy). Notemos que habitualmente al resolver pro- 
blemas de física concretos, además de las ecuaciones diferenciales 
existen unas u otras condiciones iniciales (4) porque, por razones 
bien comprensibles, la solución de semejante problema debe ser 


unívoca. 
Con ayuda de una ecuación diferencial de segundo orden se escribo 
la ecuación fundamental de la dinámica. 
Sea un punto material de masa m que se desplaza a lo largo dol 
eje Ох bajo la acción de una fuerza variable F. Si j es la aceleración 
de este punto, entonces según la ley de Nowton 


mj = Е. 6) 
En el caso más general la fuerza F depende del tiempo £, de la coor- 
denada z (que caracteriza la posición del punto material sobre ol 
eje Oz) y do la velocidad 97. de este punto. Por consiguiente, 


PP (t, а). 
Por otra parte, como se sabe ($ 14 del cap. X), en el caso de un movi- 
miento rectilíneo la aceleración j es igual a la derivada segunda del 
camino respecto al tiempo, es decir, j = ES 


Sustituyendo las magnitudes F y j en la ecuación (5) obtendremos 
la ecuación diferencial de movimiento del punto 


dr 
п Р (6 47). 
Para describir enteramente el movimiento de un punto hace falta 
dar adicionalmente la posición inicial del mismo х |а, = Zo Y Su 
velocidad inicial žl. „ = vo (condiciones iniciales). 


$ 8. Tipos de ecuaciones diferenciales integrables 
de segundo orden 


En el caso general, una ecuación diferen: de segundo orden 
no puede ser resuelta en forma finita. Examinaremos aquí algunos 
casos simples cuando la ecuación de segundo orden se resuelve con 
ayuda de cuadraturas, es decir, utilizando operaciones de integra- 
ción indefinida. 
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TIPO I. Sea 


y =J() (1) 
Integrando tendremos 


у= |0) С, 
Integrando una vez más obtendremos definitivamente 
y=f af 1(2) 24-2 +С, 
donde С, у С, son constantes arbitrarias y las integrales indefinidas 


se interpretan como las primitivas de las funciones correspondientes. 
Tiro п. Sea 


y = 10). @ 
Supongamos que 


у =p. 
Considerando p como función de y, tendremos 
dy dp d; dp 
ык Sr DC 
Por consiguiente, la ecuación (2) tomará la forma 
=). 
Separando las variables obtendremos 
рар= f (y) dy. 
Integrando la última ecuación hallamos 
€, 
= {100и 
O sea, 
р=жу/2 | Iye. 


Puesto que p=-“2, la ecuación precedente puede ser escrita así 


Феу | rwt. 


De aquí, separando una vez más las variables e integrando 
tendremos definitivamente 


f V | tade, | 1wd+C, 


+(2+C,). 
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No hace falta recordar esta fórmula complicada de la solución 
general de la ecuación del tipo 11, sino quo es necesario asimilar el 
procedimiento de integración. 

TIPO ш. Sea 
в) 


Supongamos que 


Entonces 


La ecuación (3) se escribirá así 
4 
E =f. 
Separando las variables e integrando tendremos, sucesivamente, 
ар $ ар n A 
TOR Y Ji е 
Después de determinar a partir de esta última ecuación la magni- 
tud p = Ž se puede, integrando una vez más, hallar у. 
EJEMPLO 1. Determinar la ley del movimiento de un punto matorial do masa 
m lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial Vos 
Tomemos por eje Ox la recta vertical {222 өз la trayectoria del punto en 
movimiento y su dirección positiva la establecemos bacia arriba. Como origen 
de las coordenadas O tomemos la posición inicial do nuestro punto material. 
Si so desprecia la resistencia del airo, la única fuerza que se aplica a nuestro 
punto es la fuerza de la gravedad numéricamente igual a mg y dirigida vortical- 


mento hacía abajo. Según la ley de Newton, tenemos la siguiente ecuación difo- 
rencial de movimiento: 


о sea, 
 ] 


5) 


obtendremos, mediante la ecuación (4), 


а а ж A 


Integrando, tendremos 
с, – в. 


20-0102 
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Tomando shora t = 0 y utilizando la segunda condición (5), hallamos Сү = vp 
De aquí, 
= 1, gt (6) 
о sea, 


жези 


Integrando una vez más, tendremos 


CH wt — 


Para determinar la constante C, notemos que, en virtud de la primera condición 
(9), z = O para £ = 0, Sustituyéndo esto valor en nuestra última ecuación obten- 
remos C, = 0. Por consiguiente 


rente. а 


Esta es la ley de movimiento de un punto material lanzado verticalmente bacia 
arriba con una velocidad inicial », (sin tener en cuenta la resistencia del aire). 
En particular, en el punto más elevado debe ser о = 0. De donde, a partir 


de la ecuación (б), doterminamos el tiempo de elevación 7 == > y de la ecuación 
(7), la altura de elevación correspondiente H == 
EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 
и = уз. 


Tomamos aquí y" = р, de donde 
E жи ж ш A 

y де dy 

Sustituyendo en la ecuación diferencial obtendremos 


р 4 
ear 
Separando las variables e integrando, tendremos, sucesivamente 
уз EL 
pdp=y dy у ч re E 
De aquí, 
5 р=+ УС (C>) 
y, por consiguiente, 
de „у VA 
dz Г] ы 
Esta es una ecuación de primer orden. Separando las variables, tenemos 


VC 
Multiplicando ambos miembros por Су, obtendremos 
A с,4. 


vas 
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Después de integrar, tendremos 


[er 


Calculemos la integral del primer miembro de la ecuación. Notando que 


= (Cir+Cp). 


1 
Cy dy = Få (Ca —1) 
tendremos, sucesivamente, 


(Суду 1 а (Спи —1) 
rara) увя 


Vey— w— 
1 
p (Су? 1) 
= | emina- EA Y A. 
+ 


De oste modo, hallamos VZy7—= T = (Сут + Су) o, finalmente, 
C? —1 = (Саг). 


solución de la ecuación 2y'y” = 1, que satisface las 
0, y’ = 1 para z = 1. 


EJEMPLO 3. Hallar 
condiciones iniciales: y 
Tomando 


pra 099, tenemos, 2р “2. 


Separando aquí las variables obtendremos 
2p dp = dz, 
P=r+ ê. 


Para determinar la constante C, utilizamos las condiciones inicialos p = 
== у/ чш 1 para z= 1. Tonemos 


1=1 +C; 
de donde Су = 0 y, por consiguiente, 
P 


о, después de la integración, 


Extrayeado la raíz obtendremos 
4 үз 
p=-jr = У 


delante de la raiz está escrito el signo «+», porque para х = 4 se debo tenor 
p æt. 
Separando las variables e integrando, hallamos 
y=| Уа F erte, 


Para determinar la constante C, tomamos z = 1 e y = 


; en este caso, 0 = 


= = + Ca es decir, С, = — =. De este modo, la solución buscada es 
3 3 
2 enn. 


29% 
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$ 9. Casos de reducción del orden 


Indícaremos dos casos cuando una ecuación diferencial de segundo 
orden 
у= 102, у y) (1) 
se reduce a una ecuación diferencial de primer orden. 
caso 1 Sea una ecuación diferencial (1) cuyo segundo miembro 
no contiene г, es decir, la ecuación de forma 


=). y) 2 


Tomando aquí 


obtendremos una ecuación diferencial de primer orden 
а 
рф = 10. р), 


donde y desempeña el papel de la variable independiente. 
caso 2 Sea una ecuación diferencial (1) cuyo segundo miembro 
no contiene y, es decir, la ecuación es de forma 


s= fia y). (3) 
Tomando 


v=p е у= 
obtendremos la ecuación de primer orden 
de _ 
тар = !(% р), 


donde p es la función incógnita. 
Notemos que los tipos 1 y III examinados más arriba ($ 8) son ros- 
pectivamente casos particulares de las ecuaciones (2) y (3). 


EJEMPLO $. Resolver la ecuación 


E ad 
[ika г) “ 


Según el caso 1, tomamos у = p ey” = p © Entonces, la ecuación (4) 
adopta la forma 


E AR A 
A N 
De aquí 1) p=0, es decir, y=C; о De decir, 2-9 


ар= шу +С. 
Elevando a potencia, tendremos 


4; 
e 


$ 9. Casos de reducción del orden 453 


y, por consiguiente, 
dy 
LY C, dz. 
y 


Después de la integración, obtenemos 
Iny=C,r+InC, 
y, en consecuencia, 
y = Си, 
donde С, у С, son constantes arbitrarias. 
EJEMPLO 2. Hallar la solución de la ecuación 


ay = —y 6) 
que satisface las condiciones iniciales: у = + ey = 1 рага 2 = 1. 
Еп la ecuación (5) tomamos у = реу” = $2. En oste caso, 
Lap, 
o sen, 


La ecuación obtenida es homogénea *), por eso tomamos г. = и у, рог consi- 


guiente, 


de donde 


Integrando, obtendremos, 
їп (и —4) = 2z + С, 
y. por consiguiente, 


С, 
y rt. 


Para determinar la constante C, utilizamos las condiciones iniciales: p = y' = 
= 4 para z = 1. Obtenomos 1 = 1 + Су, es decir, C, = 0, de este modo 


De aquí obtenemos 


y 
@ 


1) La ecuación (6) puede ser considerada también como иза ecuación lineal. 
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Determinamos la constante €, а partir de las condiciones iniciales. Considerando 
que ==4 e y =- en la fórmula (7), obtenemos 4 = + {- Ca ез деси, 
С, = 0. Por consiguiente, la solución particular buscada ез 

= 3 


z 


$ 10. Noción sobre la integración 
de ecuaciones diferenciales con ayuda de series 
de potencias 


Para simplificar, expondremos este método en el ejemplo de una 
ecuación diferencial de primer orden 


у=] 6. 0). Yi) Yo (0 


donde la función / (z, y) es una [unción infinitamente derivable, 
es decir, tiene derivadas de todos los órdenes 
Buscaremos la solución del problema (1) en forma de una serio 


de Taylor ($ 14 del cap. XXI) 
E + (2 л) H a e) 


donde, para abreviar, se toma 
и" = y (2) (Mt, % 


EL término independiente yo de la serio (2) se determina a partir 
de las condiciones iniciales (1). El coeficiente y, se halla mediante 
la ecuación diferencial (1) 


Ya = Í (Los Yo) 


Para hallar el coeficiente у; hace falta derivar la ecuación (1) 
respecto а z, suponiendo que y es función de z. Tenemos 


=з (а, y 


de donde, 
ШТ: 
к= {06 nm) Ls > 
ун 
etc. El problema de la convergencia de la serie (2) lo dejamos sin 
examinar. 


Este método es también aplicable con cambios evidentes a las 
ecuaciones de segundo orden 


у= (0,0,0), у (0) = у» Y бо) = Ye @ 

EJEMPLO. Hallar con ayuda de series de potencias la solución de la ecuación 
diferencial. 

at, 00) = 4 @. 


y 
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Tomamos 
O ТОП 
уе а st... © 
De las condiciones (4), tenemos 
м1, y=0i+B=4 


Dorivando el segundo miembro do la ecuación (4) como una función com- 
puesta obtendremos 


у= (y + ay’) + 2; w 


de donde yz = (1 + 0) + 2-1-4 = 3. 
Luego, derivando la ecuación (6), tendremos 
y = @/ + 24042494 yu) 
y, por consiguiente, 
"= (2 + 0) + 2-0 4-1-3) = 10, eto. 
De este modo, a partir de ta (5), nos queda 
3 5 
a a aT m 
Los resultados de estos cálculos pueden ser agrupados en la tabla siguiente; 


o 


refe 


$ 11. Propiedades generales de las soluciones 
de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
de segundo orden 


Examinemos una ecuación diferencial lineal homogénea do 
segundo orden 


0,3 


ЛЕЛЕ 


Y + p()y +9) у = 0, a) 
cuyos coeficientes p (z) y q (z) son continuos. 
Sean 
у= Ш (0) е ya = уз (т) 
soluciones particulares de la ecuación (1) 1). 
DEFINICION. Dos soluciones y, e ya se llaman linealmente depen- 


dientes sise pueden elegir números constantes a, y a, simultáneamente 
distintos de cero, tales que una combinación lineal de estas funciones sea 


1) La palabra «particularos» se entiende aquí еп el sentido de que estas 
soluciones no contienen constantes arbitrarias. 
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idénticamente igual a cero, es decir, si 
айл + азу = 0. e) 


En caso contrario, cuando es imposible elegir tales múmeros, se 
dice que Jas soluciones y, e yz son linealmente independientes. En 
otras palabras, si las funciones y, e y, son linealmente independientes 
y tiene lugar Ча identidad (2), entonces a, = а, = 0. 

Es evidente que las soluciones y, e у, serán linealmente dependien- 
tes si y sólo si, son mutuamente proporcionales, es decir, si 


Ya = ay; @) 


(o viceversa), donde а ез un coeficiente de proporcionalidad cons- 
tante. 

Efectivamente, si la condición (3) se cumple, se puedo es- 
cribir 


ау + аша = 0, 


donde a, = a y а, = —1 + 0 y, por consiguiente, estas soluciones 
son lincalmente dependientes. 

Por el contrario, si las soluciones y, е y, son linealmente depen- 
dientes tiene lugar la identidad 


ауу + ашу = 0, 


donde por lo menos una de las constantes a, б ау es distinta de сего. 
Suponiendo, por ejemplo, que а, 0 y а = —ay/a, obtendremos 
Ya = ай. 

La noción de dependencia lineal es también aplicable a todo par 
de funciones. Se definen análogamente la dependencia y la inde- 
pendencia lineal de varias funciones. 


p, „ЕМУ. Las funciones eh y eh son linealmente independientes para 
A kr 
* 7 En efecto admitamos que existo la relación 

aht + ае ка 0, 


donde por lo menos uno de los coeficientes a, ó az, por ejemplo аз, es distinto 
de cero. En este caso obtendremos la identidad 


¿Ar _ 51 
az 


lo que es imposible porque el primer miembro de esta igualdad varía con lo 
Varlación de ту mientras que su sogundo miembro es constante. 


Conociendo dos soluciones particulares linealmente independien: 
tes y, e ya de la ecuación (1) ез fácil obtener Ja solución general de 
esta ecuación. Se puede enunciar el teorema siguiente. 

TEOREMA Si y, e y, son soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
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orden, (1), entonces la solución general de esta ecuación será una com- 
binación lineal de estas soluciones particulares, es decir, la solución 
general de la ecuación (1) es de la forma 


y = Сил + Сш (4) 
donde C, y C, son constantes arbitrarias (—оо < Сү < +00, —00 < 
<C< +оо). 

pemosTracion En efecto, puesto que y, е y, son soluciones de la 
ecuación (1), tenemos 


Ж + р (х) и + 9 (2) у = 0 (5) 


у + p (х) y, + 9 (0) ya == 0. (6) 
Sustituyendo la expresión (4) en el primer miembro de la 

ecuación (1) obtenemos, en virtud de las identidades (5) y (6) 

(Су, + Caya)" + р (2) (Си, + Сау) + 9 (2) (Сил + Coya) = 
= Сид + Сай + р (х) Сш, + р (2) Сау, + g (2) Cup + 
+ a (2) Caya = С, lyi + p (2) y; + аб) yl + 
+ Ca ly; + p (2) ya + g (2) yal = 

=C,0+C,0=0. 


y 


De donde se deduce que la función 
y = Сил + Coya (7) 


será solución de la ecuación (1), cualquiera que sea la elección de 
las constantes С, y Ca. 

Si las soluciones y, 0 уз son linealmente independientes, la igual- 
dad-(7) será la solución general de Ја ecuación diferencial (1) porque 
ella contiene dos constantes arbitrarias C, y Ca las cuales no pueden, 
on este caso, ser reducidas a una sola, es decir, éstas son indepen- 
dientes. 

So puede demostrar que la fórmula (7) da todas las soluciones de 
la ecuación diferencia) lineal correspondiente (1). 

OBSERVACIÓN. Si las soluciones particulares y, e y, son lineal- 
mente dependientes, la solución (4) no será general. En efecto, su- 
pongamos que y, e y, son linealmente dependientes, es decir, que 
existe Ја relación уз = ау, donde а es una constante. Sustituyendo 
ya en la expresión (4) tendremos 


y = Сиһ + Cay 


y = Су, @) 


donde C = С, + aC,. Esta solución contiene sólo una constante 
arbitraria C y por eso no puede ser general. 


o 
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Entonces, para hallar la solución general de la ecuación (1) es 
suficiente conocer dos soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes y, e yz de esta ecuación. 


$ 12. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
de segundo orden con coeficientes constantes 


Sea dada una ecuación diferencial lineal homogénea 
Y+py+qu=0 (0) 
cuyos cocficientes р y q son constantes. 
Buscaremos una solución particular Че la ecuación (1) de la 
forma 
y=e, (2) 
donde k es un número constante a determinar, De la (2) deducimos 
y Ek е y =ke 
Snstiluyendo y, y”, у” en la ecuación (1) obtendremos 
дад 4 ph + ge = 0 
о, simplificando por el factor по nulo е^“, hallamos 
K4pk+q=0. (3) 
La ecuación cuadrática (3) a partir de la cual so determina el 
número k se llama ecuación característica de la ecuación diferencial 
lineal do segundo orden con coeficientes constantes (1) dada. Notemos 
que para escribir la ecuación característica (3) es suficiente reempla- 
zar en la ecuación diferencial (1) las derivadas y”, y” y la función y 
por las potencias correspondientes de Æ considerando en este caso 


la función y como una derivada de orden cero. 
Resolviendo la ecuación característica (3) obtendremos 


һа љу Eg. Чч) 
Aquí pueden presentarse {гез casos distintos. 
caso 1. Si 
20—420. (5) 


en virtud de la fórmula (4), la ecuación característica (3) tiene dos 
raíces reales y distintas Ку y ką. Por consiguiente, la ecuación lineal 
(1) admite dos soluciones particulares distintas 

n= e у. = еня, 


Puesto que k, +k, estas soluciones, como hemos visto, (ejemplo 1 
del $ 11) son linealmente independientes. Por consiguiente, la solu- 
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ción general para el caso 1 es la siguiente 
= Cht y Car, (6) 


TJEMPLO 1. Sea 


—8y=0. Mm 
Resolviendo la ecuación característica 
м—2%—8=0 
hallamos sus raíces 
ki=4, ki=-—2 
La solución general de la ecuación (7) es de la forma 


y = Сү + Сез, 


caso 1 Si 


F-9=0, (8) 


en virtud de la fórmula (4), la ecuación característica 
sola raíz 


3) tiene una 


kh, = 6 = — + A 
Esta raíz so denomina múltiple. Por eso una solución partienlar de 
la ecuación (1) sorá 


n=. 


Toda otra solución particular yz, linealmente independiento de 
йл, será necesariamente de la forma 


Ya = 1'2 (а), (9) 


donde 2 = 2 (х) es una función de т no idénticamente constante. 
De aquí, 


Derivando, hallamos 


n= Fr Pobla (r 41) 


-$ 
n=e"(7 —$) = 

т. t р? 
(e = pr +43). 
Sustituyendo ya, уз, y} en la ecuación (1) obtendremos después 


-Px 
de la simplificación рог el factor común е * 
2-р a +01 — + g= 0, 
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о 
2+ (0-9) = 
Por fin según la condición (8) tendremos 
r=0 
De donde 


y 2=а |, 


donde а у 0 son constantes arbitrarias. 
Por consiguiente 


„е 
Ya = (ат + bje ?. (10) 


Puesto que nos interesa solamente la solución particular, зе 
puede tomar а = 1 y b= 0. Entonces, 


E 
Ya = хе ?. 


De este modo, la solución general de Ја ecuación (1) en al caso 11 
sorá 


rad üsta an 


Notemos que en realidad la fórmula (10) ha dado ya esta solución 
general, porque toda solución de la ecuación (1) puede ser presentada 
en la forma (10). 


EJEMPLO 2. Sea у” — бу' + 9y 
Resolviendo ln ocación caracteristica 4% — 6k + 9 = 0, hallamos la тїї 
ЖН ke a == 3 + ИЎ — 9 = 3. Por consiguiento, la solución general sò 


y = ё* (с, + Сы). 


слзо ш Si 
2—40, 


según la fórmula (4), la ecuación característica (3) tiene dos raíces 
complejas conjugadas 


k.=0a+B y k, =a — В, 


donde а= — Ly В-ро E 
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En este caso, las soluciones particulares y, e y, de la ecuación (1) 
serán las siguientes: 


669 e рабар, (12) 

De aquí, la solución general de la ecuación (1) puede ser escrita 
formalmente así: 

у= Сув 4 Сува, 
о Ыеп, 
у= ез (бүе'б= + С,е— 9), (13) 

donde С, у С, son constantes complejas elegidas de tal modo que 
la expresión (13) sea real. 

En la expresión (13) so pueden eliminar las magnitudes imagina- 


rias. De acuerdo con las fórmulas de Euler ($ 16 del cap. XXI) tene- 
mos 


ебх = cosBz- ison pz у  ertóx=cospx— isen Pz 
De aquí, 
y =e% (С, + б) cos pz + i (C, — С,) sen Bz). 


Tomando 


e б,—бу=с„ 
obtendremos defini 


у= e% (C, cos fa-+ С, sen Bz), (14) 


donde С, у C, son números reales constantes arbitrarios (debido a 
que las constantes С, y Č, son arbitrarias). Esto es efectivamente la 
solución general bajo forma real de la ecuación (1) para el caso Ш, 

En particular, si en la ecuación característica (3) tenemos р = 0 
y а = В, las raíces kıs = +1 son números imaginarios puros 
(а = 0) y la solución general de la ecuación diferencial correspon- 


diente 
y +8y=0 
1) Por derivada de una función compleja 


һе) + ifa (2) 


de una variable real z, donde /, (z) y fa (2) son funciones reales de z e t es la 
unidad imaginaria, se entiende, por definición, la expresión 


Cfa (2) + ifa G = 4 (2) + ih (а). 


Utilizando la fórmula (4) del $ 16 del cap. XXI ез fácil verificar que si 
k = a + ip, entonces (екх)? = kek*. Por consiguiente, las funciones y, е y; 
así como toda combinación lineal de ellas satisfacen nuestra ecuación dife 
rencial, 
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será obtenida de la forma 
y = С, cos Br + С, sen fr. a5 


onsenvación Para las aplicaciones se utiliza a veces otro tipo 
de la fórmula (14). Precisamente, tomando 


©; ж Amo y буйду (16) 
dondo А y p son nuevas constantes arbitrarias (А > 0), tendremos 
y = Ае sen (Ba + 4). (17) 

De la (16) obtenemos 
AVEO. e= 


с“ 
Si la variable z se interpreta сото el tiempo, entonces desde el 
punto de vista físico la función (17) describe un proceso oscilatorio 
cuya amplitud decrece cuando a < 0 y erece indefinidamente cuando 
2>0. 
EJEMPLO 3 Sea dada la ecuación 
y —6y + 13y = 
Resolviendo la ecuación característica K? — б + 13 == 0, obtenemos las 
raíces complejas kys = 3 + 21. Aquí а = 3, В = 2 Por consiguiente, en 


г 


— AAA 


Fig. 232 


virtud de la fórmula (14) la solución general se escribirá así 
y = ёз (C, cos 22 + Ca sen 22). 


EJEMPLO 4. Un punto material de masa m св atraído por un centro fijo 0 
con una fuerza proporcional а la distancia z del punto al centro de atracción 
(fuerza elástica) (fig. 232). Hallar la ley de movimiento de este punto (despré- 
ciando la resistencia del medio). 

Según la ley de Newton, tenemos 


dis 


m = к 


donde k es el coeficiente de proporcionalidad у el «—» indica que el signo de la 
fuerza aplicada al punto es opuesto al de su desplazamiento z. De aquí, 


PE butz=0, donde ey E. 


Acabamos de obtener una ecuación lineal de segundo orden con coeficientes 
constantes. Las raíces de la ecuación característica correspondiente 


й) 
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son imaginarias puras: k, = +wt, Por eso, en virtud de la fórmula (14) (a = 0, 
В = ©) tenemos 
= = Сү соз wt + С. sen wt. 
Se puede tomar C, = А sen q, С, = A cos q, donde А y Фф son otras cons- 
tantes arbitrarias. De aquí 
z = А sen (ot + Ф), 


es decir, el punto material efectúa en nuestras condiciones oscilaciones armónicas 
periódicas alrededor del centro de atracción con una amplitud A y fase tnlctal Ф. 


$ 13. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 
de segundo orden con coeficientes constantes 


Examinemos una ecuación diferencial lineal no homogénea de 


segundo orden 
y + ур' + ту = f (2), (1) 


donde p y 4 son números constantes dados y / (z) (el segundo miembro 
de la ecuación) es una función conocida de =. Tiene lugar el teorema 
siguiente. 

TEOREMA. La solución general de la ecuación no homogénea (1) es 
igual a la suma de la solución general de la ecuación homogénea corres- 


pondiente Б к 
9р0 +40 = 0 (2) 


más una solución particular de la ecuación no homogénea (1). 
DEMOSTRACION Soa 


ӯ = Сул + Coya (3) 
la solución general de la ecuación sin segundo miembro (2) y sea z 
una solución partienlar de la ecuación correspondiente con el segundo 
miembro (1). Es evidente que tenemos 

g +p +99 =0 у 2 +p +g = ] (0). 
Sumando miembro a miembro estas ecuaciones y teniendo en cuenta 
que la derivada de una suma es igual a la suma de derivadas, obten- 
dremos 
G+) +р(9 + 2) +900 + 2) = f (0). 
Está claro aquí que la función 
y=i+2 6) 

será solución de la ecuación (1) y que esta solución será general 
porque, según la fórmula (3), ella contiene dos constantes arbitra- 
rias independientes С, y С, 


Como sabemos hallar la solución general ў de la ecuación lineal 
homogénea de coeficientes constantes, nos queda solamente indicar 
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un procedimiento para hallar una solución particular z de la ecuación 
по homogénea correspondiente (1), donde р y q son constantes. 

Durante el examen de este último problema nos limitamos a 
estudiar los segundos miembros f (z) más simples, En este caso, para 
hallar una solución particular de Ја ecuación (1) se aplica general- 
mente el método de coeficientes indeterminados. 

caso т El segundo miembro de la ecuación (1) es una función 
exponencial 


16) = ает (а 40). 
Buscamos la solución particular z también bajo la forma de una 
función exponencial 
z= Ar, 6) 
donde A es un coeficiente indeterminado. De aquí, 
z =Ame" y 7 = Ame. 


Sustituyendo con f (z) y las expresiones de z y de sus derivadas en 
la ecuación (1), tendremos, después de simplificar рог е", 


А (m? + pm +9) = a. (6) 


Son posibles dos casos: 1) m no es una raíz de la ecuación caracte- 
rística, es decir, 


т? + рт + 9 #0. 
а ЕР 
Entonces, A= -rpa Y, Рог consiguiente, 
ает 
mF pmFg ' 
2) el número m es raíz de la ccuación característica, es decir, 
т? + рт + 4 = 0. @ 


z 


En este caso la ecuación (б) es contradictoria y, por consiguiente, la 
ecuación diferencial (1) no tiene solución particular de la forma (5). 

En este caso: a) si m es una raíz simple de la ecuación caracterís- 
tica (es decir, la otra raíz de esta ecuación es distinta de m), la 
solución particular (1) debe ser tomada de forma 


2 == Ате" 


y, b) ві т es una raíz múltiple de la ecuación característica, la solu- 
ción particular de la ecuación (1) debe buscarse de la forma 


2 == Ager”. 


Esta recomendación puede ser verificada directamente. 


$ 13. Ecuaciones de 2 do orden no homogéneas 465 


EJEMPLO 1. Sea dada la ecuación y” — 5y' + бу = ех, 
Resolvamos primero la ecuación sin segundo miembro 
0—57 + =o. 


¡ón característica es aquí de la forma д? — 5k + 6 = 0. Sus raíces son 


Я = 2 Por consiguiente, la solución general de la ecuación sin segundo 
зегі 


у= Си + Сх. 


Puesto que т = 1 по es raíz de la ecuación característica, buscamos una solución 
particular de la ecuación con el segundo miembro bajo la forma siguiento 


1=40, 
donde A es un coeficiente indeterminado. Derivando tendromos 
1 = Де, ds, 


Introduciendo estas expresiones en nuestra ecuación по homogénea ob- 
tendremos 


Аек — 5A + 6AF = osa, 24=1. 
Do aquí, А = Ż. Entonces, una solución particular de la ecuación соп ol 
segundo miembro өз 
he, 

En virtud del teorema precedente, la solución general do esta ecuación 

tione la forma siguiente 
y = С + сё + qe 

caso п. El segundo miembro de la ecuación no homogénea (1) 

es un polinomio trigonométrico 
Í (z) = М cos шл + N sen wz. (8) 


Buscamos una solución particular z de esta ecuación bajo forma 
de un polinomio trigonométrico 


2 = А соз өх + B sen oz, 

donde A y B son coeficientes indeterminados. 
Derivando obtendremos 
2' = —Ao sen ох + Во cos or у 
z = —A0'* соз oz — Во? sen ог. 

De aquí, sustituyendo estas expresiones en la ecuación (1) y agru- 
pando los términos que tienen соз wz y sen ох, tendremos 
(—А в? + Bpo + Ад) соз oz + (Ва? — Apo + Bq) sen or = 


= M cos oz + М sen wz, 
30-0102 
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Puesto que la última igualdad es una identidad, los coeficientes 
de cos от y sen ex, que figuran en los primero y segundo miembros 
de esta igualdad, deben ser iguales entre sí y obtendremos 

A(q—0)+Bpo=M, —Арә + В (9 — ө?) = №. (9) 
A partir de este sistema podemos en general calcular los coeficientes 
A y B. El único caso en que el sistema (9) resulta incompatible, es 
cuando 

p=0 q=% 

(es decir, cuando +iw son raíces de la ecuación característica). En- 
tonces, la solución particular z debe ser buscada en la siguiente 
forma 
2 == т (А cos өт + В sen wz). 


EJEMPLO 2. Soa la ecuación 


y — 4у + áy = соз z. KO 
La ecuación homogénea correspondiente será 
у — 407 4 ду = 0. ч) 


Resolviendo la ecuación característica k? — ák +4 == 0, hallamos la raíz 
жии» kıa = 2 + ИА — 4 = 2. Por consiguiente, la solución genoral de la 
ecuación homogénea (11) es 
у= е (С, + Cox). 
Buscaremos una solución particular de la ecuación (10) de la forma: 
z= А cos z + В зер г, 


donde A y B son coeficientes indeterminados. 
Derivando, obtendremos 
Y = —A sen z + Bcosz, 27 = —A cos z — B sen z. 
Sustituyendo z, z' y z” en la ecuación (10), tendremos 
—A cos z — B зеп z + 4A sen z — АВ сов z + 4A cos z + АВ зев z = cos z. 
Igualando los coeficientes de cos z y de sen z en el primer miembro у en el 
segundo, obtendremos el sistema 
ЗА] — 4B = 4, 44 + 38 = 0. 
Resolviendo estas ecuaciones conjuntamente hallamos А = ps fp 5 у, 
por consiguiento, 
=} cos 23 sen z. 
De aquí, la solución general de la ecuación (10) resulta 
у= е (Cr+, соз z— sens. 


EJEMPLO 3. Estudiar las oscilaciones de un punto material de masa m 
sometido a la acción de una fuerza elástica cuya magnitud es proporcional а la 
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desviación z del punto respecto a la posición de equilibrio, en presencia de una 
fuerza. perturbadora periódica Igual a 


F = F sen pt 


son constantes). La resistencia del medio se desprecia. 
ш la loy de Newton la ecuación diferencial de pr AA punto es 


¡guiente (fig. 233) 


die 
тб = krt Fosen pt 
(k es el coeficiente de proporcionalidad), o 
> 
Зн алга sen pt, (12) 


donde a / Ey a Lo. La solución general de la ecuación homogénea 


Go o, 


сото se sabe (véase el ejemplo 5 del $ 10) tiene la forma (oscilaciones libres de 
un punto) a 
т == C, cos wt + С, sen ot, (13) 


donde О, y С» son constantes arbitrarias, 


uscar la solución particular а de la ecuación homogénea (12) se deben 
distinguir dos casos. 


М 


A 


Fig. 233 


CASO 1. Sen р # w, os decir, la frecuencia de la fuerza exterior no coincido 
con la de las oscilaciones libros (13). 
Tomamos 
z= А cos pt + В son pt, (14) 


ondo A у В son coeficientes indeterminados. 
Sustituyendo la expresión (14) en la ecuación (12) tendremos 


—Ар? cos pt — Bp? son pt + а (А cos pt + B son рї) = a son pt, 


о 
А (0? — р?) cos pt + B (0? — р?) sen pt ="a sen pt, 
De aquí, 
А (02 — р?) = 0, В (е? — р) = а 
у, рог consiguiente, 
A=0, B= 


De este modo, 


a. 
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La solución general de la ecuación no homogénea (12) (oscilaciones forzadas del 
punto) se da por la fórmula 
a 


Су cos wt-+ Сз sen ot + 


кити (15) 
Y, Eopresenta una superposición de dos oscilaciones con frecuencias © y р, siendo 
las amplitudes de estas oscilaciones limitadas. 

САЗО 2. Sea p = ө, es decir, la frecuencia de la fuerza exterior coincide con 
la de oscilaciones libres (13). 


Y 


Fig. 234 


Es evidente que en esto caso la fórmula (15) pierde su sentido. Tomamos 
z ==! (А cos шг + В sen өм); de donde 


2 = (A cos wt + В зеп wt) + t (Ао sen wt + Во cos wt) 
y 
z” = 2 (Ao sen ot + Во соз wt) + t (—А ш? cos ot — Ва? sen ot). 
Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (12) tendremos 
2 (—Ав son ot + Bo cos wt) — att (А cos wt + В son wt) + 
+ ot (A cos wt + В зеп wt) = a sen wt, 
о зов, 
2 (--А о sen wt + Во соз wt) = а sen wt. 
De aquí, para determinar los coeficientes indeterminados А у B tenemos ol 


sistema 
—240 = а, 280 = 0. 
Por consiguiente 


а 
А=- B= 


esto significa que z = 


(fig. 234). En esto caso las oscilaciones forzadas del punto serán 
ж = C, cos wt + С, son wt — fi cos м. (16) 


La fórmula (16) muestra que la amplitud z de las oscilaciones crece indo- 
fínidamente con el tiempo t. De este modo, en el caso 2 una fuerza exterior de 
valor insignificante provoca oscilaciones ¡limitadas del sistema. Este fenómeno 
se llama resonancia. La resonancia puede tener, como consecuencia física, ua. 
perturbación en el funcionamiento normal y hasta una destrucción de un візіоша 
elástico, Son conocidos, por ejemplo, casos en que los golpoteos rítmicos de un 
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tren cuando éste pasaba por un puente ferroviario provocaron la destrucción de 


este ни. 
‘ASO 3. El segundo miembro de la ecuación lineal (1) es un polinomio del 
segundo grado, por ejemplo, 


1) =ar+or+e (a% 0). (17) 


Buscamos una solución particular z de esta ecuación también bajo 
la forma de un polinomio de segundo grado 


z= Ar + Bz +C, 
donde A, B y C son coeficientes indeterminados. 
Derivando, tendremos 
т =?Ат+В y 7 = 24. 
De aquí, sustituyendo z, z' y z” en la ecuación (1), obtendremos 
2А + р (2Ах + B) + q (A2? + Bz + C) mar + br + с, 


о sea 
Ада? + (2Ap + Bg) z + (2А + Bp + Сд) = az? + bz + с. 


Puesto que dos polinomios son idénticamente iguales cuando los 
coeficientes de iguales potencias de la variable z son iguales, tene- 
mos el sistema 


Aq=a, 24р 4+ Ва =, 2А+Вр+Сф=с, (18) 


para determinar los coeficientes A, B у С. 

Si q +0, este sistema permite obtener рага los coeficientes 
A, B y C valores numéricamente determinados. De este modo, una 
solución particular z será perfectamente determinada. 

Pero si q =0 (la ecuación acterística tiene una raíz simple 
nula), el sistema (18) es incompatible. En este caso, tomando p 52 0, 
se debe buscar una solución particular z de forma 


z = z (Ar? + Bz + С). 


Es necesario operar análogamente si f (z) ез un polinomio de 
otro grado cualquiera. 


EJEMPLO 4. Sea la ocuación y” — 4y” + 13y = 22 + 1. 
La ecuación sin segundo miembro será 


y — dy + 13у = 0. 
La ecuación característica es la siguiente: а — ák + 13 = 0, sus raíces son 
kıa = 2 + 31. La solución general de la ecuación homogénea se escribe así: 
у = e%x {Сү соз З= + С, sen 3x). 


formt? Solución particular de la ecuación no homogénea se busca en la siguiente 
forma: 
2= А:+ В. 
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De aquí, 2 = А y 2" = 0. Sustituyendo estas expresiones en 1а ecua- 
ción no homogénea, obtendremos 


—44 +13 (Ax + B) = 22 + 1 
Igualando los coeficientes de iguales potencias de x en el primer miembro y en 
segundo de lo última identidad, tendremos 
134 = 2; —44 + 138 =1. 
Resolviendo este sistema do ecuaciones obtendremos А = 7,8 = үр. Por 
consiguiente, una solución particular de la ecuación no homogénea es 


21 
hi: 
Por eso su solución general posee la forma 


2 2 
y == е (C, cos 3x4 С, зеп 32) +3 2+ igge 


Las constantes arbitrarias de la solución general pueden ser doterminadas 
a partir de las condiciones iniciales. 
EJEMPLO 5. Hallar la solución y = y (z) de la covación 


¿a 2 ao 
tal, que fs 
y(0)=-2, y (0) = 1. (20) 
Escribamos la ecuación (19) en la forma estándar 
payaa Qs 


La ecuación homogénea es aquí la siguiente: 
Y 79 = 0. 
La ecuación característica k? — 1 = 0 tiono las raíces Ау = 1 у kg = —1. Por 
consiguiente, la solución general de la ecuación homogénea es 
у= Сү“ С, 


do de Су у Ga зор constantes. 
Para hallar una solución particular z de la ecuación no homogénea (24) 
tomamos 
z= А 4 Bz + С. 
Sustituyendo esta función en la ecuación (2t), tendremos 
2A — (А21 + Bz + C) = 12. 


Do aquí, 
=1, 2А—С=0; 
por consiguiente, A = —1, B=0, C = —2 y z= ——2. 
La solución general de la ecuación no homogénea (19) es de la forma 
y=y+z 
o 
Cret + Cae — 08 + 2). ea 


Derivando, hallamos 


Ci — Са" — 22. es) 
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Considerando que z = 0 en las fórmulas (22) y (23) y utilizando las condiciones 
iniciales (20) obtenemos, para determinar las constantes С, y Ca, ol sistema 


C+C=0, (,—C=1 


De aquí, G= p С, = —-у. 
Sustituyendo estos valores en la fórmula (22) obtenemos la solución buscada 


ПЕЕ — (0 2), es decir у = sh z — (+2). 


$ 14. Noción sobre las ecuaciones diferenciales 
que contienen derivadas parciales 


Supongamos que u es una función que describe cierto proceso 
físico. Todo proceso se desarrolla en un tiempo t y en un espacio 
cuyos puntos pueden ser caracterizados por las coordenadas carte- 
Sianas rectangulares (т, y, 2). Por eso, en el caso goneral и es una 
función de cuatro variables: u = u (z, y, z, 1) Y. Derivando la 
función ш obtendremos las derivadas parciales 9°, 95, eto. Para 
un fenómeno dado estas derivadas están ligadas por relaciones cono- 
cidas y de este modo llegamos a una ecuación diferencial que con- 
tiene derivadas parciales. 


Los matemáticos soviéticos han efectuado una contribución fundamental 
a la teoría de las ecuaciones en derivadas parciales, Es necesario señalar en 
particular los ajos de М. Réldych, М. Lavréntiev, 1. Petrovski, S. Sóbolev, 
A. Tíjonoy y otros. 

Para las aplicaciones físicas son de especial interés las ecuaciones 
diferenciales en las cuales las mayores derivadas parciales sucesivas 
вол de segundo orden (ecuaciones diferenciales de segundo orden). A esta 
categoría portenecen las ecuaciones: de la dinámica de los gases, 
las hidrodinámicas, electromagnéticas (ecuaciones de Maxwell) y 
muchas otras. Por eso, las ecuaciones diforenciales en derivadas 
parciales de segundo orden se llaman ecuaciones de la física matemá- 
tica. 


Indicaromos los tipos más importantes de estas ecuacionos para ol caso de 
dos variables independientes. 
Т. La ecuación ondulatoria unidimensional 


дш abu 
dG 


Esta ecuación se encuentra durante el estudio de una serie de procesos oscilato- 
rios (vibraciones transversales do una cuerda elástica, vibraciones longitudina- 
les de una barra, vibracionos de gas en un tubo, etc.). 


1) En ciertos casos puede uno limitarse al análisis de un plano ode una 
recta; el número de variables independientes de la función u disminuye conco- 
mitantemente. 
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П. Ecuación de conductibilidad térmica (ecuación de Fourier 
ди _ Pu 
өс ve > 


ө, ы el régimen térmico transitorio (no estacionario) de una barra (véase 
e а 
La propagación de oscilaciones eléctricas a lo largo de una línea está tam- 
bién ligada con esta ecuación. 

ИТ, Ecuación de Laplace: 


Esta ecuación describe la distribución estacionaria de la temperatura en wna 
placa homogénea, etc. 

Para resolver ostas ecuaciones en distintas condiciones fueron creados pro- 
cedimientos especiales (llamados «métodos de la física matemática»). 


Para simplificar nos mos a examinar el caso de dos 


variables independientes z, 
u = u (z, y) 


e introducimos las notaciones breves 2£ = us, 2E = uy, 
дх ду Y 


-72 = Чин ete. En este caso, la forma general de la ecuación 


diferencial de segundo orden para una función incógnita и es la 
siguiente: 
F (2, у, и, иҗ, Шу, Ugn Uyy, Шуу) = 0, a) 


donde F es una función conocida. 

Toda función и = Ф (z, y) que transforma la ecuación (1) en 
una identidad, se Пата solución de esta ecuación; la representación 
gráfica de la solución se denomina superficie integral. 

EJEMPLO І: Hallar u = u (zx, y), si 


Pu 
55-0. 2) 
La ecuación (2) puede ser escrita bajo la siguiente forma: 
ð ди 
зу (б) = B 


De donde se deduce que > no depende de y, es decir, es una 
función de la sola variable z. De esto modo, de la (3) resulta 


= 6,02), @ 


dondo С, (2) es una función arbitraria. 
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Integrando la ecuación (4) respecto a la variable y, obtendremos 


u= |] С,(2) dy %. (5) 


о sea 
u = С, (z) y + С, (2), (6) 


donde С, (z) y С, (х) son funciones arbitrarias. Con ayuda de la 
diferenciación es fácil convencerse de que la solución general (6), 
que contiene las funciones arbitrarias C, (z) y Ca (2), da aquí el 
conjunto de todas las soluciones de la ecuación diferencial (2). De 
este modo la solución de la ecuación diferencial (2) es una función 
arbitraria lineal respecto a la variable y. 

Notemos que las soluciones generales de ecuaciones diferenciales 
ordinarias contienen constantes arbitrarias; para las ecuaciónes difé- 
renciales con derivadas parciales sus soluciones de forma general 
incluyen funciones arbitrarias. 

Concretizando las funciones С, (z) y С, (z) en la fórmula (6) ob- 
tendremos soluciones particulares de la ecuación (2). Considerando, 
por ejemplo, C, (z) = sen т, C, (т) = cos z, tendremos una solución 
particular ш = y sen z + cos z, etc. 


i г de la infinidad do soluciones 
de la ecuación diferencial dada la solución única que pueda formular la ley de 
funcionamiento dol proceso físico examinado. En el caso más simple éstas son 
las condiciones llamadas iniciales o de borde, Hablando en términos generales 
las primeras caracterizan el proceso dado en el instante inicial, mientras gue 
las sogundas describen cl comportamiento del fonómeno en la frontora del 
dominio examinado. Las condiciones iniciales y de borde de un problema, se 
llaman condiciones de frontera. 

Si еп la ecuación (1) la varíable y se ¿nterprota como ol tiompo, las condi- 
ciones iniciales más simples para la función incógnita ш son les siguientes 


и (а, уд) = f (0), uy (a yo) = fi (2), m 
donde f (ару da оп funciones dadas. El problema de hallar la función u que 
satisfaga la ecuación diferencial (1) y las condiciones iniciales (7), se llama 


problema de Cauch 
EJEMPLO 2. Hallar la solución u = u (т, y) de la ecuación uyy = 0 que 


satisface las condiciones iniciales siguientes: 


u(n =, шу (5, 0) = к. 
De la fórmula (6), tendremos 
в = Су (а) у + С, (0). цу = Су (а). (8) 


1) En la integral (5) la variable z se supone constante; para cada z fija se 
puedo tomar vu constano arbitraria Ca. Por eso С, = С, (2). 
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Tomando у = 1 en la fórmula (8), obtendremos 
эб ч Сөй + C += o 
de donde C, (z) = z, C¿(2)=x*—2 y, por consiguiente, 


+=. ao) 


La solución u es única, 

Se dice, que un problema fisico descrito por una ecuación diferencial en 
derivadas parcial con condiciones de frontera está planteado correctamente 
si: 1) tiene solución; 2) la solución es única; 3) la solución depende continuamen- 
te de las condiciones de frontera. 

En efecto, antes de resol problema hace falto asegurarse do que ól 
es, en general, resoluble. La historia de las ciencias conoce numerosos ejerplos 
en que los hombres gastaron mucha energía y mucho tiempo en búsqueda de 
soluciones de problemas irresolubles, Así, por ejemplo, durante más de 2000 años 
numerosos matemáticos trataron de resolver el probloma do la «cuadratura del 
círculo», es decir, construir con ayuda de una regla y un compás un cuadra( 
de misma área que un círculo dado. Solamente a fines del siglo ХІХ fue demos- 
trado que este problema era irresoluble, Análogamente, en la química resultaron 
infructuosas las tentativas de hallar la «piedra filosofal» capaz de transformar 
a cuuiquier metal on oro, La resolubilidad de un problema dado la garantiza el 
«tgoroma de existencia de la solución: 

En cuanto a la segunda condición, 
son, como hemos dicho más arriba, de poca utilidad en la práctics 
de la solución está asegurada por el «teorema de la unicidad». 

Por último, sı so altera la tercera condición esto conduce a consecuencias 
indeseables. Desde ol punto de vista práctico es malo, si variaciones infinitesi- 
males de las condiciones iniciales o de borde (en la práctica ellos se conocen de 
un modo aproximado) provocan una variación considerable de la solución del 
probloma en un dominio dado. En esto caso hace falta recurrir al «teorema de la 


suavidad de las soluciones: 
En los últimos tiempos surgió el iotorés por los problemas planteados in- 
correctamente. Resultados fundamentales en este campo han sido obtenidos por 


A. T 


soluciones no uníyocas de un problema 
La univocidad 


$ 15. Ecuaciones diferenciales lineales 
en derivadas parciales 


perinición Una ecuación diferencial se llama lineal (о con mayor 
precisión completamente lineal), si ella es un polinomio entero de primei 
vado respecto a una función incógnita y а sus derivadas y, en particu- 
lar, no contiene sus productos. 
Ре este modo, la forma general de una ecuación diferencial de 
segundo grado es la siguiente: 


A (2, Ии + B (z, у) иш, + С (ж, Y) Uyy + а (z, y) ux + 
+ b(z, y) uy ск, у) и = (а, 00, (0 


donde А (z, y), B (z, y), С (z, y), а (т, y), b (z, y), с (z, y) son coeli: 
cientes Ды y Í (£, А) es el término independiente dado. Si 
1 (a, y) == 0, entonces la ecuación lineal (1) se llama homogénea (sit 
término independiente); en caso contrario, la ecuación (1) se llama 
no homogénea. 
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Introduciendo las notaciones abreviadas 
L lu] = A (т, y) uxx + B (2, Y) шу + C (z, Y) uyy + 
+a (х, у) и. +b (z, y) uy + c (z, у) u 


(equí L es el lamado operador diferencial lineal) se puede escribir la 
ecuación (1) en forma compacta 


L lu] = f (z, y). 1) 
La ecuación diferencial lineal homogénea 
гш =0 2 


posee la propiedad importante siguiente: cualquier combinación 
lineal con coeficientes constantes de las soluciones de una ecuación 
diferencial lineal homogénea, es también una solución de esta ecuación 
compárese con el $ 11). En particular, la suma de cualquier número 

soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea, es también 
solución de esta ecuación (principio de la superposición de soluciones). 

Sin demostración, en forma general, nos limitamos a examinar 
un ejemplo que pone en evidencia la idea de la demostración. Sea 
dada una ecuación homogénea: 


L [и] = uxx — ти, = 0 (3) 
y Uy, из sus soluciones, es decir, 
LluJ]=0, Llu = 0. 
Examinemos, por ejemplo, la función 
и = 2u, — Зи, (4) 
De la (3) deducimos: 
L u) == (Qu, З) = р (Qu, — Gu) = 


ази дзь дш, 


=2 (5ш a) 3 (Li La) = 2L 1u,1—3L (u,)=0. 


De este modo, u es una“solución de la ecuación (3). 


$ 16, Deducción de la ecuación 
de la conductibilidad térmica 


Examinemos una barra!) homogénea de sección transversal 
constante S y longitud Z, térmicamente aislada desde los costados, 
y tomemos su eje por el eje Oz (fig. 235). Designemos por и = u (z, t) 


з) En mocánica se entiende por barra todo cuerpo de una sola dimensión 
lineal predominante. Por ejemplo, un cohete puedo ser considerado como una 
barra de sección variable. 
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(0<z<1, 0<!1< +00) la temperatura de la barra en la sección 
de abscisa z en el instante de tiempo t !). 

Sean p = const, la densidad de la barra, с = const, su calor 
específico, К = const, el coeficiente de conductibilidad térmica, 
Ф (z, £) la intensidad de una fuente de calor que se encuentra en la 
sección т en el instante 2 respecto a la unidad de masa y a la unidad 
de tiempo?), (por ejemplo, los aparatos que funcionan en una nave 


Fig. 235 


cósmica pueden ser considerados como fuente de calor). Según la 
ley de Fourier la cantidad de calor que pasa por la sección 5 de 
abscisa т en el sentido del eje Ox durante un intervalo de tiempo in: 
finitamente pequeño dt, es igual a 


а40„= =k ES dt, ч) 
donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica (25 es aquí el 


gradiente de temperatura u) . El signo “—” en la fórmula (1) 


se explica por el hecho de que para -+> 0, es decir, cuando la 


temperatura и aumenta junto con z, el flujo de calor está dirigido 
en el sentído opuesto, y viceversa. 

Compongamos el balance térmico para un elemento AV de la 
barra, encerrado entre dos secciones I y II infinitamente cercanas 
de abscisas respectivas т y z + dx. Supongamos, para mayor deter- 
minación, que la temperatura u de la barra se eleva en el sentido del 
eje Oz. En este caso, el calor sale (—) por la sección 1 y entra (+) 
en la sección H. Sea 40 la cantidad de calor acumulada por el ele- 
mento AV durante el intervalo de tiempo dt. 

Teniendo en cuenta el hecho de que la cantidad de calor produ: 
cida durante el tiempo dt por fuentes térmicas que se encuentran en 
el elemento AV es igual a 


® (z, 1)-pS т-а (2) 


1) Se supone gue la temperatura es la misma en todos los puntos de la sec- 
ción transversal de la barra. 

3) Es decir, la cantidad de calor producido por esta fuente de calor en-la. 
unidad de tiempo por unidad de masa. 
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y, utilizando la fórmula (1), tendremos 
а0= kE] 5-05) AS dt+pSD (a, ай. (3) 
Aplicando la fórmula ($ 5 del cap. XII) 


į (ж + dx) = f (z) + Р (2) dz, (4) 
obtendremos con exactitud de тга infinitésimos de orden superior 
ә ә" 
Elan ltal 6) 
Por eso, la fórmula a жатан la forma 
dQ=k LE S dz й--р8Ф (zx, 0) dz dt, (6) 


Por otra parte, 95 es la velocidad de variación de la temperatu- 


та del elemento AV, y por eso Au = 00 dt es la variación de su 
temperatura. Puesto que la masa del elemento AV es igual a pS dz, 


la cantidad de calor acumulada en este caso es ígnal a 
dQ=cpS de Ze de. @) 


Igualando entre sí las expresiones (7) y (6) y después de simpli- 
ficar por el factor común S dz dt, obtendtomos 


а н 
ok оа pD (=, 0) (8) 
о, introduciendo la designación tradicional 
$ =, (9) 
tendremos finalmente 
ar 4 fa, 0. (10) 


La ecuación diferencial (10) que describe la distribución de tem- 
peratura u en la barra, se llama ecuación de la conductibilidad térmica 
(ecuación de Fourier). 
Si no hay fuentes de calor, la ecuación (10) toma la forma 
190 qa би 
ôt ôr? * 


an 


Una ecuación análoga es también correcta para la temperatura 
de un cuerpo. 

La ecuación de la conductibilidad térmica se aplica en fisica, 
química, astronomía, construcción, ete. 
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$ 17. Problema sobre la distribución 
de la temperatura en una barra limitada 


n uy 16, la temperatura и = u (т, 1) en la sección т de una barra homo- 


ко, (lig. instante de tiempo ż, en ausencia de fuentes de calor, satisface 
la ecuación e ЯА conductibilidad térmica 
д ач 
Эре әт 0<xz<D. 
Supondremos que está dada la condición inicial 
“m =i) OSD. @ 


Supondremos también que los extremos de la barra z = 0 y z = 1 tienen 
constantemente la temperatura igual а la del medio ambiente que considerare- 


z 
qe ї т 
Pig. 2% 


mos condicionalmente igual a cero. De este modo, tenemos condiciones de 
frontera simples 

(0,)=0 u0,9=0 o 
а un £ >> 0 cualquiera. 
Еп estas condiciones, hace falta doterminar la distribución de la temperatura 


u = u (z, t) en la barra, para instantes de tiempo £ 
Busquemos primeramente para la ecuación (1) soluciones no nulas del 


tipo especlal 


u = X (2) T (0), “ 


donde X (z) es una función de una sola variable x, y 7 (£) es una función de una 
sola variable t. Puesto que 


Baxr, ат, 
sustituyendo estas expresiones en la ecuación (1) obtendremos 
XT m ХТ. 
ре aquí, separando las variables, nos queda 


E e 


El primer miembro de la idontidad (5) depende sólo de z, y el segundo miembro, 

solamente de £. Como z y £ son variables independientes, esto es sólo posible 

cuando los dos miembros de la identidad (5) son 160050 а una cierta constante. 

Para la comodidad de cálculos ulteriores designamos esta constante por 21). 
endremos 


(6) 


1) Puede uno convencerse directamente de que si se elige otro signo de esta 
constante, no obtendremos las soluciones necesarias. 
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De donde tendremos dos ecuaciones 
X*+ AX = 0, T + аат = 0. ГОА 


La primera de las ecuaciones (7) es una ect lineal homogénea con 
coeficientes constantes, las raíces de su ecuación característica А? + A3 = 0 
son Ei E hi. Según las fórmulas conocidas (véase el $ 12) su solución general 
tiene la forma 


X (2) = А зеп Àz + В cos hz, (8) 


donde А у В son constantes arbitrari: 
La sogunda ecuación (3) se resuelve 
ración de variables: 


:¡Imente mediante el método de sopa- 
т) = Сет", (9) 


donde С es una constante arbitraria 
Multiplicando las funciones (8) y (9) tendremos 


e 99 (A sen dz + В cos hz), (10) 


aquí se considera que C == 1, lo que es equivalente a la sustitución de AC por 
A y de BC por B. 


башга que sea la elección de las constantes А, В y A, las funciones 
is 


fiO satislacen la ecuación de la conductibiligad, térmic amos que estas 
funciones satisfagan también las condiciones de frontera (3). Tomando = = 0 
obtendremos 

Оев; 


de donde В = 0 у, por consiguiente, 
Ae AM sen Ал. av) 


u 
Tomando ahora z = 1, en virtud de la condición (3) tendremos 
O= Де" sen Al. (1) 


Pero A ví O, porque en caso conteario tendríamos una solución nula и = 0. 
ог eso 


sen М = 0 (12) 
y 
M=nx (n=0, +1, +2, . (13) 
De aquí, 
A=% (n= 0, 31, +2. (14) 


Los números An se denominan múmeros característicos del problema y su 
conjunto se Пата espectro del problema. А cada número característico Àn le corres- 
ponde una solución particular de la ecuación de la conductibilidad térmica: 


ук 45) 


donde, para abreviar, se toma =P, 
Notemos que es suficiente tomar solamente n números enteros positivos 
(п = 1, 2, . . .) porque cuando n = 0 tenemos ш = 0, lo que no se recomienda, 
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y cuando n < 0 obtendremos soluciones de la misma naturaleza que para л’ = 
= —п > 0 correspondiente. 

Entonces, la fórmula (15) nos da todas las soluciones particulares lineal- 
mente independientes de la forma (4) de la ecuación de la conductividad térmica 
(1), que satisfacen las condiciones de frontera (3). Físicamente las funciones un 
son ondas de temperatura cuyas gráficas son sinusoides que se amortíguan para 
t-> œ (fig. 237, а, b). 


и 


Fig. 237 


Nos queda por 
ecuación (1) es lino: 
de soluciones ($ 15 


rar la realización de la condición inicial (2). Como la 
'omogénea se puede aplicar el principio de superposición 
. De aquí tendremos 


nar 


ио, 0 У) Ane son TE, (10) 


nt 


y si la serie (16) es convergento, la función (16) es, con las condiciones conocidas, 
una solución de la ecuación (1). Considerando que £ = 0 en la fórmula (10) 
en virtud de la condición inicial (2) tendromos 


te=; Ansen 272, an 
— 
La serio (17) representa en el segmento [0, 1] el desarrollo de la función ў (z) en 


serio de Fourier, según los senos de arcos múltiples. Para los coeficientes del 
desarrollo son justas los fórmulas (véase el $ 19 del cap. ХХІ) 


naz 


1 
Е Fl Ha) вер 192 dz (n= 
2 


.2,3, (18) 


De esto modo, la solución del problema es dada por la serie (16), cuyos 
coeficientes se determinan por la fórmula (18). Para los cálculos de ingenieria 
habitual es suficiento con tomar algunos términos de esta serie. 

Notemos quo la solución obtenida tiene un carácter formal, porque no fuo 
estudiada la convergencia de la serie (16). Sin embargo, se puede mostrar que 
ai la función / (2) es sulicientemento suave sobre el segmento [0,0], la serio (18) 
ев convergente y su suma u (z, t) satisface tanto la ecuación diferencial (1), como 
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la condición inicial (2) y las condiciones de frontera (3), es decir, u (z, £) es la 
solución de nuestro problema en el sentido habitual, 

El método utilizado para la resolución de este problema so Пата gonoral- 
mente método de Fourier (o método de separación de variables). 


EJERCICIOS 


1. Mostrar que la función y == Сет", donde С es una constante arbitraria, 
es la solución de la ecuación y” + 22у == 0. 
2. Mostrar que la función 


y = e (С, cos z + Ca sen 2), 
donde, Gy C, son constantes arbitrarias, es la solución de la ecuación y” — 


-+ 2y = 0. 

we hallar 1а curva integral de la ecuación zy’ = 2y, quo pasa por el punto 

(2, 3). 

* 47. Integrar las ecuaciones con variables soparadas: y 

aj z dz + y dy = O; b) ydr+xdy=0; с) de—rdy=0; d) y = 
=2+E9 y = е. 

5. Resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas: 

а) (a + y?) dz — zy dy = 0; b) y= Ent, 

6. Hallar la curva integral de la ecuación zy'= y + И F 7? que pasa 
por el punto (1, 0). 

7. Resolver las ecuaciones diferenciales lineal: 

(«Уйу =i., 

in de la ecuación y’ сов z + у sen z = 4, que satisfaga 
п inicial y = O para х = 0, 
9. Hallar la curva cuya tangente en todos los puntos es perpendicular al 
radio ` polar del punto de tangencia. 

10. Hallar la curva que рава por el punto 4 (2, 1) y quo Медо una sub- 
tangente constante (es decir, proyección sobre el eje Ох del segmento de 

desde el punto de tangencia al punto de intersección con е] eje От) 


. La velocidad de desintegración del radio es en todo instante do Цотро 
proporcional a su cantidad disponible, Establecer la ley de desintegración del 
radio, si su cantidad inicial es O, y sı se sabe que dentro de 1600 años (período 
de semidesintegración) quedará sólo la mitad do esta саліїда 

12. Una reacción química que transforma una sustancia A en otra В se 
desarrolla de tal modo que a cada instante de tiempo la velocidad de disminu- 
ción de la cantidad de la sustancia A es proporcional al producto de las canti- 
dades disponibles de las sustancias A y В. 

En el momento inicial la retorta contenía 800 g do sustancia A y 200 g de 
sustancia В; al pasar 2 horas quedaron 400 g de sustancia A. ¿Qué cantidad 
de sustancia A quedará on la retorta al cabo de 4 horas? , 

13, Calcular mediante el método de Euler y (2), Si y = z — y, y (1) = 
= 0,370 (h = 0,2). 

Integrar la ecuación de segundo orden. К 

14. y” = sen z. 15. у” = —у. 16. 2ууе = 1 + y 

17. Hallar la curva integral de la ecuación у” = z, que pasa por el punto 


Мо (0, 4) y la tangente en este punto a la recta y = 5 +4. 
18. Con ayuda, de series de potencia, integrar las ecuaciones: 
аз у == у +, 0) = 1;5) у” = ту, у (0) = 0, y (0) = 1. 


31-0102 
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Integrar las ecuaciones diferenciales lineales de los coeficientes constantes 


иу у 0. A уу у= 0. 
¿y у = 0, зіу = 2e y’ = —i cuando z = 0. 

24. y — cy + Ау = son т. 26. y” — 5у + бу = 3°. 27. y” — 
—2y + 2y = 22, si y = O e y’ = 0 para z = 0. 

28. Un punto material de masa m es atraído por una fuerza elástica, propor- 
cional al alejamiento del punto con respecto a su posición de equilibrio, la fuer- 
za de resistencia del medio ambiente es proporcional a la velocidad del punto, 
Hallar la ecuación de movimiento del punto suponiendo que la resistencia del 
medio ambiente es pequeña con respecto a la fuerza elástica. 


Capítulo XXIII 
Integrales curvilíneas 


$ 1. Integral curvilínea de la primera especie 
Sea К una curva plana suave (o suave a trozos?) 
z=x(), y=y(0) (Ela, BI, 
donde / es un parámetro, y sea 


ds = V da? + dy? = үз'* пу+ уа) |44] 


su diferencial де arco. Aquí, si «<P, өпіопсоз dt>0 y ds= 
>= Иру а: si a>f, de<0 y ds —YTTFy dt. Si 
f(z, y) es una función continua sobre la curva К, la integral 


Н 
{ле уа | 10, v0) VOF бш @) 
к 2 


so denomina integral curvilíinea de primera especie. 
En el caso cuando la curva К está dada рог la ecuación 


y=y(2) (<<), 
considorando z como un parámetro, obtendremos 


A 
(ле, уа 16m VIF E dz. 
# 2 


Supongamos que К es una curva material, es decir, que tiene 
masa. Sean Аз cierto arco de la curva Ж que contiene un punto М, 
y Am la masa de este arco. Entonces, la relación Am/As se llama 
densidad media del arco Аз, y 

Am 
M)= lím =, 
PO aa 
es decir, el límite hacia el cual tiende la densidad media del arco a 
condición de que el arco Аз tienda a transformarse en un punto М, 
se llama densidad lineal del arco en el punto M. 


1) Es decir, las derivadas de sus coordenadas presentan, posiblemente, un 
número finito de puntos de discontinuidad de primera especio. 


ae 
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Si u = f (z, y) se considera como la densidad lineal del arco en 
su punto corriente M (z, y), entonces 


dm =p dS 
es la masa de un arco infinitesimal ds (masa elemental) y la integral 
m= | pds a 
k 


representa la masa de la curva (interpretación física de la integral 
eurvilínea de primera especie). 

La integral curvilínea de primera especie posee las propiedades 
evidentes siguientes. 

1) La integral curvilínea de primera especio no cambia su valor 
cuando varía el sentido del camino de integración (fig. 238), es decir; 


id 
donde К" es la curva К recorrida en el sentido dado (correspondien: 


te, por ejemplo, al incremento del parámetro t) y К- es la curva К 
recorrida en el sentido opuesto (correspondiente a un £ decreciente). 


M 


Fig. 238 


2) Si el camino de integración K está dividido por un punto 
cualquiera on dos partes: К = Кү U К, (fig. 238), entonces 
sjef 
KUK K Ki 


micircunferencia 22 4- yl = 1 y >0(M 
еа1 en el punto corriente М (z, y) es pro 


EyempLo. Hallar la masa de 
(fig. 239) sabiendo que su densidad 
porcional a la ordonada y. 

Tomando como parámetro £ el ángulo polar (fig. 239) obtendremos las ocus- 
ciones paramétricas de la semicircunferencia: 


z=cost, y=snt (0<t<m. С) 
La masa elemental es 
dm=pds=ky VIE y dt, (0) 


dondo = es un coeficiente de proporcionalidad. 
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Puesto que 
ж'= —зев!, y=cost 


y 
dS= YI уз tdt, 


de la (4) tenemos 
dm = k sen t de. 


De aquí la masa de la línea Г será igual a 
тек È son tdz=k(—cost) =. 
% 


Se calcula del mismo modo una integral curvilínea de primera 
especio de una función f (z, y, z) tomada a lo largo de una curva 
espacial suave a trozos К: 


z=x(), y=y(U), 2=z() (Ela, В): 
Н 
j а, y, Dds= \ /(ж@), у (0, VZ FOFO 144], 


donde 
ds= Vd dy dè үтЕпу+ у®пу+ 101 


es la diferencial del arco de la curva espacial K. 
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Sea 
z=z(t), y=y() (Ela, В) 
una curva suave (o suave a trozos) К cuya orientación está elegida 
(una curva semejante será llamada, para abreviar, camino), y sean 
(z, y) e Y (z, y) dos funciones continuas sobre la curva Ж. Te- 
niendo en cuenta que las diferenciales de las coordenadas corrientes 2 
e y de la curva K son de la forma 


dí =x' (t) dt, dy = y' (t) dt, (1) 


se llama integral curvilínea de segunda especie de dos funciones X e 
Y tomada a lo largo de la curva К a la integral 


(xq, Y dr+Y (z, y dy= 
k 


s 
= | XEO, vr 0+Y (20), у) Лаг (2 
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(de una manera tradicional no se ponen paréntesis en la expresión 
izquierda у se supone que la integral È se refiere a toda la suma) 


k 
Si el camino K está dado por la ecuación 
y =y (х) (z€la, bl), 


la fórmula (2) adquiere la forma 


| X (z, Юа (z, Y dy 
й 


А 
= | X, у) У, ya) y ааз. 8) 


De un modo análogo, si К está dado por la ecuación z = = (y) 
(y ELA, Bl), entonces 


{ X (z, y) dæ+Y (2 y) dy = 
к 


» 
=| MX 97 + Y (200), vd. (6 


A 


La integral curvilínea de segunda especie posee las propiedades 
siguientes: 

1) Si varía el sentido del camino de integración, la integral cur- 
vilínea de segunda especie cambia de signo, es decir, 


[~-f » 


Efectivamente, la variación del sentido del camino de integra- 
ción es equivalente a la permutación de los límites de integración 
a y В en la integral definida (2), y esto exige el cambio dol signo'de 
la integral definida ($ 5 del cap. XIV). 

2) Si el camino de integración K está compuesto de dos partes 
K = K, U К„ entonces 


=f +f. © 
K UK: кү Ка 
Еземр10 1 Calcular los valores de la integral 


a ydz— zdy 
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a lo largo de los caminos indicados: 1) la recta ОА: 2) la parábola Ота de vértice 
О y de eje Oy; 3) la inea quebrada ОВА; 4) la linoa quebrada ОСА (fig. 240). 

SOLUCIÓN, 1) La ecuación de la recta OA өз у = 2z (0 < z < 1). De aquí 
dy = 2dz y, por consiguiente 


А 
п È (0rdr—x-2d7)=0. 
o 


2) La couación de la parábola ОтА 


А i к 4, = ka?, Como esta pará- 
to А (1, 2), 2 = k- 
e Eaa Do aqul dy = 4a da 

1 


di 
y esto significa que k = 2, es decir 
= 42 dz, у entonces, 


у= 2a, 
h= È rar 4rd9= 


0 
1 


== ( зла аце == 
° 
3) De acuerdo con la propiedad 2 tenemos 


n=f аза) | ае). 0 
П К 


Вл 
Como la ecuación de ОВ es у= 0 (0< z < 1), Fig. 240 
entoncos dy = 0. 

Luego, suación de BA se escribe de la forma z = 1 (0 < y < 2); por eso 


dz = 0. De la fórmula (7) obtenomos 
1 2 
һ=| 020) d+ | 0—0) dy —2. 
о o 
4) Operando de modo análogo, obtendremos 


2 1 

Ñ -} аг) | (аг) È (1:00) dy + | (2—0)4:=2. 
с ёа o ә 

Notemos quo la integral 7 teniendo extremos fijos del camino de integración 


K depende aquí de la naturaleza del camino de integración. 
ЕЈЕМРІО 2. Hallar la integral 


t-i y dz+zdy 


а lo largo de las líneas К indicadas еп el 
SOLUCIÓN, Utilizando las ecuaciones de 
dremos sucesivamente 


еро 1. 
nea К dadas más arriba, obten- 


1 1 
E f ата) | @zdz+z-24r)=4 { газа j=2, 
da 2 è 


1 1 
h= | шгє+тай= | (22242-:2-4:02)-—6 { 4а =? |р—2, 
ОтА ò a 
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А 
h= È wdztzan+ | оаза {оета | 04D аа, 
ón [А 3 i 


2 А 
{иас ал+ | wartzan= | 040094 | (2d dm. 
ӧс бл о о 


По este modo, la integral 7 tiene aquí un solo y mismo valor para diferentes 
caminos quo unen los puntos O y А. La diferencia principal entre los ejemplos 1 
y 2 será explicada on el $ 4. 


Si 


2=zx() y=y(). 2=:2() (2619, В) 


es una curva K espacial suave a trozos y X (z, y, 2), Y (2, y, 2), 
Z (т, y, 2) son tres funciones continuas sobre la curva К, se Пата 
integral curvilínea de segunda especie correspondiente a la siguiente: 


È X (z, у, ddz+Y (e, y, Ddy+Z( y, 3) dz= 
R 


в 
= { (20), 10, 20) 2 (+Y (200), у), (0) (9+ 
А +260). y(), 20) 2 01а. 


$ 3. Interpretación física de la integral curvilínea 
de segunda especie 


Sea F = {X (z, y), Y (z, y)) una fuerza continuamente variable 


y sea 
z=z(t) y=y() (Ela, Bl) 

el camino recorrido por el punto de aplicación de esta fuerza (fig. 244); 
designemos por de = ММ" un vector infinitesimal del desplazamien- 
to del punto corriente M (z, y) de la curva K hacia un punto infi- 
nitamente cercano M” {z + dx, y + dy) (despreciamos aquí los in- 
finitésimos de orden superior a ds). Tenemos ds = (dz, dy). Como 
sobre un camino infinitamente pequeño de, la fuerza continua F 
puede ser considerada como constante (véanse los $8 12 y 13 del 
cap. XVIII), entonces el trabajo elemental de esta fuerza es igual a 


dA =F ds = X dz + Y dy. 0 
Integrando la expresión (1) a lo largo de la curva К obtendremos 
el trabajo de la fuerza 
4= $ Xdx+Ydy. B 
k 
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La expresión (2) es evidentemente la integral curvilínea de segun- 
da especie correspondiente. 

Y Меп, la integral curvilínea de segunda especie expresa el trabajo 
de una fuerza variable a lo largo del camino de integración, las proyec- 
ciones de esta fuerza sobre los ejes de las coordenadas son los coeficientes 
correspondientes de las diferenciales de las variables. 


А 
ас р "а ун) 


Ме) 


Fig. 244 Fig. 242 
влемрио, Calcular el trabajo А de la fuerza variable Р = (y, —х} cuyo pun- 
to de aplicación describo la parábola ОВ (ig: 242): 
у= ((0<:<2. (3) 
De acuerdo con la fórmula (2), tenemos 
-( жантану vdz—zdy. 
дв 
Mediante la covación (3) obtenemos dy=2z dz, por eso, 


2 


2 
= —2-g unidades, 


2 2 
А= { 21022-22 — f ná E 
Д з 


De un modo análogo, el trabajo de una fuerza espacial 
F={X (z, y, 2), Y (z, y, 2), Z(x, у, 2)) 
a lo largo del camino K: z = ж (1), y = y (t), z = z (f) se expresa 
por la integral curvilínea de segunda especie 


w a=| Xdx+Y dy+Zdz, 
k 


$ 4. Condición para que una integral curvilínea 
de segunda especie sea independiente 
de la naturaleza del camino de integración 
Sean X = X (z, y), Y = Y (z, y) dos funciones continuas en un 
dominio G (fig. 243). Examinemos dos puntos cualesquiera M, (ту, уз) 
y Ma (zı уз) del dominio y todos los caminos posibles M,a Мз, 
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M,BMa, Мум, - .., que unen estos puntos (M, es el comienzo 
del camino y M, es el fin del camino) y sin salir de los límites del 
dominio G. Puede ocurrir que 


{ Xds+Ydy= | Xdr+Ydy= | Xdz4Ydy=... 


мам, мівм, мм, 
(1) 
En este caso se dice que la integral curvilínea de segunda especie 
Fa $ Xdz+Y dy (2) 
жм, 


no depende del tipo del camino de integración en el dominio dado б. 

Si se cumplen las condiciones (1), no es 
necesario indicar el camino de integración 
para la integral (2), es suficiente seña- 
lar solamente los puntos inicial M, (ту, yı) 
y terminal Df, (ту, у) de este comino. Por 
eso se utiliza еп este caso la designación 

к», va) 


I= || Xdr+Y dy. (3) 
Go Y) 
Es justo el teorema siguiente. 
Fig. 243 TEOREMA. Si en un dominio G la expresión 


a integrar X dz + Y dy es una diferencial 
total!) de cierta función U = U (z, y), es decir, st 


U = X dz + Y dy para (z, y) €G, (4) 


la integral curvilínea (2) no depende del camino de integración en el 
dominio б. 
DEMOSTRACION Sea 
z= g(t) y=v() (614, tal) (5\ 
un camino arbitrario К en el dominio G que une los puntos М, (гү, Y) 
у Ma (tp Ya) y 
pt)=z Pp) =: } 
Pliz (0) = 0. 
De la fórmula (4), tenemos 
Хах + Үйу= 190), Ф (01. 0 


1) Sobre la condición de existencia de una diferencial total, véase 9159 
del cap. XX. 


6 


$ 5. Trabajo de una fuerza potencial 49 


De aquí obtenemos 


4 
I= | а0160). HOI=0190, O| = Uet, PEN 
& 


—U ip (t). ф (1. (8) 
Luego, utilizando las relaciones (6), tendremos 
1=U (£, y) —U (а, y) =U(M,) —U (My). (9) 


De este modo, la integral / no cambia su valor, cualquiera que 
sea la elección de funciones Ф (2), їр (t) y, por consiguiente, esta inte- 
gral no depende de la naturaleza del camino que une los puntos 
M, (ж, Ya) y Ma (zas ya). 

COROLARIO 1. Si la relación (4) se cumple, en virtud de la (9) tene- 
mos 

М (ку) 

Ха +У ду =0 (2, ya) —U (д, 1) (10) 
СЗ] 
(fórmula de Newton—Leibniz generalizada). 

COROLARIO 2. Si la expresión subintegral X dz + Y dy es una dife- 

rencial total y si el camino de integración K es cerrado, entonces 


$ Xdr+Y dy=0 
$ 


(el círculo pequeño en la integral significa la integración a lo largo 
de un camino cerrado). 


EJEMPLO, Hallar 
a 


I= | ydz+zdy. 
aa 


Puesto que y dx + z dy = d (zy), entonces, independientemente de la na- 
turaleza del camino que une los puntos М, (1, 2) y М, (3, 4), tenemos 


(3,40 
De { а) =з. 88.40.210. 
aa 


§ 5. Trabajo de una fuerza potencia! 
El teorema del párrafo precedente posee una interpretación fí- 


sica. Sea 
F = {X (z, y), Y (2, y)} 


un campo de fuerzas definido en un dominio G. 
Como ejemplo de campo de fuerzas se puede citar el campo de 
fuerza de gravedad cerca de la superficie de la Tierra, donde todo 
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punto material de masa m está sometido a la acción de una fuerza 
de gravedad numéricamente igual a mg (g es la aceleración de la 
fuerza de gravedad). Un ejemplo más general de campo de fnerzas 
es el campo de gravitación creado por una masa М. Según la ley 
de Newton un punto material de masa m situado en este campo a la 
distancia r del centro de atracción está sometido a la acción de una 


fuerza numéricamente igual а k 22 (k es la constante de la gravita- 


ción) y dirigida hacia el centro de atracción. Otro ejemplo de campo 
de fuerzas es el campo eléctrico de Coulomb. 
Si existe una función U = U (z, y) tal, que 
au 90 
ХЕ. Y 
se dice que éste es un campo potencial (en otras palabras, que F es 


una fuerza potencial) y la función U se llama potencial del campo. 
En este caso es evidente que 


Xdx+Y dy= F drt 4у=40. 


De donde, para el trabajo A efectuado por la fuerza F a lo largo 
del camino que une los puntos M, (z,, у,) y М, (Za, у»), tenemos 
С) 97] 
y каа А= | Xdz+Ydy= | а= 
ва: и) ою) 
=U (ш 0) —U (ш, уу), 
es decir, el trabajo de la fuerza potencial 
no depende de la naturaleza del camino y 
es igual a la diferencia de potenciales de 
=з) V la fuerza para los puntos de partida y de 
llegada de este camino. 
En particular, si el camino es cerrado, 
entonces el trabajo A = Q. 

, Calcular el trabajo А id 
Куун Бүз ооа 
Лапо vertical Огу (corca de la superficie de la Tierra) un punto de masa m de 
g. 


a posición M, (ту, у) a la posición Ma (za, уу) (ig; 244). 
Po М (аз, шае el ejo Oy es vertical ias proyecciones de la fuere 
za de la gravedad quo actúa obre el punto material de masa m son iguales a 


X=0, Y =—mg. 


Mizy) 


Fig. 244 


Tenemos 
X dz + Y dy = —mg dy = d (—mgy). 


Por eso, como potencial del campo de gravedad se puede tomar 
U = —mgy. 
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Do donde se deduce que el trabajo de la fuerza de la gravedad, independien- 
temente del camino M,M,, será igual a 


A= тву (EY) == тр (а). 
Е) 


OBSERVACION, Resultados análogos son también justos рага la 
integral curvilínea tomada a lo largo de una curva de espacio. En 
particular, si 


X dz + Y dy + Z dz = 40 (z, y, 2), 


entonces 
Car Y as za) 
Х 4+ Ү dy+Zd2=U (a, Vas 2) —U(%,, Yn 2). 
баа, Vas ze) 
EJERCICIOS 


1. Calcular las integrales curvilíneas de primera especio: 
ә) | (24у) ds, donde К es el segmento de la recta y== 2z—{ (—16&2); 


b) $ 243, donde X es el arco de parábola H (<=<t); 
к 


©) Ñ aty" ds, donde K es la circunferencia z= A cost, y=Rsent (StS 


k 
< 2) 


a) $ arctg Las, donde K es el arco de la cardioide r=a (1-+cos4) 0< 


li 
ria К de un cuadrado de lados 0 «с z < 1, 0 < y < 1, cuya altura en el punto 


área de la superficie de una «cerca» construida sobro la perife- 
(z, y) € K es igui = + y 

3. Calcular la masa de la circunferencia 22 + y*= Л, si su densidad en el 
punto (z, y) es iguala р = Ж. 

4. Determinar las coordenadas del centro de gravedad С (xp, yo) de la so- 
micircunferencia homogénea К: z? + y? = А2, y >0. 


INDICACIÓN, Se demuestra en mocánica que las coordenadas del centro de 
gravedad de una curva homogénea К se expresan mediante las fórmulas 


nt { 24, mt { иё, 
k 


donde L es la longitud del arco de la curva, 
5. Calcular el momento de inercia /, del arco de la parábola semicúbica 


у= ал ( 0<z=< + 
INDICACIÓN, 


х 


, respecto al eje Oy. 


һе} z ds. 
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6. Calcular el momento de inercia 7, del arco de la tolgide Кїт=а@— 


е 
-m * ^ш ( соз) (0<1t< ЁЛ] respecto al 
= | ич. 
k 


7. Calcular las integrales curvilíneas de segunda especi 
a) \ aras" dy, donde К es el arco de la parábola у= 4—22 situado 


Н 
entre los иа, м(—1, 0) y NG, 0); 
dy 


b) { = Е , donde К es el segmento de la recta z+y=1 (0621); 
a Va 


ә $ ФТЬ, dode K ез la circunferencia z=acost, y= aent 
RETN 
8. Calcular la integral $ y (y dz — z dy), donde К es el contorno del 


цаво de vértices О (0, 0). ŽA (2,4) y В (4, 2) que recorre en sentido contrario 
al de las agujas del 

>. Calcular las siguientes integrales cucvilíneas do segunda ospecio indo- 
pendientemonte del camino de integración 


3,0 2.0 

a) zdz—ydy, ©) { Y > 0y 
(1,2) а.) 
А а, 0 

у (| иек д { ени (ar+ay) 
aa (00) 


40. Calcular el trabajo de la т соп proyecciones X=y Y=-z9 

z= acos y = b son t (0 «у < 2m). 

Н o de la fuerza F = (- Ба, —ky) Cuando su punto do 

aplicación se desplaza de la posición, M, (a, 0) a la posición М» (0,1), 
Calcular el trabajo de la fuerza de proyecciones X = sen (= -+ y). 


Y = 0 а 10 largo del contorno del triángulo de vértices O (0, 0), М (50). 


0, $ cuando él se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj. 
13. Calcular el trabajo de la fuerza de proyecciones 


х=}. Үе. 
donde г = Y FT у? cuando su punto de apli 
M (a, 0) a la Posición Ma (0,5) O 
INDICACION. Utilizar la fórmula z dz + y dy = r dr. 
14. Calcular la integral 
(4, 5, 6) 
adx+2dy+y dz, 
4.2.2) 


ción se desplaza de la posición 


Capítulo XXIV 


Integrales dobles y triples 


$ 1. Noción de integral doble 


En la teoría de la integral definida para calcular el área de un 
trapecio curvilíneo hemos introducido la noción de suma integral 
cuyo límite es la integral definida ($ 9 del cap. XIV). Resolviendo 
el problema referente al cálculo del volumen de un cuerpo nos vere- 
mos obligados a introducir la noción de suma integral bidimensional 
cuyo límite se llama integral doble, 

PROBLEMA, Calcular el volumen de un cuerpo limitado por arriba 
рог una superficie continua z = f (т, y) (f (х, y) > 0), por debajo рог 
un dominio cerrado finito S del plano Oxy 
y do los costados por una superficie calín- 
drica construida sobre la frontera del domi- 
nio $ y que tiene generatrices perpendi- 
culares al plano Ozy (fig. 245). 

Un cuerpo semejante se llama, por cons- 
trucción, cilindroide. En el caso particular 
cuando la base superior del cilindroide es 
un plano paralelo a su base inferior, el cilin- 
droide se denomina cilindro, Como ejemplo 
de un cilindro se puede citar el cilindro 
circular que se estudia en la escuela secun- 
daria. Generalizando los razonamientos que 
se usan por lo común para hallar el volu- 
men de un cilindro, no es difícil mostrar 
que el volumen У de un cilindro con área 
de la baso $ y altura H es igual a V = SH. 

Para calcular el volumen У de un cilindro dado dividamos su 
base S en un número finito de regiones elementales AS,, AS,, .. . 
‚ «y AS, (en general curvas). En cada región ÁS, de éstas elijamos 
un punto M; (Zi, y) Є AS, (t = 1, 2, ..., п) y construyamos una 
columna cilíndrica recta de base AS, y de altura M;N; = f (21, у) 
igual al lado de la superficie en el punto elegido. Según la fórmula 
del volumen del cilindro, el volumen de semejante columna 
es evidentemente igual a 


z 


Fig. 245 


Ра y) AS. ч) 
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donde А${ es el área de superficie de la región elemental corres- 
pondiente. La suma de los volúmenes de estas columnas cilíndricas 
resulta el volumen de un cuerpo escalonado que reemplaza aproxi- 
madamente al cuerpo curvilíneo dado. En este caso, cuanto más ре- 
queños son los diámetros de las regiones AS;, tanto mejor es en gẹ- 
neral la aproximación, Por eso, el volumen de nuestro cilindroido 
se expresa aproximadamente por la suma 


үз Ў) Ilan и) ASi @ 


La fórmula (2) permite calcular el volumen V con la precisión de- 
seable a condición de que el número de regiones AS; sea suficiente- 


Fig. 246 Fig. 247 


mente grande y sus dimensiones lineales sean muy pequeñas. Desig- 
nemos por d; el diámetro de AS, es decir, su dimensión lineal más 
grande. Más exactamente por el diámetro d de una figura Ф (longitud 
del arco, elemento de superficie, etc.) limitada y corrada (es decir, 
con su frontera asociada) se entiende la longitud de su cuerda AB 
más grande, donde A € Ф y BE Ф (fig. 246)?). Se deduce de esta 
definición que la figura Ф de diámetro d está enteramente encerrada 
en un círculo de radio d circunscrito a partir de cualquier punto 
suyo C como del centro. Por eso, si > 0, la figura Ф «tiendo a 
transformarse en un punto». Se define del mismo modo el diámetro 
de un cuerpo en el espacio. 

Sea d = máx d; el mayor de los diámetros de regiones AS,, AS yy... 
+ -a ASn. Suponiendo que el número л de regiones que intervienen 
en la fórmula (2) se aumenta indefinidamente {n — оо) y que el diá. 
metro de la región más grande se vuelve sumamente pequeño (d —> 0) 
obtenemos en el límite una fórmula exacta para el volumen del ci- 


1) Para la comodidad designamos aquí las regiones elementales y sus áreas 
con las mismas letras. La diferencia entre ellas зе aprecia del contexto. 
3) Las regiones AS, se pueden suponer cerradas. 
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lindroide 


итш Y FE y) AS. @) 
а-о Es 

La expresión que se encuentra en el segundo miembro de la fór- 
mula (3) se llama integral doble de la función ў (z, y) extendida al do- 
minio $ y se anota del modo siguiente 


Km Y f (æn yd AS, = $ È pte, vas. w 
5-0 dí 8 
Por eso para el volumen de cilinároido tenemos finalmente 
ыў $1 y) 25. (5) 
8 


Generalizando la construcción utilizada para el cálculo del volu- 
men de un cilindroide, llegamos a las definiciones siguientes. 

DEFINICION +. Llámase suma integral bidimensional (2) extendida 
a un dominio dado S de una función dada f (z, y), a la suma de los 
productos pares de las áreas de las regiones elementales AS; del dominio 


S por los valores f (ту, уду) que la función f (z, y) toma en los puntos 
elegidos en estas regiones (fig. 247). 

DEFINICION 2. Llámase integral doble (4), extendida a un dominio 
dado S de una función f (z, y), al límite de la suma integral bidi- 
mensional correspondiente (2), cuando el número n de regiones ele- 
mentales AS, crece infinitamente y su diámetro máximo d tiende a cero 
siempre que este límite exista y no dependa del modo de subdivisión del 
dominio S en las AS, ni de la elección de los puntos en estas regiones, 

En la fórmula (4) f (т, y) se denomina función a integrar o subin- 


tegral; 5 se Пата dominio de integración у dS se Пата elemento del 
área. 


Es justo el teorema siguiente. 
TEOREMA. Si S es un dominio con la frontera Г suave a trozos aco- 


tada y cerrada”) y la función f (x, y) es continua sobre este dominio 5, 
entonces la integral doble 


$ $76. азе tm Y fen y) АЗ, (6) 
8 40.1 


es decir, el límite de la suma integral bidimensional correspondiente 
existe y по depende ni del modo de subdivisión del dominio S en las re- 
giones elementales А51, ni de la elección de los puntos en estas regiones. 

En adelante supondremos que las condiciones de este teorema se 
cumplen. 

1) Hablando más exactamente, por definición, se llama volumen del cilin- 
droide al límite (8), si existe. 

2) Es decir, la frontera Г pertenece al dominio S (véase el $ 14 del cap. XX). 
120102 
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En la fórmula (6) no es necesario indicar que л —> со porque del 
hecho de que d —> 0 se deduce evidentemente que п —> оо. 

Si f (z, y) >0, la integral doble (6) representa el volumen de 
un cilindroide recto que tiene como base el dominio $ y está limi- 

tado por arriba por una superficie z = 
==} (ж, y) (interpretación geométrica de 
la integral doble). 

Como el valor de una integral doble 
no depende de la naturaleza de las regio- 
nes elementales, en adelante, al resolver 
problemas utilizaremos esta circunstan- 
cia eligiendo las redes más convenientes. 
Resulta que es frecnentemente cómodo 
utilizar una red rectangular formada por 
la intersección de dos sistemas de rectas 
paralelas respectivamente a los ejes de 

Fig. 248 las coordenadas Oz y Oy (fig. 248). En 

este caso las regiones elementales AS y!) 

están representadas por rectángulos de lados Az; у Ay, excepto 
acaso las regiones adyacentes a la frontera Г. Para subrayar que se 
utiliza una red rectangular en la notación de la integral (4) se tomå 


45 = dx dy (7) 

(elemento bidimensional del área en coordenadas rectangulares) y ве 
escribe 

ў {де асау lim У Dien и) Андин @ 


аА о 
s a 


donde (т, yy) € ASı; y la suma (8) se extiende a todos los valores 
de ¿ y j para los cuales А51) = Ах, Ay, (se puede mostrar que las 
regiones elementales no rectangulares que son continuas a la fronte- 
ra Г suave a trozos no influyen sobre el valor del límite (8)) 

En los párrafos que siguen examinaremos los principales proce- 
dimientos del cálculo de una integral doble. 


$ 2. Integral doble en coordenadas cartesianas 
rectangulares 


Supongamos, para mayor determinación, que la región de inte- 
gración $ es un trapecio curvilíneo (fig. 249) 


ахь, y (1) Sy <n (2), (4) 


2) Las regiones elementales tienen aquí índices dobles: ¿ indica el número: 
de la franja vertical; j; el número de la franja horizonta) que contiene la región 
Es , al igual que un billete de teatro donde зо indica el número do la fila y el 

lel asiento. 
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donde y, = y, (т) e y, = yz (z) son funciones continuas sobre el 
segmento la, b]. Este dominio se llama estándar respecto al eje Oy. 
Notemos que la vertical que pasa por el punto z del eje Oz para 
а < z< b interseca la frontera Г del 
dominio S solamente en dos puntos 
M, (2,41) («punto de entrada») y 
Ma (т. ya) («punto de salida»). 

Sean f (т, y) una función continua 
sobre un dominio $ y 


Ef |ie nai о 


la integral doble de esta función. 

1) Supongamos primeramente que 
1 (2, y) > 0 en el dominio S. La inte- 
gral doble 7 representa en este caso el 
volumen del cilindroide (fig. 250) limitado por abajo por el dominio 
S, por arriba, por una superficie z = f (z, y) y desde los costados 
por una superficie cilíndrica recta. 


Fig. 250 


Apliguemos, para calcular el volumen /, el método de secciones 
($ 5 del cap. XV). A saber, sea о (z) el área de la sección del cilin- 
droide por el plano M,M,M,M; perpendicular al eje Oz en su punto 
z € la, b] (fig. 250). 


aze 
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En este caso tenemos 


è 
I= ў 0 (2) dz. (9 


Pero о (z) es la superficie de un trapecio curvilíneo limitado por 
abajo рог un segmento y, < y < ya del ejo O'y’ || Oy y por arriba, 
рог una curva 2 = f (2, y), х = const. 

Por eso 

no 


а()= | f(z, y)dy- (4) 
mi 
Se puede demostrar que en nuestras condiciones la función о (2) 
es continua cuando = € la, bl. 
Introduciendo la expresión (4) on la fórmula (3) obtendremos 
definitivamente z 


b uw) 
Jfr azav=$ az | айа. 
8 a mix) 
© 


De este modo Ja integral doble es 
igual a la integral reiterada correspon- 
diente (5), es decir, el cálculo de la inte- 
gral doble se reduce a dos cuadraturas. 
Notemos que calculando la integral inte- 
rior en la fórmula (5) la variable z se 
considera como una constante. 

2) En el caso en que z = f (z, у) es Fig. 251 
una función de signo variable, por ejem- 
plo, у (х,у) 2» 0 рага (2,y)ES, y /(х,у)<0 рага (х, у) Є 

5, (5; US, = S), la integral doble (2) es igual а la suma alge- 
braíca de los volúmenes V, y V, de los cilindroides construidos rés- 
pectivamente sobre las bases S, y 5, (fig. 251): 


{| л. адуу, 6 
А 


Se puede demostrar que la fórmula (5) resulta también vorídica 
en este Caso. 


Apuntemos un caso particular importante: sea $ un rectángulo a < z $ b; 

A<y< В (fig. 252) y f (2, у) = X (z) Y (у), donde X (z) es una función 

continua en (a, b], quo dependo solamente de z, y que Y (y) es una función 

continua en [4, 8] dependiente sólo de y. En virtud de la fórmula (5) tenemos 
è B 


КОШ 
{хохо аа { а {хоу | ха (уша. 0 
s 6. А 
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Pero la integral interior en la fórmula (7) es un número constante y por 
eso se puede sacarla de la integral exterior y obtendremos 


è » 
| | XOY wd È xa Yen ® 
Е, г А 


es decir, la integral doble (8) es igual al producto de dos integrales simples, 


Fig. 252 Fig. 253 


OBSERVACIÓN 1. Si 5 ез un dominio estándar respecto al eje Ox, 
es decir, si (fig. 253) 


ASYSB, z(y) Sz <r (у), 


obtenemos, por analogía con la fórmula (5), 


B xy) 
55 He y) dzdy=Í dy | 1а. 0а. (9) 
s А эй 


En particular, sí el dominio 5 ез un rectángulo: «<z<5, 
ASY<B, tenemos 
жж 


SS Hr, y) dzdy= { del Hz, y dy 
s a A 

id r B b 
$$ te асау | dy | f(e, y) dz. 
s az 


Do aquí obtenemos 
коп 2 e 
Jarl rt Иа f dy | йа, 
2 4 z 
es decir, si los límites de integración en la integral reiterada de una 


función continua son finitos y constantes, el resultado de la integración 
es independiente del orden de integración. 
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OBSERVACIÓN 2. Si el dominio S no es estándar, lo subdividen 
(si es posible) en un número finito de dominios S}, Sy, 
estándares respecto a los ejes de coordenadas Oz u Oy y part 
las propiedades de límites, se toma 


ШЫНЫП 


y luego se utilizan las fórmulas (5) б (9). 


EJEMPLO 1. Calcular 
I= $ $ (4 y) dz dy, 
s 


donde 5 es un cuadrado 0 Sz <1, 0 <t. 
Precisando los límites de =н téndremos 


ut 


: 
\ а { (rea j (+) == 
` 3 


1 


(A 


Geométricamento, la integral 7 representa ol volumen do un cilindroido 

cuya base es un cuadrado y que está limitado por arriba por la parábola de ro- 
volución : = x* + y? (fig. 254). 

EJEMPLO 2 Calcular la integral doblo 


I= dz dy, 
¡furia 


ziy 


donde 5 es un rectángulo 0 < z <1, 
-2 <y <8. 


Ma 


Fig. 254 Fig. 255 


"Б тышында los límites de integración y separando las varia- 
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EJEMPLO 3. Calcular 


т={ $ stuazar, ao 
s 


donde 5 os el triángulo do vértices O (0, 0), A (2, 0) y B (2, 1) (і. 255). 
El dominio 5 está acotado por las rectas у = 0, y = Ž, z = 2 y es están- 


z 
dar tanto respecto al oje Oy como respecto al eje Oz, 
Para la vertical MN el «punto de entrada» en el dominio 5 es M (z, 0) y 


el «punto de salida» es N (=, 3) < т < 2). De este modo, cuando = está 


fijada, la va 


integral doble (10) primeramente respecto a y para z = constante y después 
respecto a х tendremos, según la fórmula (5) 


2 x/2 
( z 


$ рү: 
т=| aas | yay= | A e 
АЕ $ 


ble y varía en el dominio 5 de 0 a 5. Por eso integrando en la 


Beg ao 


De un modo análogo, para la horizontal РО el punto P (ду, ү) os ol «pu 
de entrada» en el dominio, y Q (2, y) (0 < y < 1) ез el «punto lid: 
consiguionte, cuando y está fijada la variablo z varía de 2y a 2 pı 
del dominio 'S. Integrando en doble (10) primeramente respecto a = 
para 9,55 бойт y биров y obtendremos, on virtud de la fòr- 
mula (9), 


o oy ' 
З , з= 8 

1=\ vaj adze \ ydy $> LE { о-у а= 
5 y ° ° 


A NO 


Hemos obtenido, como ora de esperar, el mismo rosultado, pero el segundo 
procedimiento de cálculo resultó ser un poco más complicado. 
EJEMPLO 4, Invertir el orden de integración en la integral reitorada 


© ж 
(а (ле, mas. 
° 


El dominio do integración, 5 está limitado por las curvas y = 2%, y = z 
y z = 0, z = 1 (fig. 250). De donde cambiando los papeles de ojes de coorde- 
nadas obtenemos 


2=V7>0 г=у е y=0, y=1. 
Por consiguiente, 


1 V 
{а} fæ, иа {аи {ле мае. 
а 


(ЖЕ Y 
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EJEMPLO 5. Colocar los limites de integración en la integral doble 


= ў ў Hz. y) дз ау, (13) 
s 


sabiendo que el dominio de integración 5 es un anillo circular limitado por las 
circunferencias 2° 4- y? = 1 (y) y 22 + y? = 4 (Г) (fig. 257). 


Fig. 256 Fig. 257 


El dominio 5 no es estándar, Para definir los límites de integración en la 
al (13) partimos el dominio 5 en cuatro dominios estándares respecto al 


integ 
aje бу: 50, Sp 5з, 5 como está indicado en la figura. Utilizando las ecuaciones 


de la circunferencia 
у= VITA) e у= VITAE) 


tenemos 
ге} È 16 mázay+S { гв, mera+ È ге, пагар 
s 8, 5, 
Y ves 1 vra 
+f Ère иеа а | fe atha | f at 
в! 2 y. A yia 
{ ушр 2 væ 
+ja {лиа {а} tea 
i ya 1 ayta 


Disponiendo los límites de integración en otro orden obtendremos una 
fórmula análoga. 
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$ 3. Integral doble en coordenadas polares 


{рле агау {еа (0) 
8 5 


una integral doble en la cual queremos pasar, con los supuestos 
habituales, a las coordenadas polares г y p, tomando 


т = гсозф, у =rsenq. (2) 


Subdividamos el dominio de integración 5 en regiones elementales 
AS, con ayuda do líneas de coordenación r = гу (circunferencias) 
y @ =Q: (rayos) (fig. 258). Introduci- 

mos la notación Р 


Ary = туу тр Афи us Ф 


Como Ја circunfrencia es perpendicu- 
lar (ortogonal) a los radios, las regiones 
interiores А51, pueden ser consideradas 
con precisión hasta infinitésimos de un 
orden superior respecto a su superficie 
como rectángulos do lados ry Ag; y Arg 
por eso el área de cada región es igual a 


AS, = ту Аф, Агу. (3) 


En cuanto а las regiones AS,; de 
forma irregular, contiguas a la frontera 
Г del dominio de integración $, estas regiones no afectarán 
el valor de la integral doble (compárese con la fórmula (9) del $ 1) 
y por eso las despreciamos. 

Para simplificar, tomemos como punto Mj Є AS,, el vértice 
de la región AS, de coordenadas polares гу y Фф. En este caso las 
coordenadas rectangulares del punto М; son iguales a 


Fig. 258 


Zig = ту соз Qus Yig = гу SEN qu 


y, por consiguiente, 
Í ih Yis) = Í (гу соз фи, гу sen qu). (3) 


La integral doble (1) es el límite de la suma integral bidimensio- 
nal. Se puede demostrar que las adjunciones a los términos de 
esta suma son infinitamente pequeñas do orden superior y no influ- 
yen sobre el valor del límite. Por eso teniendo en cuenta las fór- 
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mulas (3) y (3') obtenemos 
$$ F Das = Ў zi n) Ау 
s os: 


= lim X /(7,008 qu, гулеп g) тубт, (4) 
13 


donde d es el diámotro máximo de las regiones AS, y la suma so ex- 
tiende a todas las regiones ele- 
mentales del tipo indicado arri- 
ba que pertenecen enteramente 
dominio de integración S. Por 
otra parte, las magnitudes q: y 
гу зоп números y pueden ser соп" 
siderados como coordenadas car- 
tesianas rectangulares de ciertos 
puntos del plano Oqr. De este 
modo, la suma (4) es una suma 
integral para la función 


Í (r cos q, rsen p)r 


correspondiente a la red rectangular con elementos lineales Аф; y 
Агу. Por consiguiente. 


Fig. 259 


lim D f (7,008 ри, тузеп) улгу 
РЕ $ $ 107 созф, rsenq)rdpdr. (5) 
s 


Comparando las fórmulas (4) y (5) obtendremos definitivamente 


\ { 1@, 045= | | H(rcosg, r son ф) гарах. (6) 
8 8 
La expresión 
dS=rdpdr @ 


se llama elemento de área bidimensional en coordenadas polares (com- 
páreso con el $ 2 del cap. XV). Entonces, para pasar а las coordena- 
das polares, en la integral doble (1) es suficiente con reemplazar las 
coordenadas т e y con ayuda de las fórmulas (2) e introducir la expre- 
sión (7) en lugar del elemento de área dS. 

Para calcular la integral doble (6) hace falta reemplazarla por 
dos integrales simples sucesivas. Supongamos que el dominio de 
integración 5 esté definido por las desigualdades 


а<Ф< 6, г, (Ф) <r <r (0), 
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donde гу (ф), ra (4) son funciones continuas unívocas sobre el seg- 
mento [а, В] (fig. 259). Por analogía con las coordenadas rectangu- 
lares (véase el $ 2) tenemos 


в rio) 
$5 F (r. 9) ddr = | dp | Fir, p)ar, (8) 
че х йө» 
donde 
F (ғ, 4) = rf (г cos q, r sen q). 


EJEMPLO 1. Pasando a las coordenadas polares y y r calcular la integral 


doble 

{ $ de dy 

d) VEF 
donde $ es el primer cuadranto dol círculo de radio R = 1 con centro en el 
Punto 0 (0, 0) lg. 200). 

y Y, 
y 
Fig. 260 Fig. 261 


Puesto que V37Fyi=r, aplicando la fórmula (6) obtenemos 
Ñ dr 
r= | LS agar. 
Еа 
El dominio 5 se determina por las desigualdades 0 Ф, 0 тИ. Por 
eso, en virtud de la fórmula (8), tenemos 
яз 1 
С я я 
| a {аа 
о о 
EJEMPLO 2. Pasar a las coordenadas polares en la integral 


ox 

1= į al VI FRA. (9) 
ao 

a aquí un triángulo S limitado por las rectas 


El dominio de integra 
y=0y=x= ==1 (08. 
Las ecuaciones de estas rectas en coordenadas polares зе escriben del modo 


iente: Фф = 0, q = Ž, r cos p =1 y, por consiguiente, el dominio 5 se 
4 
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define por las desigualdades 
ES = 


De aquí, mediante las fórmulas (6) y (8) teniendo en cuenta que У, 
tenemos 


=% q. 


р ма o 
йе rrdpdr= \ аф \ ar. 


$ 4. Integral de Euler — Poisson 


Con ayuda de las coordenadas polares es fácil calcular la integral 
de Euler— Poisson 


+ 
I= | edz, a) 
0 
muy importante en la teoría do las probabilidades. 
Puesto que la integral definida no depende de la designación de 
la variable se puede evidentemente escribir también 
+o 
I= | ev dy. @, 
è 


Multiplicando las fórmulas (1) y (2) 
y teniendo en cuenta el hecho de que 
el producto de estas integrales simples 
puede ser considerado como una integral 
doble del producto de funciones subinte- 


N “ 
м gral (véase la fórmula (8) del $ 2) tor 
Iremos 


Fig. 262 P= $ ( e-e da dy, (8) 
d 


donde ol dominio $ se define por las desigualdades 


0<хх<-+ оо. 0<y<+o 
у, por consiguiente, representa el primer cuadrante del plano de 
coordenadas Оту (fig. 262)'). 
Pasando la integral (3) a coordenadas polares, obtendremos 
"2 +» 


P= f ferrápdr= | dp | те-”йг= 
5 з а 


РА 1 нуе я 
н) 
1) Hablando rigurosamente la (3) es una integral impropia que 


e 
definición especial. Sin embargo, la realización de operaciones formales conduce 
a resultados correctos. 
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De aquí, teniendo en cuenta que 7 es positivo, hallamos 
q # 
г= { erdo YE, 
è 
Del hecho de que la función y 
+» +» Е 
ў е-=йв=2 fera=Va 
o 


==" es par, deducimos 


que representa el área de una superficie limitado por el eje Oz y la 
curva de Gauss y = e>" (véase la fig. 120 del $ 8 del cap. XI). 


$ 5. Teorema de la media 
Sea / (т, y) una función continua en un dominio cerrado acotado 
S yma тіп f (z, y, М = máx f (z, y), respectivamente, los 


valores más pequeño y más grande que la función / (т, y) toma en 
el dominio 5. Para la suma integral bidimensional de esta función 
extendida al dominio 5 tenemos las estimaciones 


ms< Y, Í (zi у) ASi KMS, (1) 


a 
donde 5 = 2) AS, es el área del dominio 5. De aquí, pasando en 
las desigualdades (1) al límite cuando d = máx d (AS¡) == 0 y te- 
niendo en cuenta la existencia de la integral doble, obtendremos 


т8< | ( f(z, y 45<М5. (2) 
s 


El número 


n= | È 1( 048 [ 
s 


se llama valor medio de la función f (z, y) en el dominio S. De las 
desigualdades (2) se deduce que т < p < M. 
La fórmula (3) puede ser escrita de la forma siguiente: 


ў]. yas = us % 
5 
(т < u < М). De este modo la integral doble es igual al valor medio 


de la función subintegral, multiplicado por el área del dominio de 
integración. 
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No es necesario pensar que la fórmula (4) da un procedimiento universal 
para calcular una integral doble. Sucede que, como regla, el valor medio de 
una función se define mediante una integral doble. Por eso tiene aquí sentido 
real la estimación (2). 

EJEMPLO ‚ Estimar la integral 


{ў VEF dray 
s 
donde $ es el cuadrado 0<2<1,0<y<t. 
Рага la función / (z, y) = V: 77 tenemos 
m = min / (z, y) =/00,0=0y M = máx / (z, y) = f (1, 1) = VZ 


Puesto que 5 = 1, tenemos 
0SIS<VE=14. 
Se puedo considerar que 
тер 0+ 1,41) = ол. 
Esta estimación es aproximada, porque el valor exacto de la integral es 
тен (14 УЗУ] ж 0,79. 
La evaluación obtonida de la integral 7 puede ser más exacta, si el йо: 


inegración 5 se divide en partos suficientemente ред 
una de ellas el teorema de la media. 


$ 6. Aplicaciones geométricas de la integral doble 


Como hemos mostrado en el $ 1 el volumen de un cilindroide 
recto de base S en el plano de coordenadas Оту limitado por arriba 
por una superficie continua z = / (х, y) os igual а 


у= \ Ha, y агау. (0 


EsEmpLO 1. Hallar el volumen V de cuerpo limitado por las superficies 
жиз 1—0, 2=0, y=0, z4y=1 

El cuerpo buscado tiene como base ol triángulo 5 situado en el plano Оу 

y formado por las rectos z = 0, y == 1; este cuerpo está limitado 


=0,х+ у 
lesde arriba e el cilindro parabólico z = 2° (fig. 263). De aquí, on virtud de 
la fórmula (1), obtendremos 


а а-а 1 
væ \ $ dz dis ( dz È а= { dry yo 
5 6 о ê 
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Si en la fórmula (1) tomamos 
Hr у) = 1, 


obtendremos el volumen del cilindro de altura z = 1 numéricamente 
igual al área $ de su base. Por eso el área de un dominio plano 5 
es igual a 


Ss ÓN dzdy. (2) 


La fórmula (2) puede ser escrita también de la forma 
5-{ J as. (8) 


EJEMPLO 2, Calcular ol área de la superficie limitada por las hipérbolas 
Er (a > 0) y las rectas r = 1, z = 2 (fig. 204). 


Y 


Fig. 263 Fig. 264 


Aplicando la тнк a) ынан. 


2 а? de 


Fea na 4 =0* ln 2 0,702, 


$ 7. Aplicaciones físicas de la integral doble 


Sea 5 una placa material. Si AS es una parte de la placa 5 de 
masa Ат que contiene wn punto M, entonces la relación 
Am 
as 
se llama densidad superficial media del trozo de la placa AS, y el 
límito de esta relación, con la condición de que el diámetro 
4 (А5) = 0, se denomina densidad superficial p (M) de la placa 5 
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en el punto М: 
M)= lim Le, 
Оу a ту 


La densidad superficial p (M) de la placa 5 es evidentemente 

función del punto M. Las nociones de densidad superficial media de 

la placa en un punto dado son entera- 

mente análogas a las nociones de densi- 

dad lineal media del arco y de densidad 

lineal del arco en un punto, expuestas 
en el $ 4 del cap. XXIII. 

Supongamos que la densidad superfi- 
cial de la placa $ en el punto corriente 
М (х, y) es p = p (z, y), donde р (z, y) 
es una función continua conocida. Ехаті- 
nemos un elemento infinitamente pequeño 
dS de placa que contiene un punto M 

Fig. 265 (fig. 265). Puesto que en los límites de 

este elemento la placa puede considerarse 

сото homogénea de densidad p, entonces la masa del elemento 4$ 
(masa elemental) es igual a 


dm==pdS. (1) 


Integrando la expresión (1) sobre toda la placa S hallamos la masa 
de la placa 


m= f (pas. 2 
s 


Examinando dm como un punto material distante de los ejes de 
coordenadas Ox y Oy, respectivamente, y y т, obtendremos los 
momentos estáticos elementales de la placa 
y dS.=ydm=yp (z, y) ds 
F dS,==zdm=2p (т. y) dS. 


De aquí, integrando estas expresiones sobre toda la placa $, 
hallamos los momentos estáticos de la placa S respecto a los ejes de 
coordenadas 


5.= (0 (к, y 45, 
М (9) 
Sy= | | 2p (2, was. 
s 


Se demuestra en mecánica que el momento estático de una placa 
respecto a un eje cualquiera coincide con el momento estático de 
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una masa puntual igual a la masa de la placa concentrada en su 
centro de gravedad respecto al mismo eje (teorema de Varignon). 
Designando por (zo, yo) las coordenadas del centro de masas de la 
placa S, tendremos 


5у= тт, $„=туу 
y, рог consiguiente, 


n= | зрб, 045, m=i È È ир аз, (6 
; s 


donde m es la masa (2) de la placa. 
De un modo análogo obtenemos para los momentos de inercia ele- 


mentales de la placa $ respecto a los ejes de coordenadas Oz y Oy 
las expresiones siguientes 


Ф, = уйт рр (2. у) 45, dl, = 22 dm= 22р (z, y)dS. 


De aquí, después de la integración sobre la placa 5 tendremos los 
momentos de inercia de la placa S respecto a los ejes de coordenadas 


1. | [vota mas. 1,=5f2%p(x, даз. (5) 
5 8 


El momento de inercia polar elemental so determina рог la fór- 
mula 


dl, = т dm = (a° + y?) р (z, y) 48, 


donde rt =z? + y? es el cuadrado de la distancia de la masa dm 
al origen de las coordenadas. Integrando la última expresión sobre 
la placa 5 obtenemos el momento de inercia polar de la placa 


h= | { (+p (e vas. (6) 
s 


De las fórmulas (5) y (6) se deduce que 
Iy = Is + Iy (7) 


Tomando р (=, у) == 1 en las fórmulas de los momentos obten- 
dremos los momentos de inercia correspondientes de la figura geo- 
métrica 5. Recordemos que para el cálculo en coordenadas cartesia- 
nas rectangulares so supone habitualmente que dS = dz dy, y en el 
caso de coordenadas polares tenemos dS = r dp dr. 


EJEMPLO 1. Detorminar las coordenadas del centro de masas de una placa 
cuadrada 5: 0 < 252, 0<y<2 cuya densidad superficial en el punto 
М (z, у) es iguala p = z + ў. 

as=o102 
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Aplicando la fórmula (2) hallamos la masa de la placa 


(224-2) dz=(3¢+ 22) |р =—8. 


Mediante la fórmula (3) determinamos los momentos ostáticos de la placa 
5 respecto a los ejes de las coordenadas 


f 


fuma 


ly=0 


Sx= 


Garay | a $ orinar = | ar (558) 


v=? 
hs 


2 2 А 
s= { арага = | dz { | de (4 +2) | 
s ©oa a 

|22 


16 4 
E +40. 


= | Ena dr (22 4 22) 


La igualdad de los momentos Sy y Sy puedo ser provista en razón de la 
simotría del problema. 
Según las fórmulas (4) el centro de Tra de la placa 5 tiene las coorde- 
nadas 


EJEMPLO 2. Hallar el momento dé 
inercia Г, respecto al oje Oz de la su 
ficio dof circulo 5: + ya 
) 


Suponiendo quo р = { obtonemós 
en virtud de la primera fórmula (5) 


I= È f was. ® 
А 


Fig. 266 


Resolvemos este problema en coordenadas polares. Tenemos 
ж == гсозф, y=rsnp 


45 = таф dr. 
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La ecuación de la frontera T del dominio 5 es 


atyn 

De donde pasando a las coordenadas polares obtendremos 
r= reos g. 

Por consiguiente al simplificar por el factor no esencial г tenemos 
r = cos q. 


Como r>0, 1—3 996 3-. De este modo para cada pE — +] 


fijado el radio r varía en los límites de U<r<cosp. Pasando a las coorde- 
nados polares en la fórmula (8) obtendremos 


и а coso ‚е 
ГРЕЧ | sen grarap= y sen фар { тг \ зела р cost pdp. 
s Ye ° -шз 


Como se sabe 
сорс) у sente cosè p= sent 2p, 


РА 
{ sent 2 cos pag 
да 
7: мг 
= | eos ЕЕЕ 

КА ЕЯ 

м” 

-ar 


4. a s 
МЕ Б 


(ч) : 


= (EA 0) +02 
$ 8. Noción de integral triple 


Por analogía con la ini al doble se define lu Hamada integral 
triple, Sea V un dominio cerrado acotado dado en un espacio carte- 
siano Огуз y sea f (т, y, 2) una función acotada definida еп V. Di- 
vidamos el volumen V en un número finito de regiones elementales 
AV, АЁ»... AY, y en cada una de ellas elijamos un punto 

Mi (Ep Vi W EAV, ((=1,2,...,. п) 


(fig. 267). La suma 


5,= 2) Í (tn Yo 2) Wi (0 
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donde AV; es el volumen de la ¿-ésima región, se llama suma integral 
tridimensional. 

Designemos por d el diámetro mayor de las regiones AV/*). Por 
subdivisiones sucesivas del dominio Y haremos decrecer indefinida- 
mente los volúmenes de AV;. En este caso, el límite de la suma inte- 
gral (1) cuando d — 0, si este límite existe y no depende de la forma 
de las regiones elementales AV,, ni de la elección de los puntos Afi 

en estas regiones, se Jlama integral triple 
de la junción f(x, y, z) extendida al 
Y dominio V y se designa del modo siguiontó 


ay {ле у 2) 40 = 


$ = úm Y) /(х yo 2) АЎ. (2) 


“Tiai 


Se demuestra que la integral triple (2) 
existe, si la función subintegral / (x, y,3) 
es continua en el dominio de intogración 
V cerrado acotado, cuya frontera es 
Fig. 267 suave a trozos. 

Si el dominio V está repleto de masa 
y si f (т, y, 2) representa una densidad 
volumétrica continuamente repartida en el punto corriente 
М (г, y, 2), entonces f (21, у, 21) AVi, donde Milti у, 2) E AVi 
representa con exactitud de un infinitésimo de un orden superior 
al volumen máximo de AV, (j = 1, - - ., л), es la masa de la región 
elemental AV,. Por consiguiente, la suma integral (1) es aproximada: 
mente igual a la masa m que rellena el dominio V. Cuando 2 +0 
resulta que el límite de la suma S, será igual a la masa т. De aquí 
deducimos la interpretación física de la integral triple: si j (т, Y, 2) 
es lá densidad continua de repartición de la masa en el espacio Oxys, 

entonces la integral triple 


m= f SÍ fe y. 2 av ® 
> 


representa la masa que rellena el dominio de integración V. En зї 
caso particular cuando la densidad f (z, y, з) = 1, la masa del фо: 
minio V es numéricamente igual a su volumen, Por eso, el volumen 
del dominio V se expresa por una integral triple 


v= av. 10) 


1) Sobre la noción de diámetro véase el $ 1. 
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Si la integral triple (2) se calcula en coordenadas rectangulares 
æ, y, 2 se toman рага AV; paralelepípedos rectangulares de lados 
Ат, Ауу, Az, y de caras paralelas a los planos de las coordenadas, es 
decir, se considera que 
AVi = Аг Ауу Агь. 
En este caso el elemento de volumen dV se considera igual a 
aV = dz dy dz (5) 


(elemento de volumen en coordenadas rectangulares) y la integral tri- 
ple (2) se escribe de la forma ё 
siguiente 


(0ле y. a dxdydz. 


+. 

(6) 

En particular, para el 

volumen de un cuerpo ob- 
tenemos la fórmula 


v= И dzdydz. (6) 


En el caso más simple, 
el cálculo de la integral 
triple (6) se reduce a tres 
cuadraturas. A saber, supon- 
gamos que el dominio de Fig. 268 
integración V es estándar 
respecto al eje Oz (compárese con el $ 2), es decir, está limitado 
por abajo y por arriba, respectivamente, por Jas superficies conti- 
mias unÍvocas 

д = (2, Y) 2: = 3, (2% y). 


y que la proyección del dominio V sobre el plano de coordenadas 
Огу es un dominio plano 5 (fig. 268). 

Do aquí resulta que para valores fijos (т, y) € 5 los lados corres- 
pondientes z de los puntos del dominio V varían dentro de los lí- 
mites de 2, (z, y) < 2 < 2, (z, y). Por analogía con la integral doble 


(8 б), tendremos 
эх, y) 


{үрле y 2) de dy dz= Í È dzdy { Te y zdz. (7) 


М = nú. Y 


Además, si la proyección 5 es estándar respecto al eje Oy y se de- 
fine por las desigualdades 


агь, у (к) Sy <y (0), 
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londe y, (x) е уу (x) son funciones continuas nnívocas en el segmento 
la, bl, entonces 


ари T 
{агау {ол да {ас \ а {лу ad (8) 
А 


nu, а noD a 
De las fórmulas (7) y (8) obtenemos definitivamente 


ho omo тию 


{{{ ле.» ааа È de Y dy {оле и. 2948. @ 
v a mix) зих, d 


Do este modo el сй 

tres cuadraturas. 

Notemos que si el dominio de integración V os estándar respecto 

a todos Jos ejes de coordenadas Oz, Oy y Oz, los límites do integra- 

Ё ción рага la integral triple 

(6) pueden ser puestos de 

3! = 6 procedimientos di~ 
ferentes. 


По de la integral triple se reduce al cálculo de 


esembro Calcular la into- 
жун gral 


{тезе 


donde v es la pirámide ОРОЛ 
limitada por los planos siguien- 
tos; 


А, ЕСА 290, у= 0, 2=0, 
жиг P zyr db { 
ОЕ Үт A del dominio 
Y sobre el plano de coorder 
das Отуз es el triángulo $ li 
Fig. 269 tado por las rectas 
0) z+y=4 


Рага (z, у) € $ la z-coordenadas de los puntos (z, y, 2) € V satisfacen la 
desigualdad 0 <= <t—z— y. Por ево 


z=0, 


Aaa 


I= y zy dz dy \ :й= И nude 


= ў 200 —z— y)? de dy. 
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Introduciendo los límites de integración para el triángulo 5 obtendremos 
1-а 


r 
| zaz È 2H dy= 
аа 


1 
т 


=z) [aa e aa] а 


1 ñ 
=4 | ноа (5-4) e | UM d= 
a а 


1 А 
Ж {i (a ar— | (12 dr 
° ° 


($ 


AAA (50) етт: 


El número / representa la masa de la pirámido V, si su densidad еп el 
punto corriente M (т, y, 2) es igual р = туз. 


=[— 


EJERCICIOS 
1. Calcular las бн reitoradas siguientes: 


' 
a jaj Fis» \ eel ran 
КАР i 


a Yao (ава 
оз 
2. Dibujar el dominio de integración у calcular las integrales reiteradas 
siguientes: 
1 T 


) fa Утта » fa \ zy dz; 


3. Poner los límites de integración en los dos órdenes en la integral doble 
Х| 1 (к, y) dz dy рата los dominios de intogración siguientes: 


a) S es el triángulo de éticos 0 (0,0), A (4, о, Ва, 
b) 5 es el trapecio de véri O (0, 0), A (2, 0), B (1, ус, 1); 
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с) S es el cuarto del círculo 22 + 43 < 1, z > 0, y > 0; 
4) Ses el eogmente parabólico limitado por las líneas y = 2%, y = 4; 

e) 5 es el círculo 2 

4. Invertir el orden ddi Чыра en las integrales reiteradas siguientos: 


и т mz 
ш MTS дак ш бөй Dan o) fal Ме йа 
à à К: 


5. Pasar a las coordenadas polares y poner los límites de integración еп 
las integrales dobles siguientes: 


a) $ | +"uazdy, donde S es el sector circular limitado por las lineas 
А 


aya =z, у= —т (y 20); 
у y4 Уау dzdy, donde 5 ез el triángulo de vértices 0 (0, 0), 


5 
A, —1), В(2, 1); 
e) f { 1024-0) dz dy, donde 5 es el segmento parabólico limitado por las 


5 
líneas y=x е y= 
©. Calcular los їй dobles siguientes: 


a) (2-4-0 dz dy, donde 5 es el triángulo de vértices О (0, 0), A(1, 0) 


líneas 


y] жау Р п 
ә} Ў ыу, donde 5 es el segmento parabólico limitado por 1 


тез y=0; 
4) { (7 dzdy, donde 5 es el segmento hiperbólico limitado por las 
в 
Ча у=. t 
7. савдо {ы coordenadas polares, calcular las integrales dobles: 
a) NN sen УТТЕ y dz dy, donde 8 ез el círculo 22-02 < 7°; 


s’ 
b 7 donde 5 es el triángulo limitado рог las rectas 
s 


ШУ 
Y = E? Čaloular 10s volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies 
К в= 1—5, :=0, y=z, z=0; 
b) т=2—з—у, з==0, з-у, 2—0, y=0; 
©) at yl, тш=0,|уй=л, 2—11 
® == VAF, Fe, 10, 22-222; 
е) з= 2, 2=0, + +=! «>. 
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Э. Hallar los momontos de inercia de una placa redon: 
+ y < АЗ respecto a los ejes Oz y Оу. 
10. Determinar las coordenadas del centro de masas de una placa homo- 
gónea limitada por las curvas ay ==", y = а. 
1. cular 


homogénea z? + 


12. Hallar el volumen del cuerpo limitado por los superficies 2 = y?, z = 
= 2%, ту == 1, у= 4, х= 1, т= 3. 


Capítulo XXV 


Fundamentos de la teoría 
de las probabilidades 


A. DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES 


$ 1. Sucesos aleatorios 


En las ciencias naturales el estudio de la realidad objetiva se 
realiza por intermedio de pruebas (experimentos) u observaciones, 
es decir, con ayuda de la experiencia en el sentido amplio de esta 
palabra. En el caso general se entiende por ensuyo (observación) la 
existencia de un conjunto determinado de condiciones. Un resulta- 
do posible, es decir, el resultado de un ensayo o de una observa- 
ción, se llama suceso, independiente de su importancia. 

Para poder formular la teoría de las probabilidades, se idoalizan los suge- 
sos, es decir, no se toman en consideración situaciones que no son esenciales 
para el fenómeno dado. 

EJEMPLO . Cuando se lanza una moneda ésta puede caer de cara o 
cruz. De este modo, para un solo ensayo son posibles dos sucesos: 
el A, la moneda cae de cara, y el B, la moneda cae de cruz. 


Sin embargo, es posible otro suceso C, cuando la moneda cae de canto. Mas 
Para el juego do cara y cruz esta última situación no es esencial (¡la moneda в 
lanza gira vozi) y en nuestro ensayo idealizado esto suceso no so toma on consi- 
“ación. 


DEFINICIÓN 1. El resultado de un ensayo que no puede ser previsto 
de antemano se llama suceso aleatorio. 
En otras palabras, en un ensayo dado un suceso es aleatorio, si 
по se puede predecir de antemano si tendrá o no Jugar en esta prueba. 
Por ejemplo, la caída de cara de una moneda es un suceso aleato- 
rio, a condición de que el ensayo está organizado de modo que su 
resultado no se conozca de antemano. 


En numerosos casos un suceso aleatorio ез el resultado de una información 
incompleta sobre el fenómeno dado. Por ejemplo, зі en la prueba de lanzar ша 
moneda son conocidos: la fuerza del empuje, la forma do la moneda, la loy de 
resistencia del aire, así como los restantes factores que determinan la de de mo 
vimiento de la moneda, podríamos calcular exactamente el resultado del ensayo. 


DEFINICION 2. Un suceso se llama cierto (seguro) en un ensayo dado 
(es decir, cuando se cumple un conjunto bien determinado de condicio- 
nes), si él tiene lugar inevitablemente durante este ensayo. 

Por ejemplo, la obtención en el examen por parte de un estu- 
diante de una nota positiva o negativa es un suceso cierto, si el 
examen está organizado según las reglas habituales. 
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DeRINICIÓN з Un suceso se Пата imposible en un ensayo dado, 
si él con seguridad no se realiza durante este ensayo. 

Por ejemplo, si una urna contiene solamente bolas de color (no 
blancas), la extracción de esta urna de una bola blanca es un suceso 
imposible. Notemos que si la prueba se realiza en otras condiciones 
la aparición de una bola blanca no se excluye; de este modo este su- 
ceso es imposible solamente en las condiciones de nuestro ensayo, 

La teoría de las probabilidades es la ciencia que estudia las leyes 
do los sucesos aleatorios, 

Gracias al desarrollo técnico son muy interesantes las leyes está- 
ticas de sucesos aleatorios homogéneos masivos (control de la cali- 
dad de la producción, servicio de la fabricación en serio, funciona- 
miento de una central telefónica, etc.). Aquí en diversas variantes 
se establece el teorema fundamental de la teoría de probabilidades 
que se conoce bajo el nombre la «ley de grandes números». 

Tomemos como axioma el hecho de que para cada suceso А so 
puede determinar, por lo menos teóricamente, la probabilidad de 
este suceso, es decir, del número P (А) que representa en un cierto 
sentido la «medida de autenticidad» de este suceso y que obedece a 
exigencias naturales. So supone que la probabilidad de cualquier 
suceso satisface la desigualdad 


о<Р(4) <1 


siendo la probabilidad de 
que la probabilidad de u 


suceso imposible igual a cero, mientras 


suceso 


rto os igual a la unidad. 


En la práctica se considera que un suceso es prácticamente imposible, sí 
su probabilidad es pequeña; por el contrario, un suceso se considera como casi 
cierto, si su probabilidad es próxima a la unidad; sobre esta baso se toman de- 
cistones justificadas. 


La teoría de las probabilidades fue desarrollada en los trabajos 
de numerosos grandes matemáticos (Pascal, Fermat, Laplace, Gauss, 
Poisson y otros). Más tarde, resultados fundamentales fueron obte- 
nidos en esta сіопсіа por matemáticos rusos (Chebyshev, Markov, 
Liapunov, Bernstein, Kolmogorov, Jinchin y otros). 

La teoría de las probabilidades se utiliza ampliamento en las 
ciencias puras (teóricas) y aplicadas (física, geodesia, balística, man- 
do automático, ete.). En particular ella sirve de base teórica a la 
estadística matemática y a la estadística aplicada, sobre las cuales 
а su vez so basan la planificación y la organización de la producción. 


$ 2. Algebra de sucesos 


Cada ensayo está relacionado con una serie de sucesos que nos 
interesan y los cuales pueden on general manifestarse simultánea- 
mento. Por ejemplo, cuando lanzan un dado (es decir, uN cubo 
pequeño cuyas caras están numeradas de 1 a б) el suceso А es cuando 
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aparece el í y el suceso В cuando aparece un número impar. Es 
evidente que estos dos sucesos no se excluyen mutuamente. 

Supongamos que todos los resultados posibles de un ensayo se 
realizan bajo la forma de una serie de casos particulares que se exclu- 
yen mutuamente (los llamados sucesos elementales o resultados ele- 
mentales). En este caso: 1) cada resultado del ensayo se representa 
por un solo suceso elemental; 2) todo suceso A relacionado con este 
ensayo es un conjunto de un número finito o infinito de sucesos ele- 
mentales; 3) el suceso A se realiza si, y sólo si, se realiza uno de los 
sucesos elementales pertenecientes a este conjunto. 

EJEMPLO 1 Supongamos que el suceso А consiste en que el dado 
da un número impar en un solo lanzamiento. 

Aquí para los sucesos elementales se pueden tomar los resultados 
siguientes del ensayo: (1), (2), (3), (4), (5), (6). El suceso A es ol 
conjunto de sucesos ((1), (3), (5). 

Por analogía con la teoría de conjuntos (véase el $ 1) se cons- 
truye una álgebra de sucesos. 

DEFINICIÓN | Se llama suma de dos sucesos А y В al suceso 


A+B=AUB 


que tiene lugar si, y solosi, se cumple por lo menos uno de los sucesos 
А o В. 

En el general se lama suma de varios sucesos а un suceso que 
consiste en realización por lo menos de uno de estos sucesos. 

EJEMPLO 2 Sea que el suceso А es un premio de una lotería I y 
que el suceso 2 es un premio de una lotería 11. En este caso, el su- 
ceso А + B es wn premio por lo menos en una de las loterías (es po- 
sible que so ganen los dos premios a la vez). 

DEFINICION 2 Se Пата producto de dos sucesos А у В а un suceso 


ABRANB 


compuesto de la realización simultánea de los sucesos A y В. 

En el caso general, se Hama producto de varios sucesos a un suceso 
que corresponde a la realización simultánea de todos estos sucesos. 

EJEMPLO 3 Soan A y В los sucesos que consisten en la aprobación 
respectiva de las rondas 1 y H del examen de ingreso a una escuela 
superior. En este caso, el suceso AB es la aprobación de ambas 
rondas. 

Los dos sucesos A y B se denominan incompatibles en un ensayo 
dado si el producto de ellos es un suceso imposible, es decir, si 


AB=0, 


donde O es un suceso imposible 
En otras palabras, dos sucesos son incompatibles, si la realiza- 
ción de uno de ellos excluye la realización del otro, y viceversa. 
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$ 3. Definición clásica de la probabilidad 


Sea A un suceso que representa un cierto resultado de un ensayo 
y sea 


En Bo з En @) 


un sistema finito de sucesos elementales posibles y de los incompa- 
tibles sólo posibles de par en par de este ensayo (sistema completo 
de sucesos elementales). De este modo, el suceso А tiene lugar si, y 
sólo si, se realizan ciertos sucesos pertenecientes al sistema (1) (re- 
sultados favorables o que favorecen la realización, o como también 
se lo llama chance para el suceso A). 

Supongamos que los sucesos del sistema (1) son eguiposibles, 
es decir, no hay razón para suponer que uno de los sucesos del siste- 
ma (1) tiene mayores posibilidades de producirse que otro. А veces 
esto se puede establecer utilizando la «propiedad de simetría». 

DEFININCIÓN 1. Se llama probabilidad Р (A) de un suceso А, а la 
relación del número de todos los resultados elementales de posibilidades 
iguales favorables al suceso A, al número total de todos los resultados 
elementales equiposibles del ensayo dado. 

De este modo, si m es el número de resultados elementales favo- 
rables al suceso А y л es el número total de resultados elementales 
de пп ensayo dado, y todos estos resultados son equiposiblos, se 
puede escribic por definición la fórmula siguiente 


P (4) = E. (2) 


Puesto que es evidente que 0 < т < п, tenemos 
0<P(4)<1, (3) 


es decir, la probabilidad de cualquier suceso es un тїїтего no negativo, 
по superior a la unidad. 

OBSERVACIÓN. De la definición de probabilidad resulta que los 
sucesos elementales que tienen la misma posibilidad de producirse 
son equiprobables, es decir, ellos poseen una misma probabilidad. 

Do la definición de probabilidad se deducen sus propiedades fun- 
damentales siguientes: 

1. La probabilidad de un suceso imposible es igual а cero. 

Efectivamente, si un suceso A es imposible, el número de resul- 
tados elementales favorables a este suceso m == 0 y tenemos 


Р (л)= 9-0. 


2. La probabilidad de un suceso cierto es igual о la unidad. 
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Evectivamente, si un suceso A es cierto, es evidente que m = r 
y, por consiguiente, 


Р(А)= 2-1. 


Enunciemos algunos teoremas elementales sobre probabilidades. 


DEFINICION 2 Dos sucesos A y В se Патап equivalentes: 
А = В, 


st cada uno de ellos se realiza cada vez cuando se produce el otro. 

Desde el punto de vista de la teoría de las probabilidades, seme- 
jantes sucesos se consideran iguales. 

Por ejemplo, si una urna contiene solamente bolas blancas y ne- 
gras, entonces la aparición de una bola negra y de una bola no blan- 
са, son sucesos equivalentes. 

TEOREMA 1. Los sucesos equivalentes tienen una misma probabilidad, 
es decir, si А = B, entonces 


P (A) = P (В) (4) 


Efectivamente, cada resultado elemental para el suceso A es el 
mismo que para el suceso B, y viceversa. En virtud de la fórmula (2) 
os justa la igualdad (4). 

DEFINICION з Se dice que un suceso А implica otro suceso В (А => 
=> B), si B se realiza cada vez cuando se realiza А. 

Por ejemplo, para cualesquiera sucesos А y B tenemos АВ =>4 
y AB =B. 

TEOREMA 2. 51 A => B, entonces 

P (А) < P (B). (5) 

Efectivamente, supongamos que los sucesos A y B están inclui- 
dos en un sistema común de resultados elementales equiprobables y 
que m y m' son los números de los resultados elementales favorables 
respectivamente para el suceso А y para el suceso B y п es el número 
total de resultados elementales. Como cada resultado elemental 
para el suceso А es también un resultado elemental para el suceso B, 
т < т y, por consiguiente, 


P (4) =з < 


y de este modo 1а desigualdad (5) está demostrada. 

DEFINICIÓN а. Un suceso А se llama contrario a otro suceso А, si el 
Primero se realiza cuando no se cumple el suceso A. 

Por ejemplo, cuando se lanza una moneda el suceso А es «cara» 
y el А ез «по cara» o sea «cruz». 

De la definición 4 se deduce que: 1) el suceso А + А es cierto; 
2) el suceso АА es imposible. 


= P (B) 


$ 4. Definición estadística de la probabilidad 527 


meremas La probabilidad de un suceso contrario А es igual a la 
diferencia entre la unidad y la probabilidad del suceso A dado, es 
есі 


Р (А) = 1 — Р (А). (6) 


Efectivamente, supongamos que el sistema completo de resulta- 
dos elementales equiprobables contiene п sucesos de los cuales 
т (m < п) son favorables al suceso A. En este caso п — m resulta- 
dos elementales son desfavorables al suceso А, es decir, favorecen 


al suceso A. De cste modo, tenemos 


P(A)= 


коз Daremos algunos ejemplos sobro el cálculo directo de Ja probabilidad de 
оз sucesos 

EJEMPLO 1. Una moneda se lanza dos voces. ¿Cuál es la probabilidad para 
que: 4) caiga «caras por lo monos Una sola ves (suceso 4); 2) caiga «caras dos 
veces (suceso В)? 

Aquí los resultados elementales equiprobables son: 
número os п = 4, 

Los resultados favorables al suceso А son: CC, CCr, CrC; su número es 
т = 3. Por consiguiente 


СС, CCr, СгС, CrGr, su 


Al suceso В le favorece un solo resultado CrCr (m' = 1). Por eso 
m 1 
Ма ш ш 

EJEMPLO 2. Un dado se lanza dos veces. ¿Cuál es la probabilidad de que la 
suma de puntos obtenidos sea igual a 6 (suceso A)? 

Los resultados elementales equiprobables son aquí los pares (т, y), donde 
іЯ е у toman los valores: 1, 2, 3, 4, 5, 6; el número total de resultados elementa- 
les ез n = 36, 

Los pares favorables al suceso A son (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), su 
número es m = 5. 

Por consiguiente, 
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La definición clásica de la probabilidad de un suceso supone 
quo: 1) ol número de resultados elementales sea finito; 2) estos re- 
sultados tengan la misma posibilidad de ser obtenidos. 

Pero en la práctica se encuentran pruebas que tienen эп número 
infinito de resultados posibles. Además no hay métodos generales 
que permitan representar el resultado de un ensayo, incluso si él 
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posee un número finito de resultados, bajo la forma de una suma 
de resultados elementales equiprobables. 

Por eso el uso de la definición clásica es limitado. 

Daremos ahora otra definición de probabilidad que es а veces 
más cómoda para las aplicaciones. 

Supongamos que se efectúan л ensayos de un mismo tipo, uno 
de cuyos resultados es un suceso dado 4. 

DEFINICIÓN 1 Se Пата frecuencia relativa de un suceso A а la 
relación del número de ensayos т, de casos en que el suceso А se cumple, 
respecto al número total n de ensayos efectuados. 

De este modo, designando por W, (А) la frecuencia relativa del 
suceso А en una serie de п ensayos, tendremos 


ж, (4) = ®. 0) 


Es evidente que 0 < И, (А) < 1. 
De la fórmula (1) obtenemos 


m= W, (А) л, (2) 


es decir, el número de manifestaciones del suceso А es igual a su fre- 
cuencia relativa multiplicada por el número de ensayos. 

En numerosos casos cuando el ensayo se repite un gran número de 
veces se observa una estabilidad de la frecuencia relativa del suceso, 
es decir, cuando el número de ensayos n — оо, la frecuencia relativa 
Wn (А) del suceso A oscila alrededor de cierto número finito p y 
las desviaciones que ella presenta respecto a este número son tanto 
más pequeñas cuanto mayor es el número de ensayos efectuados, si 
se descartan ciertos ensayos fallidos. Este número p se llama probabi- 
lidad del suceso A en el sentido estadístico. 

DEFINICION 2 Se llama probabilidad de ип suceso en el senti- 
do estadístico, a un límite casi cierto de la frecuencia relativa cuando 
el número de ensayos aumenta infinitamente. 

De este шойо оз casi cierto que la frecuencia relativa de un suce- 
so coincide aproximadamente con su probabilidad estadística, si 
el número de ensayos es suficientemente grande. 

De este punto de vista la magnitud 


р ар 9) 


representa el valor medio del número de manifestaciones del suceso А 
en una serie de n ensayos. 

Partiendo de amplios supuestos se demuestra que las dos probabi- 
lidades, clásica y estadística, coinciden. 


EJEMPLO. Como resultado de una serie de ensayos se constata que disparan- 

do 200 tiros el tirador da en el blanco por término medio 190 veces. ¿Cuál es la 

probabilidad p de que este tirador dé en el blanco de un solo tiro? ¿Qué número 
е tiros darán en el blanco si el tirador efectúa 1000 disparos? 
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Utilizando la definición estadística de la probabilidad tenemos 


=0,95=95% . 


pedona el valor aproximado del número de tiros acertados en 1000 disparos, 
зегі 


и = 1000-0,95 = 950. 


$ 5. Teorema de adición de probabilidades 


TEOREMA. La probabilidad de la suma de dos sucesos incompatibles 
es igual a la suma de las probabilidades de cada uno de estos sucesos, 
es decir, si AB = 0, 


P (A + B) = P (A) + P (В). a) 


DEMOSTRACIÓN. Sea n el número total de resultados elementales 
equiprobables de un ensayo dado, de los cuales m, son favorables a 
un suceso А y my, a un suceso B. Los sucesos A y B son incompatibles, 
la realización de A excluye la de B, y viceversa; por eso el número de 
resultados favorables al suceso A + B es exactamente igual a m,-+ 
+ my. De aquí, en virtud de la definición clásica de la probabilidad 
obtenemos 


Р(А+ В) = а = "з. та P(A)+P (B). 


COROLARIO. La probabilidad de la suma de un número finito de su- 
cesos incompatibles de paren par, esigual a la suma de las probabilida- 
des de estos sucesos. 

Sean, por ejemplo, А, В y С tres sucesos incompatibles de par en 
par, es decir, los sucesos А8, AC, BC son imposibles. 

Tenemos 


P(A+B+C)=P((A + B) + C] = P (4 + B) + P (С) = 
= P (A) + P (B) + P (С). 
OBSERVACION. Sean ahora A y B dos sucesos compatibles. El nú- 
mero de resultados elementales favorables al suceso A + B será 


m= т + m, =m, 


donde т’ es el número de resultados elementales favorables al suceso 
AB. Efectivamente, adicionando los números m, y m, de resultados 
favorables a los sucesos A y B, contamos dos veces el número de re- 
sultados favorables al suceso AB; por consiguiente, contando el nú- 
mero de resultados para el suceso A + B es conveniente rechazar el 
valor superfluo de т’. 


34-0102 


530 Cap. XXV. Fundamento de la teoría de probabilidades 


Por eso, en el caso general, tenemos 


Р(А+ В) = MEM ы 


=н = P(A)+P(B)—P(AB). (2) 


COROLARIO, Puesto que Р (АВ) > 0, de la fórmula (2) tenemos 
P (А + В) <P (A) + P (B), (8) 


es decir, la probabilidad de la suma de dos sucesos по supera nunca la 
suma de las probabilidades de estos sucesos. 

Es evidente que esta aseveración es también justa en el caso de 
varios sucesos. 

EJEMPLO. Una urna contiene 10 bolas de igual dimensión pero de colores 
distintos: 2 blancas, 3 rojas y 5 azules. ¿Cuál es la probabilidad de que una 


bola sacada а! r sea de color (no blanca) 
Sean el suceso A: esacar una bola roja» y el suceso В: «sacar una bola azul». 
En este caso, el suceso А + B өв: «засаг una bola de color». Es evidente que 


O P= 


Como los sucesos A y B son incompatibles (se saca una sola bola), en vir- 
tud del teorema de adición de probabilidades, tenemos 
3 


P(A+B)=P (А) +P (B)= -iy + СЯ 


$ 6. Grupo completo de sucesos 
DEFINICION. Un sistema de sucesos 
Ay Аз... An (0 


se Пата grupo completo de sucesos para el ensayo dado, si todo resulta- 
do de este ensayo es la realización de un solo suceso de este grupo. 

En otras palabras para el sistema completo de eventualidades 
se cumplen las condiciones siguientes: 

4) el suceso A, + As +... + An es cierto; 

2) los sucesos A; y А; (č =) son incompatibles de раг en par, 
es decir, А,А, == О (i 52 Ј), donde O es un suceso imposible. 

El ejemplo más simple de grupo completo de sucesos es un par 
de sucesos: Á y Á. 

TEOREMA. La suma de las probabilidades de los sucesos de un grupo 
completo es igual a la unidad. 

DEMOSTRACIÓN. Para el grupo completo (1) el suceso А, + А, + 
... +4, = D es cierto у los sucesos de este sistema son incom- 
patibles de par en par. Aplicando el teorema de adición de probabili- 


$ 7. Teorema de multiplicación de probabilidades ЕД 


dades tenemos 
P (A; + Ar +... БА) = P (4) +P (A) AR 
... +P (An). (2) 
Pero, 
P (A, +4: +... +An) =P (D) = 1, 


de donde, en virtud de la (2), nos queda 
P (А) +Р (А) +... +P (An) = 1. 


$ 7. Teorema de multiplicación de probabilidades 


DEFINICION 1. La probabilidad del suceso A a condición de que ha 
tenido lugar el suceso В se llama probabilidad condicional del suceso 
A y se connota así: 


Р (А/В) = Рв (А). a) 


OBSERVACION. La probabilidad de cada suceso A on un ensayo dado está 
ligada con un cierto conjunto de condiciones, Al definir la probabilidad condi- 
cional, suponemos que esto conjunto de condiciones incluyo necesariamente el 
suceso B. Do esto modo, tenemos de hecho otro conjunto de condiciones más 
complejo que corresponde al ensayo en una nueva situación. La probabilidad 
de que el suceso A se realice en estas nuevas condiciones se llama probabilidad 
condicional Рр (4) a diferencia de la probabilidad Р (А) quo puede ser Пата- 
da probabilidad incondicional del suceso A. 
JEMPLO. Una urna contiene 7 bolas blancas y 3 bolas п 
¿Cuál es la probabilidad: 1) do sacar de la urna una bola blanca (suceso A); 
de sacar de la urna una bola blanca después de haber sacado de ella una bol 
juceso B) o una bola negra (suceso С)? 


ra= =07 Pn (4) = $ = 0,666 . . 


Pe (Ау = ЕА = 0,111... . 


De este modo, la probabilidad condicional de un suceso puedo ser tanto 
inferior como suporior а la probabilidad de esto suceso. 


DEFINICION 2. Dos sucesos A y В se Патап independientes, si la 
probabilidad de cada uno de ellos no depende de la realización o no rea- 
lización del otro, es decir 


Р (A) =P, (А) = Рв (А) (2) 
x р (В) = Pa (B) = Pa (B). e) 


En caso contrario los sucesos se llaman dependientes. 

TEOREMA 1. La probabilidad del producto (compatibilidad) de dos 
sucesos A y B es igual a la probabilidad de uno de ellos multiplicada 
por la probabilidad condicional del otro suponiendo que el primer 


E 
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suceso se realiza, es dectr, 
P(AB) = P(A)P (В). a 
DEMOSTRACION. Sea л el número total de resultados elementales 


equiprobables de un ensayo; de los cuales m son favorables al suce- 
so A y k lo son al suceso AB. En este caso 


P (Ау='®, P (AB) = Ž. (4) 


Pero sí el suceso A se ha producido en esta situación son solamente 
posibles aquellos de m resultados elementales que han sido favo- 
rables al suceso A, y k de ellos son evidentemente favorables al 
suceso B. De este modo 


Ра (В) = &. 
De donde, en virtud de las igualdades (4), tenemos 


Р (АВ) == 15. = Р(А)Р, (В). (5) 
El teorema ha sido demostrado. 
Puesto que BA = AB, tenemos también 


Р (АВ) =P (ВА) =P (В\-Р» (А). (6) 

OBSERVACION. De modo formal, la fórmula (5) sigue siendo justa 
si el suceso A es imposible. 

COROLARIO. Para dos sucesos cualesquiera А у В es justa la igualdad 

P (A) Pa (В) = P (B) Pa (А). (7) 

TEOREMA 2 La probabilidad de la realización simultánea de dos 


sucesos independientes A y B es igual al producto de las probabilidades 
de estos dos sucesos: 


P (АВ) = P (A) P (В). (8) 


Efectivamente, considerando que P4 (B) = P (B), de la fór- 
mula (5) obtenemos la fórmula (8). 


EJEMPLO. La babilidad de imer tirador dé en el blanco (suce- 

во A) es igual а 0 y que el segundo tirador lo haga (euceso В) es Igual à 0.8, 

guél es la probabilidad para que por lo menos uno de los tiradores dé en el 
ancoj 


Sea С el suceso que nos interesa; la probabilidad contraria С consiste evi- 
dentemente en que ambos tiradores no han dado en el blanco, De este modo, 
С = AB. Puesto que las eventualidades А у В son independientes (durante el 
tiro cada uno de los tiradores no molesta al otro), entonces 
Р (©) =P (DP (ВБ) = И — Р (4)1-1 — PB] = 

= (1 —0,9)-(1 — 0,8) = 0,1-0,2 = 0,02. 
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De donde se deduce que la probabilidad de que por lo menos uno de los tiradores 
dé en el blanco es Š 
Р (су=1—Р(©у 


— 0,02 = 0,98. 


El teorema 1 admite una generalización en el caso de varios 
sucesos. Por ejemplo, para el caso de tres sucesos A, B y C, tenemos 


P (ABC) = P 1А.(ВС) = P (A)-P4 (ВС) = 
= P (A) Pa (B) Pan (С). (9) 


DEFINICION 3. Los sucesos se llaman independientes en conjunto 
si cada uno de ellos y cualquier producto de los restantes (incluyendo to- 
dos los otros sucesos o una parte de ellos) son sucesos independientes. 

Los sucesos independientes en conjunto son independientes de 
par on par; la afirmación recíproca es falsa. 

TEOREMA з. La probabilidad del producto de un número finito de 
sucesos independientes en conjunto es igual al producto de las pro- 
babilidades de estos sucesos. 

Efectivamente, por ejemplo, para tres sucesos А B y С inde- 
pendientes en conjunto de la fórmula (9) y teniendo en cuenta que 


Рд (B) = Р (B), Pan (C) = P (С), 
P (ABC) = P (A) P (B) P (C), 


tenemos 


ete. 
§ 8. Fórmula de la probabilidad total 


Sea A un suceso que puede ocurrir como resultado de aparición 
de uno y único suceso H; (i = 1, 2, ..., n) de un sistema com- 
pleto de sucesos incompatibles 


O AA: 
Los sucesos de este sistema so llaman generalmente hipótesis. 
TEOREMA. La probabilidad del suceso А es igual а la suma de los 
productos pares de las probabilidades de todas las hipótesis que forman 
un sistema completo, por las probabilidades condicionales correspon- 
dientes del acontecimiento dado A, es decir: 
Р =), РШ) Pu; (А) (1) 
(fórmula de la probabilidad total), además aquí 
Ў РШ) =1. (2) 


DEMOSTRACIÓN, Puesto que 
A= НА + H A+... +H,4, 
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y que los sucesos H,A, H,A, ..... Н„А son incompatibles debido a 
que son incompatibles las eventualidades Ну, Ha, ..., Hp, la 
aplicación de los teoremas de adición y de multiplicación de pro- 
babilidades nos da 


P(A)= ЎР А) = 2, P (Hi) РА, 
lo que se deseaba demostrar. 


EJEMPLO. Una tienda recibe para la venta productos de tres fábricas cuyas 
partes relativas son: 1:50%, 11-30%, 111:20%. El porcentaje de artículos defec- 
tuosos en la producción de estas fábricas es: 1:2%, 11:3% y 111:5%. ¿Cuál es 
la probabilidad de que un artículo comprado al azar sea de buena calidad (зи- 
ceso 

Aquí son posibles las tres hipótesis siguientes: My, Ha, Ha, es decir, el 
astículo comprado es producto do las fábricas I, 11 y ir respectivament 
gyidente que estas hipótesis forman un sistema completo y que sus probabili 

les son 


P (H) = 0,5, P(H,) = 0,3, P (4) = 0,2. 


1 Las probabilidades condicionales correspondientes del suceso A son igua- 
los a 


P yyy (4) = 1 — 0,02 = 0,98, Рд„ (А) = 1 — 0,03 = 0,97, 


Ри, (А) = 1 — 0,05 = 0,95. 
Aplicando la fórmula de probabilidades totales tenemos 
Р (А) = 0,5:0,98 + 0,3-0,97 + 0,2-0,95 = 0,971. 


$ 9. Fórmula de Bayes 


Examinomos ol siguiente problema: sea dado un sistema comple- 
to de hipótesis incompatibles 


Hi, йш... Жы 


cuyas probabilidades Р (И) (¿=4, 2,..., п) son conocidas 
antes del experimento (probabilidades а priori). Se efectúa el expe- 
rimento (prueba) de cuyos resultados Se registra la realización de un 
suceso А, se sabe que nuestras hipótesis atribuyen a esta eventuali- 
dad probabilidades bien determinadas Py, (4) (i= 1, 2, . 

Se pide determinar las probabilidades de estas hipótesis desp' 
experimento (probabilidad a posteriori). 

Por ejemplo, es evidentemente conveniente rechazar las hipóte- 
sis que no admiten la realización del suceso A. El problema con- 
siste generalmente en modificar la estimación de las probabilidades 
de nuestras hipótesis en función de una nueva información. 
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En otras palabras tenemos que determinar las probabilidades 
condicionales 
Pa (H) ((=1,2.... п). 
En virtud del teorema de multiplicación de probabilidades tenemos 
Р (АН) = P (А)-Р, (Н) = Р (Н)-Ры (4); 
de donde 
P (Hi) Pay (4) 


р) O (0) 


Para hallar la probabilidad Р (4) se puede utilizar la fórmula de 
probabilidades totales 


P (y= Ў Ри) Рада). © 


De donde se deduce la fórmula de probabilidades de la hipótesis 
después del experimento (fórmula de Bayes) 


P (H) P, 
P, (y= ди 


D PH) Puj (А) 
ғ 


в=1.2.....л). (9 


EJEMPLO. Dos piezas antinéreas disparan independientemento una do la otra 
a un avión, Cada pieza efectúa un solo disparo. La probabilidad de dar en el 
avión es de 0,2 para la primera pieza (suceso A) y es de 0,1 para la soguada pio- 
а (euceso B). El avión ha sido alcanzado por un solo tiro (suceso С}, ¿Cu 
la probabilidad de que este tiro haya sido ofectuado por la primera pioza? _ 
Antes del experimento son posibles cuatro hipótesis: H, = AB, H; = АЙ, 
My = AB, Н, estas hipótesis forman un sistema completo de sucesos, 
Sus probabilidades cuando las piezas tiran independientemento son res- 
pectivamente iguales a 


P (H,) =0,2:0,1 = 0,02, РН) 
Р (Ну) = 0,8-0,1 = 0,08, P (H4) 
Además, P Шу t P Ua +. Р (ШЫ) + P (ШЫ) =1. 


ss probabilidades condicionales del suceso obsorvado С con estas bipóte- 
sis serán 


Ри (©) 


0,9 = 0,18, 
8-0,9 = 0,72, 


O Ри, (С) = 1, Ри,(С)=1, Pa, (С) = 0. 


Por consiguiente, las hipótesis Н, у Н, se rechazan; las probabilidades de las 

hipótesis H, y Н, se calculan mediante la fórmula de Bayes 
0,48-1 a 0,084 

va ^0, Pr 


De este modo, se puede afirmar con una probabilidad igual aproximada- 
mente a 0,7 que el tipo acertado ha sido efectuado por la primera pieza. 


Po(Hy= 0,03, 
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B. PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS 


$ 10. Elementos de análisis combinatorio 


Examinemos un conjunto de т elementos diferentes а, aş, . 
+ «++ Gp. Una muestra aleatoria ordenada (puede ser con repetición) 
de estos elementos 


ааа, Gan (1 <A LN; k= 1, ..., т) 
se llama agrupación. 

Por ejemplo, al arrojar una moneda 10 veces, para su caída de 
lado cara (C) y de lado cruz (Cr) se puede dar la siguiente agru- 
pación 


СССССгСгССгСгСг. 


DEFINICION 1. Llámanse variaciones (arreglos) de n elementos res- 
pecto a (tomados de) m (т < п) a sus agrupaciones, cada una de las 
cuales contiene exactamente m elementos diferentes (elegidos entre los 
elementos dados) y que difieren por la naturaleza de los propios elemen- 
tos, o por el orden de éstos. 

Calculemos el número Az de variaciones (arreglos) de n elementos 
а,, а» ...› An Tospecto а т. 

Sean ааш, - - . lam Variaciones de todo tipo que contienen m 
elementos. Construiremos estas variaciones paso a paso. Determi- 
nemos primeramente el primer elemento аш,. Es evidente que en el 
conjunto de п elementos puede ser elegido por п procedimientos dife- 
rentes. Después de elegir el primer elemento aa, el segundo elemento 
аа, puede ser olegido mediante п — 1 procedimentos, еіс. Como 
cada elección semejante da una nueva variación, todas estas eleccio- 
nes pueden ser libremente combinadas. Por eso tenemos 


AÑ = n (n — 1) (n — 2)... In — (m — 4). (1) 
Introduciendo la notación de factorial n! = 4.2.3 ... п, se puede 
escribir la fórmula (1) de la forma siguiente 

т п! 
4а e) 


DEFINICION 2. Llámanse permutaciones a las agrupaciones de n 
elementos cada una de las cuales contiene todos los n elementos y que 
difieren solamente en el orden de éstos. 

Es evidente que el número de permutaciones de n elementos es 

igual a 
Ай —п(вп—1)(1—2)... [n—(n—1)]=n!. (3) 


Se considera condicionalmente (por definición) que 0! 
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DEFINICIÓN з. Llámanse combinaciones de n elementos respecto а 
(tomados de) т a aquellas agrupaciones que contiene exactamente т 
elementos y que difieren por lo menos en un elemento. 

Designemos por С” el número de combinaciones de п elementos 
respecto ат. 

Examinemos todas las combinaciones posibles de nuestros ele- 
mentos 

ER 


Efectuando en cada una de ellas ml permutaciones posibles de sus 
elementos obtendremos evidentemente todas las variaciones de n 
elementos respecto a m. De este modo la fórmula 


CR-m! = AÑ; 


ат 0. (nimi) 
Bat fe. (4) 


La fórmula (4) puede ser escrita así: 
A (5) 


(а т) 


de donde 


El símbolo С posee una propiedad evidente 
Сп Ст", (6) 


que es también justa рага m = 0, si consideramos que C$% = 1. 
Ж Los números Ст son coeficientes en la fórmula del binomio de 
'ewton 


(p + 9" = р" + Capo + Сёр"-% +... +4" 


y por eso se llaman frecuentemente coeficientes binomiales (compárese 
con el $ 5 del cap. XI). 


EJEMPLO. Un loto de 10 piezas contiene una pieza no estándar. ¿Cuál es 
la probabilidad de que la elección al azar de 5 piezas tomadas de esto 1010 sean 
estándares (suceso A)? 

Aquí el número de todas las elecciones aleatorias п = С%„, mientras que el 
número de elecciones favorables al suceso A es m = C$. De este modo, la pro- 
babilidad buscada оз igual a 


&„_% ай _+ 


PO AS + 
$ 11. Ley binomial de distribución 
de las probabilidades 


Un suceso A se llama independiente en un sistema dado de ensa- 
yos, sí la probabilidad de este suceso en cada uno de los ensayos no 
depende de los resultados de otros ensayos. 
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Una sucesión de repeticiones independientes de ensayos, en cada 
uno de los cuales el suceso А tiene igual probabilidad Р (А) = p 
que no depende del número del ensayo, se llama esquema de Bernoulli. 

De este modo en el esquema de Bernoulli cada ensayo tiene 
solamente dos resultados: 1) el suceso A («éxito») y 2) el suceso А 
(«fracaso») que se producen con probabilidades constantes Р (4) =p 
y P (А) = q; es evidente que p +q = 1. 

Examinemos un problema: calcular en las condiciones del es- 
quema de Bernoulli la probabilidad Р, (m) (0 < m < n) de que 
en n ensayos el suceso А, que tiene una misma probabilidad Р (4)= 
= p para cada ensayo por separado, se produzca exactamente m 
veces. 

Las series de ensayos favorables son aquí de la forma 


AaAa, ... Aan 


donde Аш = А о Я (i= 1, 2, .... п), además, el suceso А se 
repite exactamente m veces y el suceso Л oxactamente (п — т) 
veces. Como los ensayos son independientes, la probabilidad de la 
realización de una serie favorable es igual a 


pro 


donde p = P (4), q = P (A) = 1 — p. Todas las series favorables 
se obtienen como resultado de Ja elección de m números diferentes 
de ensayos del número total de л números y, por consiguiente, su 
número es igual a Сут. De aquí, aplicando el teorema de adición de 
probabilidades para el caso de sucesos incompatibles obtenemos la 
Jórmula de Bernoulli 


Р, (m) = Congo pg (0 


рага la probabilidad de la realización de la eventualidad А exacta- 
mente m veces en el curso de n ensayos. 

Esta fórmula зе llama también binomial, porque su segundo miem- 
bro representa el (m + 1)-ésimo término del binomio de Newton 


(a + р)" = Cag” + Срд" + Сір“ + ... + Спр". 

De aquí deducimos la distribución binomial de las probabilida- 
des (véase el $ 15) del número de repeticiones del suceso A durante 
n ensayos independientes: 

1=(@+р)"= Р, (0) + Р„(1)+Р„(2 +... + Р, (п). (2) 


EJEMPLO. Hallar la probabilidad de que en 10 lanzamientos de una moneda 
caiga cara exactamente 5 veces, 
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Aquí la probabilidad de que la moneda caiga cara on un solo ensayo es 
Р +. de donde io = 5 * 


Aplicando la fórmula de Bernoulli tenemos 


пона, (=ч (Y os 


$ 12. Teorema local de Laplace 


Si el número de ensayos n es grande, los cálculos por medio de la 
fórmula de Bernoulli resultan difíciles de realizar. Laplace pro- 
puso una fórmula aproximada importante que permite calcular la 
probabilidad Р, (т) para que un suceso А se realice exactamente m 
veces, si n es un número suficientemente grande, 

TEOREMA DE LAPLACE Sea р == Р (A) la probabilidad de un suceso 
A tal que 0< р < 1. En este caso, la probabilidad para que en las 
condiciones del esquema de Bernoulli el suceso А se produzca en el 
transcurso de n ensayos exactamente т veces, se expresa por la fórmula 
aproximada de Laplace 


1 
PA К 
donde 
тут. 2 
t A й 


Está domostrado que el error relativo del valor obtenido con 
ayuda de la fórmula (1) tiende a cero cuando n —> co. La demostra- 
ción de este teorema se da en cursos completos de la teoría de pro- 
babílidades. 

En el sentido estadístico p = np representa el valor medio del 
númoro de repeticiones m del suceso A en el transcurso de n ensayos; 
de este modo т — np es la desviación del número de repeticiones 
de la eventualidad A respecto a su valor medio. En lo que se refiere 
а la expresión с = V npo, su sentido que se da en la teoría de pro- 
babilidades será explicado más tarde (véase el $ 18). Examinando с 
como una cierta escala de desviaciones en n ensayos, el número £ 
puede ser interpretado como la desviación entre el número de repe- 
ticiones de la eventualidad A y su valor medio medido en esta escala. 

Introduciendo la función 


%0= 2 


Уд 
(sus valores pueden ser hallados en les tablas) se puede escribir la 
fórmula (1) en la forma 


ez (3) 


(4) 
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Puesto que la función Ф, (t) decrece monótonamente cuando 
12 |— оо, рага una misma serio de ensayos (п está fijado) las des- 
viaciones m — np grandes en valor absoluto son menos probables 
que las pequeñas. Esta afirmación es claramente justa para un nú- 
mero suficiente grande de ensayos т, porque la fórmula aproximada 
de Laplace ha sido obtenida teniendo en cuenta esta hipótesis. 


EJEMPLO. La probabilidad de dar en ol blanc: 

disparo, es igual a р = 0,2. ¿Cuál es la proba 

batido exactamente 20 veces en 100 disparos? 
Aquí p = 0,2, g = 0,8, n = 100 y т = 20, de donde 


Vim=VMTTIA=4, 


от un tirador, con un solo 
ай para que ol blanco sea 


y, por consiguiente, 
0. 


т—пр _ 20—400-0,2 _ 
Vapa ж 4 эл 


Teniendo en cuenta que фо (0) = тш” 0,40 la fórmula (1) nos да 


Pros (20)  0,40-= 0,10. 


No hay que asombrarse de que el valor do la probabilidad sea poqueño; 

20 impactos exactamente en 100 disparos es un suceso relativamente raro, Un 
Suceso casi cierto es aquí dar en el blanco aproximadamente 20 voces. Por ojom- 
lo, la probabilidad Р de la desigualdad 15 < m 5 que incluye 11 valores 
lo m = 15, 16, ....., 24, 25 es próxima a la unidad. Se puede verificarlo cal- 
culando esta probabilidad por la fórmula 


25 
Y) Pro do. 
ls 


$ 13. Teorema integral de Laplace 


Tratemos de calcular la probabilidad Р, (m,, m,) de que епт 
ensayos de Bernoulli el número de repeticiones de un suceso A de 
probabilidad P (А) = p (0 < p < 1) no sea inferior a m, ni supe- 
rior а my veces. 

En virtud del teorema de adición de probabilidades en el caso 
de sucesos incompatibles, obtendremos 


Pa (mu тут 3 Pa (m). o 


De aquí, utilizando el teorema local de Laplace tendremos aproxi- 
madamente 


Pa (My т) D) уа Po ln), 2 
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donde 
= тар 
== (тт) (3) 
y ía 
A е *. w 
Tenemos 
= — Memo mp _4 
Atm = tm = -1 = 
a Упра Vip Ур 
y, por consiguiente, 
т 
Р, (т, туул ў Po (tm) Atm- (5) 


La suma (5) es integral para la función фо (£) sobre el intervalo 
tm StS tm, Cuando n— оо, es decir, cuando Atm —>0 su lf- 
mito es, la integral definida correspondiente. Por eso, suponiendo 
que n es suficientemente grande obtenemos la fórmula aproximada 


t tm 


Р, (тү, т.) = ad | “Ta, (6) 
ү \ 


donde 


Esto es el contenido del teorema integral de Laplace. introducimos 
la integral estándar de probabilidades (función de Laplace) 


Н e e 
D= | (0ш = E je T åt, (7) 


que es evidentemente la primitiva de la función фо (2). 

En este caso, en virtud de la fórmula de Newton—Leibniz tendre- 
mos de la (6) 

Р» (ту, ту) = Do (trm) — Do (lm). (8) 

La fórmula (8) da el valor aproximado de la probabilidad para 
que el número т de repeticiones del suceso A еп el transcurso de n 
ensayos satisfaga la desigualdad m, < т < m, y, por consiguien- 
to, la variable aleatoria £ satisface la desigualdad tm << tm,- 
Esta fórmula se escribe frecuentemente así: 
P (mmm) =P (tm SES lp) = Ф (tm) — Do (tm) (8) 
(fórmula integral de Laplace). 
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La integral Ф, (2) no se expresa por medio de funciones elementa- 
les; para su cálculo se utilizan tablas especiales que se hallan gene- 
ralmente en cursos completos de la teoría de probabilidades. 

Citamos una parte de esa tabla. 


Tabla de valores de la función Do (2) 
a [o fos |+ [as [2 [25 |3 
ози | 0,533 | 0,477 | 0,4% | 0,500 


ow | | 0,102 


La función Ф, (т) (fig. 270) posee las propiedades siguientes 
4) 0, (0) = 0: 2) Ф, (+00) = $ (véase el $ 4 del cap. XXIV); 
3) la función Ф, (2) es impar, es decir, Ф, (—2) = —0, (2) (por eso 

Y 


ve 


yt) 


Fig. 270 


по es necesario indicar en la tabla los valores de la función Фу(х) 
para valores negativos del argumento), en particular, Ф, (—00) = 
= — + 4) Ф, (2) es una función monótonamente creciente (esto re- 
sulta del hecho de que Ф; (2) = Ф (2) > 0). Рага z > 3 se puedo 
admitir quo Фе (z) = 0,500 con exactitud de hasta milésimos. 


EJEMPLO: La probabilidad de batir el blanco disparando ча solo tiro de 
cañón es і; a p = 0,2. ¿Cuál es la probabilidad de que el blanco sea batido 
no menos de 20 veces con una descarga de 100 cañones? 

Aquí п = 100, 20 < т < 100. Tenemos 

Ипра = V WIZ0B=4. 
De donde 
а эсиз м 


100—100-0,2 _ „у 
па AG 20, 


Aplicando la fórmula (8) obtenemos 
Р (20 < т < 100) = O, (20) — O, (0) = 0,500 — 0 = 0,500. 
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proBLemA Hallar en las condiciones del esquema de Bernoulli la 
probabilidad de que la desviación entre la frecuencia de un su- 


ceso А у su probabilidad Р (А) = p (0 < p < 1) no sea en valor 
absoluto superior а un número dado e > 0. 
Designaremos esta probabilidad por la notación 


m 
P( |2—»]<e). 
De la desigualdad 
|E—»|<e 0) 
obtenemos una desigualdad equivalente 
Іт прі < пе, o bien —ne<m—np<ne. 
De aquí, considerando que 
¿mp 
Vapa 


tendremos 


== Y Esie yV E 


Mediante la fórmula (8'), teniendo en cuenta el hecho de que la 
función Фе (2) es impar, hallamos 


P(| ре) РО аец) Ф (90 (1)= 
2%, 0) 20, («ү -— 


Como Ф,(+ ө) =, эф, (у) > 1 cuando п оо. 


De este modo, en las condiciones del esquema de Bernoulli por más 
pequeña que sea e > © se puede esperar con una probabilidad tan 
próxima como se quiera a la unidad que para un número n de ensayos 
suficientemente grande la desviación (9) entre la frecuencia de repeticio- 
nes del suceso Á y su probabilidad será inferior, en valor absoluto, al 
número e (ley de «grandes números» en la forma de Bernoulli). 


$ 14. Teorema de Poisson 


Supongamos que se efectúan n ensayos sucesivos independientes 
(в = 1, 2, 3, ...) у que la probabilidad de la realización de un 
suceso dado А en esta serie Р (А) = pa > 0 depende de su número 
п y tiende a cero cuando п —> оо (sucesión de «sucesos raros»). Su- 
pongamos también que en cada serie de ensayos el valor medio del 
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número de repeticiones del suceso A es constante: 


npa = p = const; a) 
de donde 
=. B 


En virtud de la fórmula binomial ($ 11) para la probabilidad 
de una manifestación del suceso A en la n-ésima serie, exactamente 
m veces, tenemos la expresión 


Р, (т) = Стрт (1 por СТ (E) (1E O 
беа т dado у n— оо. En este caso, 


к\т 202) 0 (MD) m 
ca ($) == min „= 


um 1 2 m=i pm 
rt +) (15) + (1-22) 47. 
Además (véase el $ 12 del cap. VII), teniendo en cuenta que 


lim (1-+a)* 
ao 


e 


y, por consiguiente, 
1 


lím (1— a)" =e, 
а-0 


tenemos 
© 
д A ДЕЧҮ үзө „у „ш 
E 0 
si n— o. 


De oste modo, pasando al límite en la fórmula (3) cuando n > оо, 
obtendremos 


lím Р, (т) = Шю Ст. (E) ™. иш (1 В)" =E e-u, (4) 
ho Op) ва (do = 


Si л өз grande, la probabilidad Р, (m) difiere tan poco como se 
quiera do su límite (4). De aquí, para la probabilidad buscada 
Pn (т) tenemos la fórmula aproximada de Poisson cuando los valo- 
res de n son grandes 

A Р, (m) ае ens, (5) 
dondo н = np, (teorema de Poisson). 

En goneral, la fórmula de Poisson puede ser aplicada en los 
casos cuando el número de ensayos л es «grande», la probabilidad 
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de la eventualidad р, = p es «pequeña» y p = np es «пі pequeño, 
ni grande». 

La fórmula de Poisson halla aplicaciones en la teoría de las 
colas. 

EJEMPLO. En la producción en masa de un cierto producto la probabilidad 
de obtener un artículo no estándar es de 0,01, ¿Cuál es la probabilidad рага que 
on un loto de 400 artículos so hallen 2 uoidades no estándaros? 

Aquí la probabilidad p = 0,01 es poqueña y el número n = 100 es grande, 
entonces 

p = np = 100-0,01 = 1. 

Aplicando la ley de Poisson a la probabilidad buscada obtendremos ol 

valor siguiente 


Рум (2) = + eham ermos, 


С. VARIABLE ALEATORIA 
Y SUS CARACTERÍSTICAS NUMÉRICAS 


$ 15. Variable aleatoria discreta y su ley 
de distribución 


na variable se llama aleatoria, si ella adquiere sus valores se- 
gún los resultados de un ensayo (de un experimento), además, para 
cada resultado elemental su valor es único. Una variable aleatoria 
se llama discreta (en sentido estricto), si el conjunto de sus valoros 
posibles es finito. 

Geométricamente el conjunto de todos los valores posibles que 
puedo tomar una variable aleatoria discreta representa un sistema 
finito de puntos del eje numérico. 

Sea X una variable aleatoria discreta cuyos únicos valores posi- 
bles son los números 


E Ao 
Designemos por 


ре Р(Х =) (=1,2,..., п) 


las probabilidades de estos valores (es decir, p; es la probabilidad 
para que X tome el valor г). 


Los sucesos X = z; (t = 1, 2,..., n) forman evidentemente 
un sistema completo de eventualidades por eso 
Pit Pat- + рп = 1. (1) 


DEFINICION. Llámase ley de distribución de una variable aleatoria 
discreta a toda relación que establece una correspondencia entre todos 
los valores posibles de esta variable y sus probabilidades. 

En los casos más simples la ley de distribución de una variable 
aleatoria discreta X puede ser cómodamente dada por una tabla: 


350102 
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Aquí la primera fila contiene todos los valores posibles que puede 
tomar la variable aleatoria y la segunda fila, sus probabilidades. 
Notemos que, si fuese necesario, la tabla de valores de una va- 
riable aleatoria discreta X puede siempre ser completada, de un 
modo formal, por un conjunto finito de números cualesquiera con- 
siderando que sus valores X tengan probabilidades nulas. 


EJEMPLO 1 En una lotería de 10 000 ballotes hay 1 premio de 1000 rublos, 
10 premios de 100 rublos y 100 premios de 1 rublo. Hallar la ley de repartición 
del premio aloatorio X para el poseedor de un solo billete do lotería. 

"Aquí los valores posibles de X воп: 


z, = 1000, 23=400, 73 =1, x=0 
Sus probabilidades respectivas son: 
ру == 0,0001, рь == 0,001, рз = 0,01, ра = 1 — (Pi + P: + Рз) œ% 0,9889 
La ley de distribución del premio X puede ser dada por la tabla: 


1000 | ноо | 1 o 
P [ бон j 0,001 [ o,o | 0,0889 


EJEMPLO 2. El número т de repoticiones de un suceso А еп el transcurso do 
n ensayos independientes puede ser considerado como una variable aleatoria X 
que puedo tomar los valores m = 0, 1,2, ..., л, La loy do distribución do 
esta variablo está dada por la fórmula binomial 


Pm =P (X = m) = CRo, 


dondo p = P (А), q = P (A) = 1 — p (distribución binomial) 

En particular, si p es pequeño y n es grande y que pn = p es una magni- 
tud limitada colocada entre dos números positivos fijos, es justa la repartición 
de Poison aproxi 


рюһ=Р(Х=тум LP (m=, 1, 2, 0.1). 
ml 


$ 16. Esperanza matemática 


DEFINICION. Llámase esperanza matemática de una variable aleato- 
ria discreta a la suma de los productos pares de todos sus valores por 
us probabilidades. 

Si д, Zas . . -, Zn es un juego (completo) de todos los valores 
de una variable aleatoria discreta X y Pi, Pz» ...‚, ра Son las pro- 
babilidades que les corresponden, entonces designando por la letra 
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M la esperanza matemática tendremos 


м(ху= tpo (0) 
donde 
È p=. @) 


Es evidente que la esperanza matemáti de una variable aleato- 
ria X no será modificada, si la tabla de valores de esta variable se 
completa de un conjunto finito de cualquier número, considerando 
que las probabilidades de estos números son iguales a cero. 

La esperanza matemática M (X) de una variable aleatoria Х 
es una magnitud constante y por eso ella representa la característica 
numérica de esta variable X. 


del JPEMPLO. Hallar la esperanza matemática del premio X on ol ejemplo 4 
e . 
Utilizando la tabla que allá figura tenemos 
М (X) = 1000-0,0001 + 100-0,001 + 1-0,01 + 0-0,9889 == 0,21 rublo = 

== 21 kopoks. 


pinos fácil comprender que M (X) = 21 kopeks es el precio «equitativo» del 
illete. 


OBSERVACIÓN і Algunos términos zıp; (i = 1, 2, ..., п) de la 
suma (1) son las esperanzas matemáticas de las variables aleatorias 
Х,(@ == 1, 2, ..., n) cuyos valores posibles son z; у 0 con las 
probabilidades” respectivas p; y 1— Pr 

OBSERVACION 2 Sean т = mín z; y z = máx г, el menor y mayor 


de los valores posibles de la variable aleatoria X. Tenemos 


А m РИ 
У ар<7 зр Ў ер 
2 2 a 


De este modo 
ЖМ (X)<z. 6) 


Entonces, la esperanza matemática de una variable aleatoria es 
un cierto valor medio de esta variable. 

OBSERVACION 3 La esperanza matemática del número de repeti- 
ciones de un suceso А en un solo ensayo coincide con la probabilidad 
de este suceso P (A) = p. 

Efectivamente, sea X el número de repeticiones del suceso A 
en un ensayo dado. La variable aleatoria X puede tomar dos valo- 


з 
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ros: лү = 1 (el suceso A ha tenido lugar) con la probabilidad р, = p 
y ж, — 0 (е1 suceso А по se ha producido) con la probabilidad р, 
=1i-p-=4- 

Por eso 


M(X) = i-p +09 p 


$ 17. Propiedades principales 
de la esperanza matemática 


propiedades más importantes de la esperanza matemática 
serán demostradas en este párrafo para las variables aleatorias discre- 
tas. Sin embargo, los teoremas correspondientes son válidos para las 
variables aleatorias continuas, por eso al enunciar estos teoremas 
по mencionaremos las variables aleatorias examinadas son 
discrotas. 

Tenemos que poner en claro el sentido de las operaciones atitmé- 
ticas X + Y, X — Y, XY, ctc., donde X е Y son variables aloato- 
vias discrotas. No es 1 dar las definiciones correspondientes. 

Por ejemplo, se Пата suma X + Y а una variable aleatoria Z 
cuyos valores son sumas admisibles жу > т, + уу, donde т, e y; 
son todos los valores posibles que pueden tomar respectivamento las 
variables aleatorias X e Y; además, Jas probabilidades correspon- 
dientes son iguales 


ny = P (Z= а) = P(X =z) PAY = yX = xi). 


Si una combinación cualquiera zy + y, es imposible, se conside- 
ra condicionalmente que л = 0; esto no ejercerá influencia en Ja 
esperanza matemática de la suma. 

Se definen de modo análogo las otras expresiones. 

Se distinguen también variables aleatorias independientes y de- 
pendientes. Dos variables aleatorias se consideran independientes, 
si los valores posibles y la ley de distribución de cada una de ellas 
permanecen invariables, al elegir cualesquiera valores admisiblos 
de la otra variable. En el caso contrario, las variables son depen- 
dientes. Algunas variables aleatorias se llaman mutuamente indepen- 
dientes, si los valores posibles y las leyes de distribución de cada 
una de ellas no dependen de los valores posibles tomados por las 


otras variables. 
TEOREMA 1 La esperanza matemática de una magnitud constante 


es igual a esta constante, es decir, зї С es una magnitud constante, 
M(C)=C. 


DEMOSTRACION. La constante C puede ser considerada como una 
variable aleatoria discreta que toma un solo valor posible С con 
probabilidad p = 1. Por eso 

M(C)=C-1=C. 
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TEOREMA 2 La esperanza matemática de la suma de dos (о varias) 
variables aleatorias es igual а la suma de las esperanzas matemáticas 
de cada una de ellas, es decir, si X e Y son variables aleatorias, en- 


tonces 
M (X +Y) = M (X) + М (У), 

DEMOSTRACION. 1) Supongamos que Ja variable uleatoria X toma 
los valores z; con las probabilidades p; (i = 1, 2, ..., n) y la va- 
riable Y, toma los valores y, con las probabilidades р} ( = 1, 2, .. 

=, т). Los valores posibles de la variable aleatoria X + Y serás 
en este caso las sumas =, + y, cuyas probabilidades son iguales а 
ny = P (X =x)P (Y = yX =з) = 

= P (Y = y) P (X = zY = у). (3) 

Como hemos dicho más arriba, todas las combinaciones (i, j) 
Q=1, 2... m j= 1, 2, ..., т) pueden ser consideradas 
como admisibles. Con todo, si la suma z; +- уу es imposible, se su- 
pone que лү) = 0. 

Tenemos 


MARN YY eite 2, O) 


Utilizando las propiedades evidentes de Ja suma: 1) la suma по 
depende del orden de términos y 2) se puede sacar del signo de la 
suma un factor que no depende del índice de adición; se deduce de 


la (4) que 
М(Х+У) =) =) ш+ и 2, лу. (5) 


б. 


La suma У) лү, representa la probabilidad de un suceso que con- 
Я 


siste en que la variable aleatoria X toma el valor х, a condición de 
que la otra variable aleatoria Y tome uno de sus valores posibles 
(que es cierto); es evidente que este suceso complejo es equivalente 
а que X toma el valor z; y por eso 


È лә=Р(К=щу= p 
De modo análogo 
È Tu= PY =y) =p). 
En este caso, mediante la fórmula (5) obtenemos 
a = 
мұх+у)= анъ уру = М (Х) 4 М (Y), 


que es lo que so debía demostrar. 
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2) En el caso de varias variables aleatorias, por ejemplo, de 
tres X, Y y Z tenemos 


M(X +Y +2) =MUX +Y) +Z = M(X +Y) + M (Z) = 
= M (X) + M (Y) + M (2), 


eto, 
coroLamo Si С es una magnitud constante, 


M(X+C)=M(X)+C. 


TEOREMA 3. La esperanza matemática del producto de dos variables 
aleatorias independientes es igual al producto de sus esperanzas mate- 
máticas, es decir, 


M (XY) = M (X) MM, (6) 


donde X е Y son variables aleato! independientes. 

DEMOSTRACIÓN. Sean (т, р) (i= 1, 2, ..., n) e (у, р) (0 = 
= 1, 2, ..., т) las respectivas leyes de distribución de las varia- 
bles aleatorias X e Y. Las variables X e Y son independientes, por 
eso todos los valores posibles que puede tomar la variable aleatoria 
XY son los productos de la forma ziy; (1 == 1, 2,..., п, j= 
= 1,2, ..., т). Con todo eso, las probabilidades de estos valores, 
según el teorema de la multiplicación, para sucesos independientes 
son iguales a рур}. 

Tenemos 


m s 
М(ХУ)= Y Ў ewp = 0), ари X u= 


=Š ap MOMMY) @ 


que es lo que se debía demostrar. 

COROLARIO 1. La esperanza matemática del producto de varias va- 
riables aleatorias mutuamente independientes es igual al producto de 
las esperanzas matemáticas de estas magnitudes. 

En efecto para tres variables aleatorias mutuamente indepen- 
dientes X, Y, Z, por ejemplo, tenemos 
M (XYZ) = MUXY) Z) = M (XY) M (Z) = M (X) M (Y) M (Z), 
ete. 

COROLARIO 2 Se puede sacar un factor constante del signo de la espe- 
ranza maemática. 

Si C es una constante y X una variable aleatoria cualquiera, apli- 
cando el teorema 1 y teniendo en cuenta el hecho de que C y X son 
independientes, obtendremos 


M (CX) = M (C) M (X) = CM (X). 
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coroLaRIo з La esperanza matemática de la diferencia de dos va- 

riables aleatorias cualesquiera X e Y es igual a la diferencia de las 
esperanzas matemáticas de estas variables, es decir, 
M (X — Y) = M (X) — M (У). 


Efectivamente, aplicando el teorema sobre la suma de las espe- 
ranzas matemáticas y el corolario 2 obtendremos 


M(X — Y) = МІХ + (Y) = M (X) + M (—Y) = 
~ M (X) + (—1) M (Y) = M (X) — M (Y). 
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Sea X una variable aleatoria y M (X) la esperanza matemática 
de esta variable (valor medio) La variable aleatoria X — M (X) 
se llama desviación. 

TEOREMA 1 La esperanza matemática de la desviación de toda 
variable aleatoria X es igual a cero, es decir, 


MIX — M (X) =0. 


DEMOSTRACIÓN. Efectivamente, teniendo en cuenta que M (X) es 
una magnitud constante tenemos 
M IX — M (X)| = M (X) — M IM (Х) = M (X) — M (X) =0. 
pReINICIÓON Se Пата dispersión (varianza) de una variable aleato- 
ria a la esperanza matemática del cuadrado de la desviación entre esta 
variable y su esperanza matemática. 
De aquí, designando la varianza por la letra D tendremos para 
una variable aleatoria X 


D (X) = M {IX — м (ХР). (1) 
Es evidente que la varianza de una variable aleatoria es cons- 


tante, es decir, es una característica numérica de esta variable. 
Si la ley de distribución de una variable aleatoria X es (тү, ру) 


@ =1, 2, - . ., n), notando, para abreviar, M (X) = p tendremos 
por medio de la fórmula (1) 
рху= Ў, (z1— Y pi- (2) 


La raíz cuadrada de la disporsión D (X) de una variable aleato- 
ria se llama desviación cuadrática media о (de otro modo, desviación 
estándar) de esta variable: 


o(X)= VD). @› 
EJEMPLO, Sea una variable aleatoria cuya ley de distribución está dada 
por la tabla siguiente 
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Determinar la esperanza matemática M (X), la varianza D (X) y la des- 
viación cuadrática media o (X) de esta variable 
Tenemos 


M (X) 


1 lipa a 
GO 20-7 ts 
de donde 
1 „1 А 
D(X) = (4 И @0— tgh (20 — MPG = 38 


0(X)=VDIX) = V5 я 5,75, 


La varianza D (X) sievo de medida de la dispersión de una varinble aleato- 
ria discreta X. Efectivamente supongamos que D (X) sea pequeña. En este caso, 
do la fórmula (2) resulta que todos los términos (r= Р-Р, 2 о, n) 
son igualmente pequeños, De aquí se deduce que al omitir valores que tienen 
probabilidad pequeña (tales valores son prácticamente imposibles), todos los 
otros тү difieren poco de р. De este modo, cuando la varianza D (X) es pequeña 
resulta casi cierto que los valores que toma la variable aleatoria se concentran 
corca de su esperanza matemática (la excepción puede ser de un número relati- 
amonte pequeño de algunos valores). En particular, si D (X) = 0, es evidente 
que Х = н y la variable aleatoria representa un punto del eje numérico. 
contrario, si D (X) es grande, la concentración de valores de la variable aleato- 
па X alrededor de un contro cualquiera se excluye. 


тЕоңкМА 2 La varianza de una variable aleatoria es igual а la 
diferencia entre la esperanza matemática del cuadrado de esta variable 
y el cuadrado de su esperanza matemática, es decir 


D (X) = M (X°) — IM (XP. (4) 
Demostracion Aplicando los teoremas fundarentales sobre las 
esperanzas matemáticas de variables aleatorias tenemos 
D (X) = МЦХ — М(Х)} = M {X° — 2XM (X) + [M (0) = 
= M (X?) — 2M (X)-M (X) + IM (OP = 
= M (ХЗ) — (М (X)P- 
TEOREMA З La varianza de una magnitud constante es igual а cero. 


Efectivamente, si С es una magnitud constante, M (C) = C y 
por consiguiente 


D (C) = M (C — суй = M (0) = 0. 


Este resultado es evidente porque una magnitud constante se 
representa рог un solo punto sobre el eje numérico Oz y no tiene 
dispersión. 
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TEOREMA 4. La varianza de una suma de dos variables aleatorias 
independientes X e Y es igual a la suma de las varianzas de estas va- 
riables, es decir, 


D (X +Y) =D (X) +D (Y). (5) 
Demostracion Puesto que 
M (X +Y) = M(X) +MY), (6) 


tenemos 
Р(Х) = МОХУ) М(Х У) = 
= МО М(Х) + (YM (PP) = 
=МХ—М (Хур) +M {1Y —M (YV + 
42M {1X —M (XIV —М (У)) =D (X) + D (Y)+2K (X, Y), 
donde 
K(X. Y)= МХ М(Х) — М (¥))} 
es un momento llamado momento de correlación de las variables X 
e Y. Si las variables aleatorias X e Y son independientes, las varia- 
bles aleatorias X — M (X) e Y — M (Y) quo difieren de X e Y en 


magnitudes constantes, son evidentemente también independien- 
tes. Por eso, en virtud del teorema 3 del $ 17 y dol teorema 1 tene- 


mos 
K (X, У) = MIX — M (X))-M IY — M (Y) = 0 


y entonces la fórmulas (8) es verídica. 

COROLARIO 1. La varianza de una suma de varias variables aleato- 
rias mutuamente independientes es igual a la suma de las varianzas de 
estas variables. 

COROLARIO 2. Si C es una magnitud constante, 


DJ] (X + ©) =D (X). 
De este modo, las variables aleatorias X y X + С tienen una 
misma medida de la dispersión. 


TEOREMA 6. Se puede sacar un factor constante del signo de la va- 
rianza elevándolo al cuadrado, es decir, 


D (CX) = CD (X). 
Demostracion Si С es un factor constante, aplicando el teore- 
ma 2 obtendremos 
D (CX) = M (СХ?) — [M (CX)] = СМ (ХЭ) — 
= C [M (х)? = С? (X). 


De este modo, la varianza de la variable CX es C? veces mayor 
que la varianza de la variable X. 
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conorarto. La varianza de la diferencia de dos variables aleatorias 
independientes es igual a la suma de las varianzas de estas variables, 
es decir, si las variables aleatorias X e Y son independientes, 


D (X — Y) = D (X) +D (Y). 

Efectivamente, en virtud de los teoremas 4 y 5 tenemos 

D (X —Y) =D iX + (YN =D (X) + D (—Y) = 
=D (X) HDD (Y) =D (X) +D (У). 

La esperanza matemática y la varianza de la variable aleatoria 
son sus características numéricas esenciales. 

PROBLemA Determinar la esperanza matemática y la varianza 
del número X de repeticiones de un suceso А en п ensayos indepen- 


dientes sabiendo que en cada uno de ellos la probabilidad del suceso 
A es constante: P (A) = p. 


La variable aleatoria X toma los valores 0, 1, 2, ..., n y зе 
ropite según una ley binomial 
Pm = P (X = m) = CR р" (m = 0, 1,2. п), D 


donde q = P (4) = 1 — p. 
La variable X puede ser considerada como una suma de variables 
aleatorias independientes: 
X=X tX t+. БХ, 


donde X, (1 = 1, 2, . - ., n) es el número de realizaciones del suceso 

A en el i-ésimo onsayo. La variable aleatoria Х, toma solamente dos 

valores: 1, si el suceso А ha aparecido en el t-ésimo ensayo y 0, зі el 

suceso А no se ha producido en el ¿$simo ensayo. Las probabilida- 
dos de estos valores son P (А) = p y P (4) = q. Do aquí 
М(Х) = 1-р 0-9 ер (=1,2...) 

(véase también el $ 16). Aplicando el teorema sobre la esperanza 

matemática de una suma de unas variables tendremos 

M (X) = М(Х) +M (X) +... +M (Xa) = пр. (8) 

De oste modo, la esperanza matemática del número de repoticio- 

nes del А coincide en las condiciones del esquema de Bernoulli, con 

el «numero medio» de realizaciones de este suceso en la serie de en- 


sayos dada. 
Para la dispersión de la variable alertoria X; obtendremos 


D (X) = (1—pYp + (0 — р)? = 4р + pa = 
= pq (9 + р) = РЯ. 
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De donde, utilizando la propiedad de la varianza de la suma de va- 
viables aleatorias independientes (teorema 4) tendremos 


D (X) =D (X) +D (X) +... +D (Xn) = npg. (9) 
Por eso la desviación cuadrática medja (estándar) es 
0 (X) =VD(X) = Упра (10) 


Las fórmulas (8) y (9) dan la esperanza matemática y la varian- 
za para la ley de distribución binomial, 
OBSERVACIÓN Se haco comprensible ahora ol sentido de la variable aleatoria 


t= 
Упра 
que figura en las fórmulas aproximadas de Laplace ($$ 12 y 13), a saber, г 
representa la desviación ontre el número de repeticiones del suceso А у ви ospe- 
ranza matemática medida en estándares (llamadas desviación normal). 
Examinemos n variablos aleatorias discretas, independientes de 
раг en par Ху, Xa, ..., Xa cuyas varianzas D (X,) (i =1,2,... 
‚++ n) están uniformemente acotadas 
OSD(X)SK (4, 2,..., п). 


Estas variables pueden presentar una dispersión considerable, pero 
su media aritmética 


Xn 


FA + ХЫ) 


es suficientemente «centrada». 
En estas condiciones tiene lugar el notable teorema de Chéby- 
shev: para cualquier e 2-0 la probabilidad de la desigualdad 


ІХ, — M (Ån) |< e donde 


А 
м) У M(X), 


а 
es tan próxima como se quiera a1, si el número п de variables aleatorias 
es suficientemente grande, es decir, 

lim Р (Å —M(X,)] <e)=1 


(ley de grandes números en la forma de Chébyshov). 
1 teorema de Chébyshev se aplica en la teoría de errores, en 
estadística, ete. 
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$ 19. Variables alealorias continuas, 
Funciones de distribución 


Una variable aleatoria X se llama continua, si ella puede tomar 
todos los valores reales que contiene cierto intervalo finito o infi- 
nito (a, b) del eje numérico. Se supone que en cada ensayo la varia- 
ble aleatoria X toma un valor y solamente uno z € (a, b). Hace 
falta remarcar que las variables discretas y continuas no abarcan a 
todos los tipos de variables aleatorias. 

Para caracterizar una variable aleatoria continua X se introduce 
su función de distribución 


Ф (0) = P (~ < X < a) 0 


que se lama ley de distribución integral”). 

Si los valores tomados por la variable aleatoria X se consideran 
como puntos del eje numérico Ox, entonces Ф (т) representa la pro- 
babilidad del suceso que consiste en que el valor observado de 
la variable aleatoria X pertenece al intervalo (—oo, л), es decir, 
está situado а la izquierda del punto z. Este intervalo depende del 
extremo derecho х y por eso la probabilidad es naturalmente una 
función de x definida sobre todo el eje —со < xz < +00. 

Notemos que la función de distribución tiene también sentido 
para las variables aleatorias discrotas, 

La función de distribución Ф (z) posee las propiedades siguientes. 

T. 0 (т) es una función no decreciente del argumento x, es decir, 
sia<a, Фо) < Ф (2). 

En efecto, si 2° > х, el suceso X Є (—oo, т) implica evidento- 
mente X € (—oo, 2”). Pero en este caso la probabilidad Ф (x') del 
segundo suceso no es inferior a la probabilidad Ф (з) del primero 
(teorema 2 del $ 3). 

П. Puesto que Ф (2) es una probabilidad, es válida la desi- 


gualdad 
о<Ф(а)<с1!. 


HL Ф(—со) = 0, Ф (+00) = 1. 

En efecto, el suceso X Є (—оо, —оо) es evidentemente imposible 
y el suceso X Є (—oo, +00) es cierto. 

Conociendo la función de distribución Ф (х) se puede determinar 
para cada intervalo la, b) la probabilidad Р (a < X < b) para que 
la variable aleatoria X se encuentre en este intervalo (se ha 
convenido aquí incluir en este intervalo el extremo izquierdo a y 
no incluir el extremo derecho b). 

En efecto, sean А el suceso X € (—оо, а), B el suceso X € (—0o, b) 
y C el suceso X € la, b). 


1) El término probabi 


4 lo entendemos aquí en sentido"axiomático. 
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En este caso es evidentemente 
В = А +С. 


Como los sucesos A у С son incompatibles, aplicando el teorema de 
probabilidades obtenemos Р (B) = Р (А) + Р (С), de donde 


Р (С) = P (B) — P (A), 
P (a < X < b) = Ф (b) —0 (a). [0] 


En virtud de la propiedad 1: Ф (b) — Ф (а) >0. 

De este modo, la probabilidad de que la variable aleatoria X tome 
un valor perteneciente al intervalo la, b) es igual al incremento de la 
Јипсібп de distribución de esta variable sobre este intervalo. 

En el texto que sigue una variable aleatoria X será llamada con- 
tinua solamente en el casu cuando su función de distribución Ф (2) 
es continua sobre el eje (—оо, +00). 

ronema La probabilidad (а priori) de que una variable aleatoria 
X tome un valor a estrictamente determinado de antemano es igual a 
cero. 

DPMOSTRACIÓN. Efectivamente, en virtud de la fórmula (2) te- 
nemos 


es decir, 


P (а< X < з) = Ф (2) — Ф (а). (3) 


Supongamos que = —» а; en este caso el intervalo [а, х) contendrá 
dentro del límite un solo punto a. Además, en virtud do la continui- 
dad de la función Ф (т) еп el punto a tenemos 


lim D()=0(0). 


Pasando al límite en la igualdad (3) cuando z— а obtendremos 
Р (а) = lím Ф (ә) — Ф (а) = Ф (а) —0 (a) = 0. 


De este modo, cuando la función de distribución es continua la 
probabilidad de «caer en el punto» es nula. 
COROLARIO. Para una variable aleatoria continua X se verifican las 
igualdades 
Р (а Y <b) = Ф (b) —0 (a) (2) 
y 
P(a<X<b)=0(b)—0 (a), e) 
donde Ф (z) = Р (а < X < z) es su función de distribución. En efec- 
to, tenemos 
Pl1EXSD=P(1<X<b+P(X=b)= 
=10 (0) —0 (а)1+0=Ф (6) —0 (a). 
Se demuestra análogamente la segunda igualdad. 
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OBSERVACIÓN, En el caso general puede ser que los sucesos imposibles y las 
eventualidades do probabilidad nula по sean eguivalentes. 


Supongamos ahora que la función de distribución Ф (д) de una 
variable aleatoria continua X admite una derivada continua 

Ф' (0) = Ф (2). (4) 
La función q (z) se Mama densidad de la probabilidad (para una dis- 
tribución dada) o ley de distribución diferencial de la variable aleato- 
ria X. 

El término «densidad de probabilidad» tieno el sentido siguiente: sea [z, 
z- dz] un intervalo infinitamente pequeño. En esto caso, en virtud de la 
fórmula (2”) tenemos 

P (z< X < z+ dz) = Ф (z + dz) — Ф (z). 
Roemplazando el incremento infinitesimal de la función Ф (z + dx) — 


— 0 fs) por su diferencial 0 (а) dz = q (а) de obtendremos una Igualdad 
aproximada 


PSX < z+ dz) = q (2) dz, 


De esto modo, la densidad de la probabilidad оз la relación de 
dad de que un punto зе encuentre en un intervalo infimitesim 
longitud de ese intervalo, 


Como la densidad de probabilidad q (z) os la derivada de la 
función no decreciente Ф (z) ella no es negativa: y (г) > 0. A dife- 


Fig. 271 


rencia de la probabilidad, su densidad puede tomar valores tan gran- 


des como se quiera. 
Como Ф (т) es una primitiva de la función q (2), la fórmula de 


Newton—Leibniz nos da 
ь 


| е0) 42=Ф(0)—Ф(0). 


De aquí, en virtud de la (3') obtenemos 


è 
Р(Х) = \ Фб) dz. (6) 


Geométricamente (fig. 271), esta probabilidad representa el área 
5 del trapecio curvilíneo limitado por la gráfica de la densidad de 
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probabilidad y = q (2), el eje Oz y por dos ordenadas z =a y 
аша 

Suponiendo que а = —oo y b= +00, obtenemos un suceso 
cierto X E (--оо, +00) cuya probabilidad es igual a la unidad. 
Por consiguiente 


РУ 
ў 6) а2=1. @) 
Considerando que en la fórmula (6) а = —оо, b = z y designando, 


para que sea más claro, la variable de integración z por otra letra, t 
por ejemplo (esto es legítimo para una integral definida) obtenemos 
la función de distribución 
Р 
Фау=Р(—о<Х<з)= | pa. (8) 


$ 20. Características numéricas 
de una variable aleatoria continua 


Examínemos un intervalo infinitamente pequeño [z, х -+ del 
como un «punto grueso» z del eje Oz. En este caso, la probabilidad 
de que una variable aleatoria X tome un valor que coincida con 
oste «punto grueso» z es igual a q (z) dz y la esperanza matemática 
de este suceso es 


dM = хф (2) dz. 


Representado la recta — оо < х < +œ como un conjunto in- 
finito de tales «puntos gruesos» obtenemos, por analogía con la de- 
finición de la esperanza matemática de una variable aleatoria discre- 
ta, una definición de una variable aleatoria continua (sólo que 
aquí la adición se reemplaza por la integración). 

DEFINICION. Llámase esperanza matemática de una variable alea- 
toria continua X, a un número 

te 
M(X)= [у zq (202 (1) 


(por supuesto, esta definición tiene sentido solamente para tales varia- 
bles aleatorias X para las cuales la integral (4) es convergente). 

Para la varianza de una variable aleatoria X conservamos la 
definición precedente 


D(X)=M (X—M (Хур). 
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De Ja fórmula (1) se deduce 


+» 
D(X)= \ {®— М (OP (2) г (2) 


(en la hipótesis, claro está, la integral (2) es convergente). Se puede 
utilizar también la fórmula 


ds ы 
DAM (хур= | odr] | zeta. @) 


Se puedo demostrar que las propiedades principales de la esperan- 
za matomática y de la varianza de variables aleatorias discretas 
también se conservan para las variables aleatorias continuas. 
Supongamos ahora que la variable aleatoria continua X toma 
todos los valores posibles que completan el intervalo cerrado la, b]. 
En este caso q (2) = 0 рага —оо < z < a y рага < = < +00 y, 
por consiguiente, 
+5 А e 
M(X)= | (йс \ трба) dz+ | xp (2) ағ 
` 8 Н 
+» è n 
+ Í 20 (2) dz 044 zg (1) d14-0= $ q(2) dz. 
в Н z 
Del modo análogo 


ч А 
р(ху= {д (X) o (2) dz, donde | p(2) dz =1. 


$ 21. Distribución uniforme 


Una variable aleatoria continua X, todos los valores posibles 
de la cual llenan un intervalo cerrado (a, b), se llama uniformemen- 
te distribuida si su densidad de probabilidad Ф (х) es constante sobre 
este intervalo. 

En otras palabras, todos los valores posibles de una variable 
uniformemente distribuida son equiprobables. 

Sea, por ejemplo, X Ela, bl. Puesto que en este caso Ф @= 
= const para х € la, b] y Ф (z) = 0 para г € la, bl, entonces 


R ь 
| ol) 2-00) | 0—0) 000—5 
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de donde 


p(x)= рага aab. 


Sea [a, PlELa, b) (fig. 272). En este caso 


B 
Р=Р(@<Х<Ё®=— | p(z) dr, 
es decir, Ы 


1 
реў 4) 
donde L es la longitud (medida lineal) de todo el intervalo la, 5] 
y 1 es la longitud del intervalo parcial [a, В). 
Los valores de una variable aleatoria X, os decir, los puntos т 
del intervalo cerrado la, b] pueden ser considerados como todos 


. 
521—005 


Fig. 272 


los resultados elementales posibles de un cierto ensayo. Sea que 
un suceso Á consiste en que el resultado del ensayo pertenezca al 
intervalo fæ, В) c la, bl. En este caso los puntos del intervalo 
Іо fl son resultados elementales favorables del suceso A. 

Según la fórmula (1) tenemos una definición geométrica de la 
probabilidad: la probabilidad de un suceso A es la relación entre la 
medida l del conjunto de resultados elementales favorables del suceso 
A, respecto a la medida L del conjunto de todos los resultados elementa- 
les posibles con la hipótesis de que todos estos resultados tienen la misma 
posibilidad de ocurrir 


P(A 


si. 


Esta definición pasa naturalmente la definición clásica de la 
probabilidad al caso de un número infinito de resultados elemen- 
tales. 

Una definición análoga puede sor también introducida cuando 
los resultados elementales de un ensayo represontan puntos en el 
plano o en el espaci 


EJEMPLO. 1. Durante una hora 0 < ё < 1 (£ es medida de tiempo оп horas) 
un solo autobús llega a la parada. ¿Cuál es la probabilidad de que un pasajero 
que ha llegado a esta parada өп el instante de tiempo £ == 0 deba esperar el auto- 
bús no más de 10 minutos? 


300102 
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Aquí el conjunto de todos los resultados elementales forma un intervalo 
cerrado [0, +] cuya longitud temporal Z = 1 y el conjunto de resultados favo- 
rables forma un intervalo cerrado [0, 4/6] cuya longitud 


temporal 1 = de. 


Por eso la probabilidad buscada es 
(ЖЕЗ. 


Ejemplo 2. Sea un cuadrado К de lado а que tiene 
inseripto un círculo 5 (fig. 273). Un punto matorial M 
зе lanza por casualidad en esto cuadrado, ¿Cuál es la 


probabilidad de que este punto dé en este círculo $? 
Aquí el área del cuadrado es К == а? y el área del círculo S= (0/22 = 
= 34. 
Es natural tomar por la probabilidad buscada la relación 
38 ax 
== 24 20,185 
== mss 


Es evidente que esta probabilidad y, por consiguiente, el oúmero л pueden ser 
determinados experimentalmente 


$ 22. La distribución normal 


La distribución de probabilidades de una variablo aleatoria X 
se Лата normal, si su densidad de la probabilidad se subordina a 
la ley de Gauss y a 


ф(х) = ае Мхи, (t) 


donde a, b y х, son constantes tales 
que a>0yb>0. En este caso 
la gráfica de la densidad de la pro- 
babilidad es la curva de Gauss de- 
centrada (fig. 274) simétrica res- 
pecto a la recta т = xp, con orde- Fig. 274 
nada máxima лау а. 

Para comodidad de los cálculos, centremos esta curva introdu- 
ciendo nuevas coordenadas Ё = z — =, y 1 = у. En este caso, la 
ley de Gauss toma la forma 


Ф) = аен" (2) 

y representará la ley de distribución diferencial de la variable aleato- 
ria X= X — tọ 

Las constantes a y b de la fórmula (2) no son arbitrarias 

porque la densidad de probabilidad Ф (E) debe satisfacer la con- 
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«dición 
æ +o 
{ PE) =a { еса 1. (3) 


Efectuando ahora un cambio de variable 


tendremos 


(4) 


(véase ol $ 4 del cap. XXIV). De aquí en virtud de la fórmula (3) 
hallamos 


(5) 
es decir, 
(6) 
De еме modo ЗИ 
rosy Eem o 


Para la esperanza matemática de la variable aleatoria tendremos 
э 8 
MV ma Y/ E | teago 

(debido a que la función a integrar es impar). De aquí, 

M (X) = M (Š + 20) = M (Ñ) + M (2) =0 + ao = to (8) 
De este modo, en el caso de la distribución normal de una variable 
aleatoria X, su esperanza matemática хо coincide con el punto de 
intersección del eje de simetría de la gráfica de la curva de Gauss 
correspondiente y del eje Ох (centro de dispersión). 

Para la dispersión de la variable aleatoria X obtenemos 


р) = м зум (р MX) = 


= 7 pay? 7 Бе-ы'ан (9) 


зве 
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br 
Suponiendo que u=Ẹ y dv= кта=а(—&=—)е inte- 
grando por partes obtenemos teniendo en cuenta la fórmula (4) 


Peera- ьт а-у. 


De este modo de la fórmula (9) deducimos 


VES 
y por consiguiente 


vi~ 
D(X) = р( +r) = D (Š) + D(z) = y +0= 


DX 


(10) 


Do aquí, para la desviación cuadrática media de la variable X 
obtendremos 


о(Х)= VD(X)= 


Al introducir la designación о = с (X), tendremos 


1 F 4 
a Vi 


Introduciendo estos valores en la fórmula (1) obtendremos la forma 
estándar de la ley de distribución normal de la variable aleatoria X 
en la forma diferencial: 


Ф()= "тущ 


donde z, = M (X) у o =VD(X). 

De este modo, la ley de distribución normal depende solamente 
de dos parámetros: de la esperanza matemática y de la desviación 
cuadrática medi 

La ley de distribución normal de una variable aleatoria en la 
forma integral es siguiente 


* (1) 


Da) = 42) 


Las fórmulas (11) y (12) pueden ser simplificadas, si se introduce 
la desviación normalizada 


{ (13) 
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en este caso 


e 
-F 1 
т) е 2 =-7 Wi) 


(véase el $ 12). Suponiendo que en la integral (12) t= 25%, 


di=-E-, obtendremos 


CS ЖО 
ye + e а= + 0 (i), 


donde 2 se determina mediante la fórmula (13) y Do (f) es la inte- 
gral de la probabilidad estándar (véase el $ 13). 

De aquí obtenemos que para una variable aleatoria X que se 
somete a la ley de distribución normal, la probabilidad de que olla 
se encuentre en el intervalo (a, bl es 


Р (а«1=«8) = Ф )—Ф (а) = [4 +0, (25%) ]- 
-[++®% (58) (а) о, (5 


7 

En particular, la probabilidad de que la desviación de la va- 

riable X de su esperanza matemática zo sea, en valor absoluto, 
inferior a œ es igual а 


РОХ < ©) =P (za < X < rota) =2Ф, (4). 
Tomando а = Зс obtendremos 
P (|2— zol < Зо) = 20, (3) = 0,9973, 


ев decir, semejante desviación es casi cierta (regla de las tres sigmas). 
La ley de distribución normal encuentra numerosas aplicaciones 
en teoría de errores, teoría del tiro, en física, etc. 


(14) 


EJERCICIOS 


1. Sean А un suceso aleatorio y C un suceso cierto, ¿Qué so debe entender 
por los sucesos: А + А, АА, A + С, АС? 

2. Un dado se lanza una sola vez. ¿Cuáles son las probabilidades de los 
sucesos siguientes: 4, el dado da el 1; B, el dado da un número impar; С, el dado 
da no menos de 3? 

3. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas negras. ¿Cuántas bolas blan- 
cas haco falta agregar a la urna para que la probabilidad de sacar de ella una 
bola blanca sea no menor de 0,99; 
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4. So sacan al azar 4 bolas de una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 bo- 
las negros. ¿Cuáles son las probabilidades de que; a) el numero de bolas blancas 
sacadas sea igual al de bolos negras; b) el número de bolas blancas sea más gran- 
de que cl de bolas negras? 

`5. Un estudiante ha estudiado 24 billetes de examen sobre un total de 30. 
¿Cuál es la probabilidad (en %) que él responda con éxito en el examen: а) sa- 
tando un solo billete; Ъ) sacando dos billetes, sucesivamente (el billeto sacado 
no se devuelve)? 

6. Tres tiradores disparan simultáneamente contra un blanco. La probabi- 
lidad de dar en el blanco es de 0,9 para el primer tirador, de 0,8 para el segundo 
y 0,0 para ol tercero. ¿Cuál es la probabilidad de que: a) el blanco sea batido al 
menos por un tirador; b) el blanco sea batido al menos por dos tiradores; 
e) ninguno de los tres tiradores dé en el blanco? 

7. Demostrar que si los sucesos A у В son independientes, las eventualida- 
des ï y Æ son también independientes. 


8. La probabilidad de dar en el blanco con un solo tiro os p = + Hallar 


la distribución de эрма del número de impactos т para el número 
total de tiros n == 

9. La probabilidad de dar en el blanco con un solo tiro es p = 0,2. ¿Con 
qué número de tiros el blanco será batido por lo menos una vez con la probabi- 
lidad de 0,999? 
10. Efectuando numerosas medidos del valor de una cierta magnitud se 
obtenido los resultados siguientes (que contenían errores aleatorios): тү == 
‚2 (dos veces), z, = 1,3 (cinco voces); xa = 1,4 (tres veces). Suponiendo que 
estas medidas han sído efectuadas con la misma precisión, calcular la esperanza 
matemática (valor женуу la varianza del resultado do la medida. ¿Cuál es 
el error cundrático medio del resultado de la medida? 

11. Las variables alcatorias discrotas X e Y son independientes. Demostrar 


ме las variables Ẹ = X + С e Y (C es una constante) son también indepen- 
lientes, 
12. Todos los valores de la variable aleatoria X pertenecen al intervalo 


(0, 2), la densidad de la probabilidad es ф (z) at рата 0 <т<1уф (0) = 


=$ paai <x<2. Hallar la función de distribución Ф (2), la esperanza 


matemática M (X) y la varianza D (X). 

13. Una variable aleatoria X está uniformemento distribuida en un inter- 
valo centrado |—1, 1]. Hallar la densidad de probabilidad Ф (z), la esperanza 
matemática M (X), la varianza D (X) y ol estandar о (X). 

14. Mostrar que la curva de Gauss 

ya eno 
с у2л 
tione puntos de inflexión en = = +g. А е 

15, Durante un tiro experimental se descubrió que la desviación А del 
punto de impacto respecto al blanco ha resultado de acuerdo con la ley normal 
соп una esperanza matemática М = 0 y varianza D = 4 m. ¿Cuál ез la pro- 
babilídad de que | A | < 1 m? п 

16. Durante el empaquetamiento de ciertos productos se considera que un 
paquete es estandar, si la desivación entre su masa y la masa dada de 1 kg no 
supera los 20 g (en ambos sentidos), Se ha probado que con un trabajo cuidado- 
s0, el error dela masa obedece а la loy normal con esperanza matemática M = 0 
y desviación cuadrática media о = 10 g. Un lote de 10 000 paquetes de este 
producto contiene 3000 paquetes estándares. ¿Corresponde esta proporción a la 
ley normal dada? 


Capítulo XXVI 


Noción sobre la programación lineal 


$ 1. Espacio vectorial de z dimensiones 


Como hemos visto on el capítulo XVIII, on el espacio tridimensional cada 
vector z puede sor dado por tres coordenadas: x = (2, za, z3}. Genoralizando 
esta propiedad Nogamos а la noción de vector de п dimensiones 

DEFINICION. Un sistema ordenado de п números 2 == (21, ху... Zn) se 
Пата punto de п dimensiones o vector de n dimensiones. 

Los nÚmMOroS тү, Zg, > Tn зе Патап coordenadas dol punto (del vector) 
'supondremos quo ellos son reales: Un vector de coordenadas nulas 0 = (0,0, . 
асыб so llama rector nule. En la representación geométrica ol vector 2 puo“ 
do considerarse como un radio vector del punto correspondionte. 

Por analogía con los vectores tridimensionales se definen las operaciones 
fundamentales para los vectores de n dimensiones æ = {ш žy. -> -+ =n) © 
0 == (Uy Vas > + Ул}. 

т. Igualdad de vectores, Dos vectores son iguales si, y sólo si, sus coordena- 
das correspondientes son las mismas, es decir, si 


== ye ny (=1,2 


sn). 


17. Suma de vectores, Por definición, so suponen que 
EA Y {+ as atyn + + ++ En Hynd 


En particular, para un vector ж == (£,, xa, -+ Zn) Y Su opuesto —л = 
= {=r Ta, - >» —£n) tenemos 
z+ (a) = 0, 
donde 0 es el vector nulo. 
IN. Diferencia de vectores: 


-y= 
Es justa la relación 


(Zi — Vis La — Yas ++ + Fn — Vnd- 


#—ф==#+4—Ю. 
ТУ. Multiplicación por un escalar. Si k ез un escalar, 
ko = {шү + kgs - + a, Ёл). 
V Producto escalar. 


E 
te, y=zy=)) щш. 


El valor absoluto (norma) de un vector = es el número 
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La distancia entre los puntos æ e y se determina por la fórmula 


piz, ю=#—и-{ў 


dol punto z al origen de coordenadas 0. 


En particular | z | es la distanc 
Suponiendo que 
(a, y) = zy cos y 


obtenemos el ángulo formado por dos vectores 


En particular, si 2-y = 0, 9 = 5 (vectores ortogonales). 
Las operaciones I — V presentan las propiedades habituales (véase ol 


cap. ХҮШ), 
En particular, si 


„ой эё. 


es una combinación lineal de los vectores 21, .. ., 2" (los índices de vectores 
se ponen por arriba) Y су, єз, » +; Sm son escalares, entonces 


(б) ato o 


к=. к 


El conjunto de todos los vectores (puntos) de п dimensiones рага los cuales 
están dofínidas las operaciones 1 — Y зе llama espacio euclidiano de n dimensio- 
nes En. 

DEFINICIÓN. Los vectores xl, 2%, e" del espacio Е" se Патап linealmente 
dependientes, st extsten los escalares cy, ca, - -:1 Cm. no todos iguales а cero 
Пее +... +lemi% 0) y tales que 


NÓ: 


En el caso particular en que т == 2, estos vectores se llaman colineales y 
cuando m = З зе denominan соріапагез (compare con los $5 5 y 6 del cap. XVIII). 
En ol caso contrario estos vectores se Патар linealmente independientes, 

Se puede demostrar que en el espacio Е" no pueden haber más de n de vec- 
tores linvalmente independientes. De este modo, la dimensión dim Æ” del 
espacio vectorial Еп puedo ser definida como el número máximo de vectores 
linealmente independientes que contiene este espacio. 

Sean æ Є Е" yal, 2°, ..., х2" vectores linealmente independientes de E”. 
Como los vectores z, at, ж! ч ж" son linealmente dependientes, entonces 


єш= У) сът = 0, 
КЕ 


donde, evidentemente, с + 0. 
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Entonces resulta que 


= РЕ (6-2 


с 
га 


De este modo cada vector z Є Е" puede ser descompuesto (de un solo modo) 
en los vectores zi, ж", En otras palabras, estos vectores forman la 
base del espacio Е". Los números E, ( = 1, 2, ..., п) se llaman coordenadas 
del vector 2 en la base dada zt, ш?, . . ., д". En particular, las coordenadas de 
un vector dado z = (z1 zas > AJ són sus coordenadas on la base de vecto- 
res unitarios 


emi, 0, 0, 
мә е®ә{0,0,0,. 


0), ез={0,4,0,. 
, De 


$ 2. Conjuntos en un espacio de n dimensiones 


Un conjunto de puntos 2 = {z}, =., 2n) de un espacio de п dimensio- 
nes Æ” se lama conjunto de esto espacio, 
El conjunto de puntos = tales que 
0< p (a, 20) < e, 


lo llamaremos entorno U, del punto г» (o más exactamente, e-entorno). El 
punto =, no pertenece a su untorno, es decir, el entorno está punteado, 
Un conjunto G se llama conjunto abierto, зі cada punto г € G de este con- 
junto le pertenece junto con una cierta parte de su entorno. 
Un conjunto F se llama conjunto cerrado, si éste es un complemento de un 
conjunto abierto G, es decir, F = E"N G. 
Sea Ec Е". Ùn punto E no necesariamente perteneciento a Е se llama 
si E no es interior ni para el conjunto Е, 
El conjunto de todos los puntos de fron- 
evidente 


punto de frontera para el conjunto E, 


ni para su complemento ЕС= E^ Е 
tera del conjunto Е se lama frontera de Е у se connota Г (E) = Г. 


quo T (ЕС) = Г (Е). 


DEFINICION 1. El conjunto de puntos 2 = (Xy Ta, » - -, 21) € E" cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuación lineal 
az, + ашу... H antn = b а 


(ау, аз, +; 01 аць b son constantes), donde los coeficientes ау, аз, ..., ар по son 
lodos iguales а cero, se Пата hiperplano del espacio E". 
En el caso de un espacio tridimensional este conjunto ropresenta un plano 


habitual. 
Introduciendo el vector normal (director) del hiporplano (1) 


а = (а, в... an) 


so puede escribir la ocuación de éste en la forma 
e:s=b е 
El hiperplano (2) divide el espacio Е" en dos semiespacios cerrados: 
а -2 < (Е-), а+х > (EM. 
1) ре una manera tradicional admitimos aquí gue los puntos del hiporpla- 


no a- æ= b pertenecen а los dos semiespacios E” y E*. Este hiporplano consti- 
tuye la frontera común de los mismos. 
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Si el término independiente b yk O, los semiespacios Æ- y £* pueden ser 
distinguidos del modo siguiente: 1) si b > 0, E- contiene el origen-de las coor- 
denadas 0, mientras que £* no lo contiene; 2) si b < 0, viceversa. 

EJEMPLO. La recta z, + ту = 1 divide el plano Ox,x, en dos semiplanos 
ERE (fig. 275). 

DEPINICIÓN 2. El conjunto de puntos 


# = = + b (y — 2), @) 


donde 0 © B < 1 (fig. 276) se Пата segmento [т, у] con eztremos х e y. 
La fórmula (3) puede ser escrita en forma simétrica 


2=a2+fy, (87 


donde а > 0, р 2 0, a+ В = 1. Рага a = 0, В = 1 y a = 1, B = 0 se ob- 
tienen los extremos del segmento; para 0 <a < 1, 0< В < 1 ве obtienen los 
puntos interiores de éste. Notemos que ¡el чай æ puede ser considerado como 
un segmento [2, г] cuyos extremos coinciden. 


дел y 
Fig. 275 Fig. 276 


Esta definición generaliza la noción de segmento para espacios bidimen- 
sional y tridimensional. 

DEFINICION 3. Un conjunto AG E se Пата convexo, si para cualquier par 
de puntosx € А ey E А, el segmento [z, y] que los une pertenece también al con- 
Junto A: (2, yl < 4: 

Como ejemplos de conjuntos convexos se pueden citar el punto, el seg- 
mento, el círculo, la esfera, todo el espacio Е", etc. Se consideran condicional- 
mento que el conjunto vacío Ø es convexo. 

Lala Todo зетіезрасіо de Е" es un conjunto convezo. 

А Efectivamento, supongamos que la frontera del semiespacio Е es el bipor- 
plano 


а= =, 4) 

y el mismo semiespacio se defino por la desigualdad 
а= <. (5) 
Examinemos dos puntos arbitrarios y e z pertenecientes al conjunto Е, es 
ше а.у <b, а= (6) 


y sea t = ay + Ва (a > 0, B> 0, a + В = 1) un punto cualquiera del sog- 
ento Ip. al. 
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Utilizando las propiedades del producto escalar en virtud de las desigual- 
dades (6) tenemos 


a:t = а (ay + Bz) = a (а-у) + В (a-z) <a-b + ВБ = («+ В) Б =, 
es decir, 


at<b. m 


De este modo, t€ Е y, por consiguiente, el semiespacio Æ es convexo. 

TEOREMA. La intersección de cualquier número de conjuntos convezos es un 
conjunto convexo. 

Demostraremos este teorema para el 
caso de dos conjuntos convexos: para un 
número cualquiera finito o infmito de 
conjuntos convexos los razonamientos son 
análogos. 

Sean А y B dos conjuntos convexos 
la 


y С = А NB la intersección de los mismos. 


C es vacío, por definición es con- 
voxo. Supongamos que С no es vacío, Sean 
æ e y dos puntos cualesquiera pertenecientes 
а C (es posible que ellos coincidan). Dela 
definición de intersección resulta quo 
zy Є А, así como x,y €B. Examinemos 
el segmento [z, у]. Puesto que los conjuntos 
А y B son сопуехов, (х,у с 4 y 
1а, y] = В y, por consiguiente, |z, y] с С. 
De oste modo, el conjunto C también es 
convexo. 

COROLARIO. La intersección de cualquier número de semtespacios es un con~ 
Junto, convezo (puede ser vacio) 

OBSERVACIÓN. Examinemos un sistema do desigualdades linoales 


апау + ajata + + аът Sb (0 1, 2, п). (8) 


Cualquior colección do números тү, ту, , - ., =, que satisfaco todas 1 

desigualdades (8) se Пата solución de este sistema de desigualdades, Los núme- 
тоз г, гу ос + ть que заца[асер una de las desigualdades dol sistema (8) Il 
пап un semiespacio del espacio E”. Las soluciones pertenecen a la intersección 
de todos estos semiespacios. Del teorema se deduce que el conjunto de solucio- 
nes del sistema (8) representa un poliedro convexo. A título de ejemplos do 
Poliedros convexos en el espacio tridimensional se pueden citar: la pirámide, 
el paralelepípedo, el prisma, la capa limitada por dos planos paralelos, eto. 

EJEMPLO. a) Las soluciones del sistema de desigualdades 


1>0 «>0, а +2<1 


lenan en el espacio Е* un triáogulo de vértices 0 (0, 0), А (1, 0), B (9, 1) 

їй. 277); 

We conjunto: de solocionós аа имеш 
120, ntn 


en el espacio E? es un ángulo cuyo vértice es el punto B (0, 1) y los lados son la 
somirrecta BA y el semieje Вх, (fig. 277). 
DEFINICIÓN. Un punto de un conjunto convezo que no es interior a algún seg- 
mento no nulo perteneciente enteramente а este conjunto se Пата punto extremo 
jel conjunto. 
Por ejemplo, los puntos extremos de un segmento son sus extremos; 
triángulo, sus vértices, ete. 
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Intuitivamento está claro que un poliedro convexo, es decir, la intersección 
de un número finito de semiespacios, posce un número finito de puntos límites 
que son sus vértices. 


$ 3. El problema de la programación lineal 

En los últimos tiempos los métodos matemáticos son ampliamente utili- 
zados para la solución de problemas tales, como la planificación de la economía 
nacional, la organización de la gestión industrial, la planificación de operaciones 
militares, ete. Desde el punto de vista general los problemas de gestión y do 
planificación se reducen habitualmente a la elección de un cierto sistema de pa- 
Támetros numéricos о de una función (característica del plan) que permiten aten- 
der más oficazmente el objetivo propuesto (plan óptimo) teniendo en cuenta los 
recursos disponibles, Рата poder evaluar Ja eficacia de un plan se introduce 
la así Llamada funcional o función de utilidad, (es decir, el índice de calidad 
del plan) expresada por las características del plan y que toma un valor minj- 
mo o máximo (valor extremo) para el plano óptimo. 

Рага un gran número de problomas que presentan un interés práctico la 
función de utilidad es expresada linealmente por las características del plan, 
Jos valores admisibles de los parámetros cumplen también igualdades o desigual- 
dades lineales. En estas condiciones, el hallazgo del extremo absoluto de la 
función de utilidad se llama programación lineal (un término más apropiado 
sorin «planificación, lineal»), 

Matemáticamente el problema de la programación lineal se enuncia del 
modo siguiente: os necesario hallar el oxtremo absoluto (el valor mínimo o má- 
ximo según el sentido del problema) de una función lineal 


8 = ал+ сюз +... eo (4+ AR + eh 0) ч) 
(tuncional) a condición de quo las variables ту, zs, . . ;, x, están somotidas a 
restricciones en forma do igualdades o desigualdades lineales: 

4 > 7 <0, 202200 (k>n) (2) 
y 
n 
У ujb 01, 2, m) (3) 
a 


DEFINICIÓN 1. Llámase dominio de valores admisibles del problema de 
programación lineal (o más brevemente, dominio admisible) al conjunto Q de 
todos ES valores posibles de ту, ту, . . ., Zn que satisfacen todas las desigualdades 
(2) у (3). 

El dominio admisible £ es el dominio de definición de la función 5, 

En virtud del teorema del párrafo precedente se deduce que el dominio 
admisible del problema de programación lineal es un poltedro convezo (que puede 
representar эп conjunto vacio, si el sistema de desigualdades (1), (3) es incom- 

atible). 
PAH DEFINICION 2. El conjunto de valores т, -x Zn contenidos en el dominio 
Q para los cuales la función de utilidad (1) foma su valor minimo o máximo según 
el sentido del problema se llama solución del problema de programación lineal 
(o plan óptimo). El problema de programación lineal se Пата resoluble, si existe 
por lo menos una solución del mismo. 

Teóricamente tres casos son posibles: A) Las condiciones (2), (3) son con- 
tradictorias y, por consiguiento, el dominio admisible 2 es vacío. El problo- 


1) La desigualdad de sentido opuesto zp < 0 se reduce a desigualdades del 
tipo (2), si se introduce una nueva coordenáda тр = —x, (1 < p < k). 
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ma (1), (2), (3) no admite solución al; В) El dominio О es ilimitad: 
problema (1), (2), (3) puede tener solución o puedo no tenerla. C) El 
condiciones (2), (3) es compatible y el dominio admisible 0 está а . 
virtud del teorema do Welerstrase ($ 44 del cap. ХХ) el problema de progra- 
mación lineal (1), (2), (3) es resoluble, En adelante nos limitamos a estudiar 
solamente el caso С). 

'Según la teoría general (véanse los $5 10, 11 del cap. XX), la función de 
utilidad (1) alcanza su extremo absoluto en un punto crítico o en la frontera 
T del dominio admisible Q. Como sus derivadas parciales 


s. 
ац 


по se anulan simultáneamente en ninguna parte del dominio 0, la función de 
utilidad 5 alcanza su extremo absoluto en la frontera Г del dominio admisible 
О. Este vesultado puede ser precisado. 

TEOREMA, Una función de utilidad lineal puede adquirir su extremo absoluto 
estricto en los puntos extremos del dominio admisible. 

DEMOSTRACIÓN, Efoctivamento sca 


a =t 2... 


5600) = 5) anme 
a 


una función de utilidad, с = (tí Cas o 01 с}, 0 {жу Za, > -n та) y 0 soa 
su dominio admisible. Supongamos, por ejemplo, que 5 (3) = M, donde E = 
= (En Ens + - -s En) € Q, es un máximo estricto de la función do utilidad 5 (2) 
y £ es un punto no final del dominio convexo ©. En este caso existe un sog- 
mento no nulo fy, 2] = @ para el cual el punto E es interior, es decir, 


E= ay + ра, 4) 


donde 0 < a < 1, 0 << В < 4, a+ ф == 1. y es evidente que E y y 5 тея. 
Puesto que 5 (E) = Mes un máximo estricto de la función 5 (z), eligiendo un 
segmento Ly, xl suficientemente pequeño lo que se puedo evidentemente, lograr, 
tendremos 


< М, 50) < м. 6 
ре la igualdad (4) teniendo en cuenta que 5 (+) es una función lineal homo- 
génea obtenemos 
S @ = е-юу + Ва) = a (о-у) + Bora 
== aS (у) + BS (ш) < aM + В (М) 


Esto nos conduce a una contradicción. El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN En el caso general se puede demostrar que el extremo absolu- 
1o de la función lineal de utilidad 5 (2), si él existe, зе realiza siempre en los 
puntos extremos del dominio admisible convexo ©, es decir, en Los vértices del 
poliedro (es posible, claro está, que el extremo absoluto de la función de uti- 

idad se alcance también en otros puntos; por ejemplo, la función 5 (2) puede 
tener su mayor valor оп todos los puntos de una сага del poliedro ©, etc.). 

De este modo, la resolución del problema de la programación lineal se re- 
duce a la búsqueda de un número finito de valores de la función do utilidad y la 
comparación entre ellos 

FJEMPLO. Hallar los valores menor y mayor de la función 


z, + 22, 
en el dominio Q: 0< тү < 20, z, + 2л, > 20, 7, — т, < —30. 
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El dommo @ es un cuadrilátero de vértices А (20, 0), B (20, 50), С (0, 30), 
D (0, 10) (fig. 278). Tenemos 


S(4)=20, 5 (Н) — 120, 
5 (Су = 60, 5 (D) = W. 


Por consiguiente, ol menor valor de la función 5 en el dominio @ es igual a 
т = 20 (en los vértices А y D) y el mayor valor es M = 120 (en el vértice В). 

Este resultado se vuelve geométricamente claro, si se trazan las líneas de 
nivel de la función 5, es decir, las rectas х, + 2z, = const 

Sin embargo, esta solución tan sencilla del problema es posible solamente 
en los casos más simples. El «método de selección» utilizado aquí incluso en el 
caso cuando el número п de variables y ol número 
m de desigualdades son relativamente pequeños 
conduce a cálculos considerables y exige recurrir 
a computadoras rápidas. Por eso fueron creados 
métodos que permiten simplificar el examen de 
vértices del dominio admisible (método simplex, 
método del раќепезаї, etc.); estos inétodos se 
describen en las obras especiales. 

Indicaremos para concluir este párrafo dos 
problemas concretos que se resuelven por el méto- 
do de la programación lineal 

1. Organización del abastecimiento. Sea wn 
centro consumidor que efectúa su abastecimiento 
de un cierto producto homogéneo (por ejemplo, 
de patatas) a partir de n puntos 

Designemos рог т, la cantidad de producto (en 
toneladas, por ejermplo) que compra el centro en el 
i-ésimo punto y рог с, el precio de la unidad de 
йм {incluyendo el pago del transporte) en este punto, i = 1, 2, è 

constantes e, son diferentes porque el producto es más barato en un punto 
y más саго en otra. Además, los puntos se sitúan a diferentes distancias del 
centro y, por consiguiente, los gastos de transporte son también distintos, En 
este caso, para un plan dado de compras los gastos del centro se expresan por 


sed ст. (6) 
ЕП 


Si a designa la necesidad del centro en el producto dado, debe ser realiza- 
da la condición 


Ў asa m 


Adomás la cantidad del producto que se elabora en el ¿-ésimo punto está limi- 
tada por un cierto valor бу. Es posible también que la capacidad de transporte 
que puede ser utilizada para llevar el producto al centro está limitada por el 
valor b. En esto caso es natural imponerle a x, las restricciones: 


0<x< Bi (8) 


donde В; = mín (bj, Б) ((=1,2,.... п) 

Con un plan racional de compras del producto, los gastos del centro deben 
ser mínimos. De este modo, llegamos al problema de la programación leal: 
hallar ol valor mínimo de la función de gastos (6) con Jas condiciones de (7) y 
(8). En este caso, el problema se resuelve fácilmente. 
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IL, El problema del transporte. Sean A,, Az, - . ., Am puntos de fabrica- 
ción de un, cierto producto homogéneo, у 'que, los centros consumidores del 
mismo estén situados en puntos Йу, Въ, ..., B, 
Supongamos que los gastos do transporte de una unidad de producto del 
punto Аг al punto Ву son iguales a cy unidades monetarias y 1а cantidad de pro- 
juetos (en toneladas, por ejemplo) transportados de А, 


Bjos zy (= 1,9, -.. 
+. ту} = 4, 2, .. ., n). En un tal caso los gastos totales de transporte serán 
na 
s=Y Y estis ө 
е 


El volumen de producción en el punto A; está limitado por un cierto valor 
ay (Es 112, - «y. т) que depende de la capacidad do producción de la empresa, 
Suponiendo que toda la producción se envía а los puntos de consumo, tenemos 
las condiciones 


шуа (i=, 2, ..., m). (10) 


IMs 


Adomás, la necesidad del producto para el punto By es dictada por los 
intereses de la producción y constituye un valor determinado Ьу (7 = 1,2, . 
maay n). Por озо, 


Y у=, U=4, 2, ..., n) an 

a 
Es necesario organizar un plan de transporte tal, que los gastos do trans 
porte totales $ sean mínimos, asegurándose de que el producto fabricado en los 
untos А, зе consume enteramente (condición (10)) y de que las necesidades de 


los puntos consumidores (condición (95) эн, completamente satisfecha. Esto 
es un problema típico do la programación lineal. 


Se puede demostrar que para que el problema dol transporte tenga solu- 
ción es necesario y suficiente el cumplimiento de las condiciones 


Y а= Ў bh a2 
а =. 


оз decir, que el volumen total de producción sea igual al volumen total del 
consumo. 
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A. CONSTANTES IMPORTANTES 


п = 3,14159, a = 0,31831 
n? = 9,86960, at = 0,10132, 
е = 2,11828, e? = 0,36788, 
e == 7,38006, e = 0143534, 


М = log e = 0,43429, M~ = In 10 = 2,30259. 


B. LISTA DE FÓRMULAS 


1. Geometría analítica en el plano 
1. Traslación paralela del sistema do coordenadas 
r=i a y=y-b 


donde O” (a, b) es el nuevo origen de las coordenadas, (т, y), son las coorde- 
nadas viejas de un punto, [z', у | son sus nuevas coordenadas. 


2. Rotación de un sistema de coordenadas (ol origen de coordoz 


queda 
fijo) $ ч 
т = т' соза — у sena, y= x зеп -+ у cosa, 


donde (z, y) son las coordenadas viejas de un punto, [z£, y”] son sus nuevas coor- 
denadas, a es ol ángulo de giro. 
3. Distancia entre dos puntos (21, у) Y (Za, Уз): 


VEA. 


4. Coordenadas del punto que divide un segmento de extremos (ту, yı) 
y (г, Va) en una relación dada Е 


== іа Hiin 
Eo Y Еч * 


Рага 2 = 1 tenemos las coordenadas del centro del segmento. 
atai. „жии 
аш. pa. 
5. Área de un triángulo de vértices (21, уз.) (ту. уз), (fas Ya): 
1 
S = љуба — д) (va — Y) — (s — 70 ба — И]. 


6. Ecuación de una recta con coeficiente angular 
у= +, 
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donde k = (coeficiente angular) es la pendiente de la recta respecto al ejo 
Oz, y b os A is prod 


7. 180 = dig es la tangente del ángulo de dos rectas con coeficientes 
angulares k у К'. Condición de paralelismo de dos rectas: k' == k; condición de 
perpendicularidad de dos rectas: № = — 

8. Ecuación de una recta que pasa por un punto dado (ху, yy): 

y—1m=k(2— лу), 
donde k es el coeficiente angular de la recta. 
9. Ecuación de una recta que раза рог dos puntos (жу, уз) у (Za, Va): 


22m _ у—уу 
aa A? 


30. Ecuación de una recta que corta los segmentos a у b sobre los ejes de 
las coordenadas: 


z 


a 
+=. 
11. Ecuación general de la recta 
Аз + Ву С = 0 (А? +B? з 0). 
12. Distancia de un punto (ту, уу) а la recta Ах + By + С = 0: 


Р мева 


13. Ecuación de la circunferencia соп centro (xo, yo) y radio А: 
(2 — to) + (y — и)? = А2, 
14. Ecuación canónica de la elipse de somiejes a y b: 


© Ж 
са: 9 
Los focos de la elipse son Е (с, 0) y #’ (—c, 0), donde cè = a? — bt. 
15. Radios focales dol punto (=, y) de la elipse (1): 
r= a— es; r <= а 4 ег, 
donde e = Ê < 4 es la excentricidad de la elipse. 
16. Ecuaciones canónicas de la hipérbola de semiejes a y b: 
Ж 
5-1 к 


Los focos de la htpérbola son F (e, 0) y E (cs 0), donde 
17. Radios focales del punto (z, y) de la hipérbola ( 


= (ет а), r = ter + a), 


donde e = $ > 1 es la excentricidad de la hipérbola. 


370102 


578 Anexos 


18. Asintotas de la hipérbola (2: 
у= dka 
z 
19. Grájica de una proporcionalidad inversa 
=e (+0 


es una hi; 


na bipérbola equilátera con азов = T ову = 0. 


шас!бп canónica de una parábola de parametro р: 
y = 2р2. 


El foco de la parábola es (2.0) ; la ecuación de la directriz us z == —$ ¡ el radio 
оса! de un punto (z, y) de la parábola es r = z + +}. 
21. Gráfica de un trinomio de segundo grado 


y=A%4Br40 
ú P » B B? —4АС 
es una parábola vertical de vértice 0' (— -yy » E) 


22. Coordenadas polares de un punto de coordenadas rectangulares z e у: 
р= уту, wet. 

Coordenadas rectangulares de un punto de coordenadas polares р y 9: 

рсовф, у = psen g. 


de una circunferencia de radio R y de contro 


en el origen de і! 


(t es ol parámotro). 
'24. Ecuaciones paramétricas de una elipse de semiejes a y b: 


z= acost, y= bsen t. 


25. Ecuaciones paramétricas de una cicloide 
z= a(t — sent), y= a (1 — cos 0. 


її, Cólculo diferencial de una función de una variable 
1. Teoremas fundamentales sobre los límites: 
lim |} (z)+g (2) — (= Ма 0) Мт g (2) — lím h (=). 


ха za к-п 
b) lim [у (2) g (2)1=lím f (2)-lim g (2): 
sa хта a 
en particular, 
lím [ef (29) = є lím / (2). 


9) lim [7 (2)/g (== lim f G):lim g (7) (lim g (2) 9 0). 
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2. Limites destacados 


lím (1+0) "e= 2,71828 ... 

an 

3. Relación entre los logaritmos decimales y los logaritmos naturales: 
log z = M In z, 


donge М = log e == 0,43420. 


kaanane de la Jatan EET (5) ¡comrospóndlenia dl incremento: As 
del argumento z: 


Ду =1 (z+ Az) —/ (2). 
5. Condición de continuidad de una función y = f (z): 
lím Ay=0. 
axso 
Propiedad principal de una función continua: 
1 (2)=7( im 2). 


6. Derivada 
у= 22 lim АУ, 
= 


Geomätricamente у, = / (z) os ө] cooiciento angular do la tangente а la curva 
rr е (9 р) eert оома ае 


з de deriva: и de fórm: as do derivadas fundamen- 


ppi; Teorema de Lagrange згө «l incremento; Паңә danna tención: dé 
vable: 


П) — I d = (а а) @), 
donde Є, с, 
© БЫЛ y уо creces f (2) > оу decrece ШШ (2) < o 
9. к do L'Hospital para las indotorminaciones do tipo + 6 2: 
2) tm 22 
MO Y: 
si el límito a la derecha existe. 
10. Fórmula de Taylor local 


HASI DH ба еза) 4. 8. (eano laz" 


donde #0) (z) oxiste en un cierto entorno comploto del punto 

| a) Condición necesaria de existencia del extremo de una función f (2) en 
un punto y f (т) = 0 ó f' (za) no existo, 

b) Condiciones suficientes de existencia del eztremo de una función f (2) en 


шй punto а 
ДУУ (єў = 0, f a — hf (+2) <0 para todos los ы>0 y 


ha >, E suficientemente pequeños, o 
о 


2. ау La БиР de de una función $ 2140 es cóncava hacia arriba, si 
1" (2) > 0 y cóncava hacía abajo, si f” (2) 


ar 
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b) La condición necesaria de existencia de un punto de inflexión de la grá- 
fica de la [unción y = f (2) on z = гы: f" (zo) = O ó f" (лу) no existe, 
Condición suficiente para que exista un punto de inflexión en т = т: 
Мар =0, о А) (+ h)<0 


para todos los h, > 0 y hz > 0 suficientemente pequeños. 

13. Si una función / (2) es continua en un segmento (a, B] y / (a) f (8) < 0, 
entoncos la raíz E de la ecuación / (z) = 0 puede ser aproximadamente calcu- 
lada por las fórmulas: 


a HB) 29 
9 hp 0—9 


(método de las cuerdas); 


ба 7090 » o, ná 
D ба JE, donde /' (а) 20, 1009 Г) > 
(método de las tangentes). 
14. Diferencial de ш variable independiente y: dr = Ах. Diferencial de 
una función y = f (2): dy = y . Relación entre el incremento Ay de una 
función y la diforoncial dy do la función: 


бу = dy + абз, 


donde œ => 0 cuando àz —> 0. 

Para las propiedades fundamentales y las fórmulas do las diferenciales, 
véase el $ 7 del сар, ХП, 

45. Incremento pequeño de una función derivable: 


f (= + Ax) — f (2) œ f (2) Az. 


16. Diferencial segunda de una función y = / (z), donde z es una variable 
independiente (diz = 0): 


dy = уал. 
TIL. Cálculo integral 
1. Si dy = f (2) dx, entonces 


sf 1 (2) de 


(Integral indefinida). 
2. Propiedades principales de la integral indefinida: 


y af rm, [| 14] тех 
b) | ае, е) Галаа | ае (А = 0); 


a furor | ro drt | еда {д ан. 
Para la tabla de = реч indefinidas véase el $ 3 del cap. XIII, 
3. Métodos principales de integración: 
a) Integración por descomposición: 

f roa лов йа, 


donde f (2) = Р, (2) + fs (2). 
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b) Integración por sustitución: 91 == Ф (0), entonces 
Proa roma. 

€) Integración por partes 

ў иаш — f vdu, 


4. Fórmula de Newton-Letbniz; sı f (z) es continua y si F'(z)= f (z), 
entonces 


Й 
{аер ғо). 
p 


5. La integral definida como el límite de la suma integral: 
a nt 


far 2 160 Ал, 


? maxi ш, Р 


donde 7,Clxp zii) y Arim зү, 2, 


i. Propiedades principales de la integral definida (las funciones exumina- 
das son continuas): 


» a è a 
› ло а {оа {лаза 0) {лае — È (a) dz; 
al j (2) dx \ (t) dt: J (2) dz: « f (x) dz: f (z) 
€ b » è v 
d) } 10) det | Ha) amf far еу ў ааа { 100) dz; 
r 2 ta K i 
7 | If (z)+ e (2)—h ае f 16) ш! «0а { h (2) dz; 
° z 


D {оао E 87 


az 
2. Teorema del valor medio: зї j (х) es continua en [a, b}, entonces 


E 
{лазает 


donde а с <b. 
8. Fórmula de integración por partes en una integral definida: 


һ e 
| «ш dreu av [Suu to az. 
2 2 
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9. Fórmula del cambio de variable en una integral definida: 


b в 
Sra а | нз, 
Н 


donde аә (а) y Бы 
10. Formula de los AA 


Jra: ДЕ 


1 
++ Hua 0)» 


donde h= s Za y rbd, y=} (3), узт f (zot im (i=0, 1, 2,0, me 


п 
41. Fórmula de Simpson 


f за [оо (E) +0], 


5 
donde h = +00. 
12. Integral impropta: 


+» è 
| поа lim (гоа. 
) =} 


а de un trapecio curvilíneo limitado por wna línea continua y= 
1806595. el eje От y dos verticales т=а у == 6 (а <b): 


А 
S= | yaz. 


14. Area de un sector limidato por wna línea continua p= f (9) (P y P 
son coordenadas polares) y dos nya q ay ФВ <В) 
at 
s=7 \ рза. 
2 


45. Longitud del arco де una curva suave y==f (2) en coordenadas rectan- 
gulares z e y; entre el punto z=a y el punto z=b (a < b): 


{ута 


16. Longitud del arco de una curva suave р 
p y Ф, desde el punto ф = ES = 


| Урт 


1 z coordenadas polares 
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17. Longitud del arco de una curva suave x= (0), y=Y (t) dada en for- 
та paramétrica (to < Т): 


т 
=| Vi Fy a. 
t 
18. Volumen de un cuerpo con la sección transversal conocida 5 (z): 


v= | зш 


19. Volumen de un cuerpo de revolución: 
а) alrededor del eje Oz: 


Ухт \ ydr (a<b) 
b) alrededor eje Oy: : 
са | dy е0. 
20. Trabajo de una fuerza variable F = F (х) en un intervalo (a, bl: 


Н 
A= | Ра) ёг. 


1V. Números complejos, determinantes y sistemas de ecuaciones 


1. Número complejo z = = + iy, donde т = Re z, y = Im z son números 
roales o 12 = —1. Módulo de un número complejo 


l= VAF > 0. 
Igualdad de números complejos 
2 = 2>Rez, = Ro zs е Imz, = Im 37. 
2. Número conjugado para el número complejo 2 = z + iy: 
TS 


3. Operaciones aritméticas sobre los números complejos z, = z, + in Y 
2 = za + iya: 
a) a £ z = (у & za) + tln E r)i 
b) зу = (217) — уша) + i (ziya + тй); 
ә 3з „йз E ADEIT 
AS ati 
(#0). 
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En particular 


Re + (2+2), Im z= 36-9, Izl 


4, Forma trigonométrica del número complejo 


2=r (сов фе зев q), 
donde r=|2l y p=Argz. 


5, Teoremas sobre el módulo y el argumento: 
з) jatal Sinit lah 
b) аға == 15,1 1221, ATB ziz = Arg z, БАТЕ 505 


іа 5 >> n 
o | a| H, arg ¿E Arg 2i— Arg заа 5 O); 


d) атр 121", Arg 2=n Arg z (п es entero), 
6. Raiz de un número complejo: 


узута (cos fte дк эин ) 


(k=0, 1,2, .. 
7. Forma exponencial del número complejo: 


n—1). 


z= rio, 


donde r= |z] y p= Arg z. 
8. Determinante de segundo orden: 


|е b 
Dl E ` 
9, La solución del sistema 


| = ab, — афу. 


аут + by = en } 
az + bey = es 
se da por las fórmulas 


12 .» Y (regla de Cramer), 
donde 
а d je h| |2 а 
шы a РЧ а РУ 


10. Гав soluciones de un sistema homogéneo 
ау Бус, | 


ах + dy + е =! 
se dan por les fórmulas 
т=ри, y=—Da, 


donde 


ГД a 
D, р 7 
| b, с > 


son los menores de la matriz 
е м а 
G, dc 
14. Determinante de tercer orden 

а b e 
а ba cs 
аз dy су 


=a, +b, Bi HeC 
ha |а = 


а b 
ba cs R © k al 


son los cofactores (complementos algebraicos) de los elementos correspondientes 
del determinante. 
12. La solución del sistema 


ву --%у--суг== dy } 


D 


donde 


l= 


matbat сл =, 
aya day + 092 = day 
se da por las fórmulas de Cramer 


donde 


13. Las soluciones del sistema homogéneo 
ar+by+tes=0, 
аз + с), 
аз +540 сз:=0, 
si 


by а 
ы |а A 
b, al =% slo 2 [uo 
se define a partir dol subsistema (véase 10) 
он) 
азу emo 


У. Elementos del álgebra vectorial 


1. La suma de los vectores а, b, с es el vector s = а + b + с que es la 
resultante de la línea vectorial constituida por a, b, с. 

2. La diferencia entre los vectores a y b es el vector d =a —b = a + 
+ (~b), donde —b es el vector opuesto al vector b. 
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3. El producto de un vector a por un escalar k es un vector b = ka tal, 
b = | k | a, donde a = | а | y b = | ò |, además, el sentido dol vector b coin 
cide con el del vector a, si k > 0 y tiene el sentido opuesto, si k < 0. 
4. Dos vectores a y b son colineales, si b = ka (k es un escalar). 
Los vectores a, b, с son coplanares, si e = ka + Ib (k, 1 son escalares). 
5. El producto escalar de dos vectores a y b es un escalar 


ab = ab cos q, 


donde y = z(a, b). 
Los vectores a y b son ortogonales, si ab = 0. 
Si a = (ay, ay, а) y b = on by, bz}, entonces 


ab = а„5„ + а,б, + аф 


6. El producto vectorial de dos vectores a y b es el vector 
e=axb, 


gool a, c L by с == absen р (p = 2 (a, b)) y a, b, с ез un triedro de- 
recho, 


Sia = (ay, ay, a,) y b = (Dz, by, D¿), entonces 
Efa 
ax ay az 
bx by bz 
donde і, j, k son vectores unitarios orientados según los ejes de las coordenadas 


correspondientes. 
7. El producto mixto de vectores 


abc = (а X b)-e 


es un volumen (con el signo) del paralelepípedo construido sobre los vectores 
a, b, с. 
Sia = (Az, ау, 47), D == (bz, by, bz), е = fex, су, €z}, entonces 


Ax ay a, 
abe=| bz by bz 


сх cy êz 


VI. Geometría analítica en el espacio 


£. Las coordenadas cartesianas rectangulares de un punto М (т, y, в) del espa- 
cio Ozyz son 


ESTA YET s= 


donde r = OM es el radio vector del punto М. 


. La longitud y el sentido de un vector a = (ay, ay, az) se determinan рог 
las “fórmulas ый 


а= lal =V тата. 
a; he 23 
соза E, сов Ве cos y (сов? аг |- соз? B+-cos* ү =4) donde cosa, 
cos В, cos y son los cosenos directores del vector a. 
3. Distancia entre dos.puntos Му (23, уу, 21) Y Ma (ту, Var 29): 


VETA 
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4. La ecuación de un plano con vector normal N=(4, B, С} + 0 que pasa 
por el punto Me (хо, уу, о) ез 


NAr—r)=0, w 
donde r es el radio vector del punto co 


del punto Mp, 
а ecuación (1) en coordenadas, es de la forma 


A (z — з) + В (у — yo) + C (3 — zo) = 0, 


Az+By+C:+D = 0, @ 


donde D = —Az, — Ву„ — Czo (ecuación general del plano). 
5. La distancia de un punto М, (21, уу, з) a un plano (2) es igual a 


1 Bn Ca + Р 
УЗЕ С+ 
6. Ecuación vectorial de la recta en el espacio: 


r=r,+ st, (3) 


donde r = (x, y, 2) es el radio vector corriente de la recta, ro = (20, Vo, zo} 
es el radio vector de un punto fijo de la recta, а = (т, n, р) 5 б es ol vector di- 
rector de la recta y £ es un parámetro (—00 < £< +00), 

La ecuación do la recta (3) en coordenadas es de la formo 


mente M (z, y, 2) y г, es el radio vector 


o bien 


х—з _у— _—% 
m п 2р 
7. La linea recta formada por la intersección de dos planos, está dada por la 
ecuación 


Az + Ву +C: +D = 0, @) 
А'х 4 B'y + С'а 4-0" = 0. 
El vector director do la recta (4) ев 4 = Y X N’, donde N = (4, В, C), т = 
cian de aña esfera de radio R, соп centro (o, Vo, 20): 
(e — za)? (у — yo)? + @— t)? = т, 
9. Ecuación de un elipsoide triaxial con semiejes a, b y с: 
a 


а 
++ 


ta 


10. Ecuación de un paraboloide de rotación alrededor del eje Oz: 
24 y = 2р. 


УП. Cálculo diferencial de funciones de varias variables 
1. Condición de continuidad de una función z = f (т, y): 
lim âs= im 1 Аз, 04 40) — 7 (2, Y1=0, 


450 
Apso було 
o bien 
hm f (z1, y) =f (2, y). 
vicy 


So define análogamente la continuidad de una función u = f (z, y, 2). 
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2. Derivadas parciales de una función z = } (z, y) respecto a las variables 
zey: 
lim fitr, 0) 10, u) 


ao ds 4 
д2. а, иа 16, 0 
шу Ay А 


3. Diferencial total de una función z = f (z, y) respecto а las variables in- 
dependientes z e y: 


ds 9: 
4=-ур а б 


donde dz = Az у dy = Ду. 
Si u = f (x, y, 2), entonces 


4. Incremento pequeño de una función diferenciable 


д: ds 
Ara 7 Bata Ау 


5. Derviada de una función u = } (z, y) según la dirección 1 = {сов æ, cos B} 
es igual a 


ди ди du 
-r = cos a+ a, cos pa 


De un modo análogo, si u = f (z, y, 2) y 1 = (cos а, соз В, cos y), entonces 
du _ ди ди du 
р = ge Os aa cos В++-р cos y. 


6. Los puntos de extremo (más oxactamento los puntos de extremo роз о) 
de una función derivable u = f (z, y, 2) se dofinon mediante las ecuaciones: 


обу 2) =* 0, Јр (х, у, 4) = 0, (е у, а) = б 
7. El gradiente de un campo escalar u = f (z, y, 2) es un vector 


A а. Е). 


o aquí, ваа (E) (EFE 


8. Si P (z, y) dz+0 (2, y) dy ев una diferencial total en un dominio G, 
entonces 


ôP _ д0 
Чу саг (6 060 


(criterto de existencia de la diferenical total). 
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1. Definición principal: 


2. Criterio necesario de convergencia de una seri 


la serie У) un es convergente, entonces 
= 


По un =0. 


3. Serie geométrica: 


5 а" 


ssi 1914. 


4. Serle armónica 
+ ++ $+ Jan 


(es divergente). 


5. Regla de d'Alembert. Sea У) и, (un > 0) una serie que admite el 
& 


En este caso: a) si 1 < 1, esta serio es convergente; b) si ¿ > 1, la serio ез di- 
vergente у и» 40. 


6. Convergeneta absoluta. Si la serie У) | un | es convergente, la serie D) u, 
S = 
ев también convergente (absolutamente). 
7. Criterio de Leibniz. Si v, > va > vs >... > O y v, — О cuando n — 
> co, la serio alternada 


Yodo... 


es convergente. 
8. El radio de convergencia do una serie de potencias 


а + azt аз? +. 
se determina рог la fórmula 


i= lm 


si esta última tiene sentido. 
9. Serie de Maclaurin: 


LAIH MA ap LOL ang.. 
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10. Dederatio чйрнн ней ны dile de Gaeta 
ЕЕ 
PE a 
b) Е ose EA ан а к 
= 


a) 


4210), 


сна E рв бб 
ES ТЕРРА 


SA A rH 
(zl < +00); 
a m 
Dl AE HD rt е1 Ho) 
0 (ат т 0 афт Dey 


XM... (1214). 
ч. Serie de Taylor: 


И) = @)+!' (a) («—а)+ (e 
12. Series en un dominio азир 
Y иһ) У unti У on 
ES =“ ЕЛ 
13. Convergencia absoluta de series con términos complejos. Si la sorie 


Ў ТЕЧЕ 5, VEFA 


E (a) де 


+ a+. 


es convergente, entonces la serie ў (Un + ivn) es ta nbién convergente (absolu= 
= 
tamente). е 
14. Fórmulas de Euler 
eiz = cos z + t sen z, е х= cos z — i sen z, 


15. La serle trigonométrica de Fourier de una serie suave a trozos f (z) de 
periodo 21 es de la forma 


= 5 (on cos =P= +0, sen 252), Mm 
donde с 
n= frota 
i$ 
=P rta @=а, 


coeficientes de Fourier de la función / (2). 
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Para una función f (z) de período 2л obtenemos 
16024) (an cosnz-+bn sen nz), 
Ея 
donde 


E th [of ал ат 0, 4, 2, 00), 


En los puntos de discontinuidad de la función f(x) la suma de la serio 
(0) es igual а 


5(д=1 EH +0). 
16. Si una función f(z) de período 21 es par, entonces 
пд + У) anco E, 
һа 
donde 


П 
ah { 109) сов а= (n=0,1,2, + 


è 
Si una función / (2) de periodo 21 es impar, 
Ms Уу ta, 
=! 


donde 


o ба 


1 
n= $ 1) sen 
2 


IX. Ecuaciones diferenciales 
3, Una ecuación diferencial con variables separables 
X (2) Y Ww) dz + X, (2) Y, (y) dy = 0 
tiene la integral generat 


X (z) Y, = 
{ Т] dat | F 20 gym. (0) 


Los soluciones singulares que no forman parte do la integral (1) se determinan 
a partir de las ecuacionos 


Х,()=0 y Уф) = 0. 


2. Una ecuación diferencial homogénea de primer orden 
P (z, у) dz + 0 (z, y) dy = 0, 
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donde Р (z, y) у Q (z, y) son funciones homogéneas continuas del mismo grado, 
se resuelve con ayuda de la sustitución 


y 


uz 


du es una función nuova). 
3. La ecuación diferencial lineal de primer orden 


a(z) y + blz) y tel = 0 
puedo resolverse con ayuda de la sustitución 
y =w. 


4. Casos integrables de ecuaciones 
a) si 


iferonciales de segundo orden: 


ON 


da solución general es 
з= { dz | 10) азса 
Ы зі 


Гыл 


la solución general es 


dy 
= (РФС): 
f AEA y 


o si 
у=), 
фонове la integral general de la ecuación puedo sor hallada а partir de la ro- 
ción 
e, TE 
[+ 


donde у = р. 
5, Casos de reducción del orden de ecuaciones diferenciales do segundo orden: 
a) si 
y ={( y) 


entonces, tomando y” = p obtenemos 


b) si 


entonces, tomando y” 


6. La solución general de una ecuación diferencial lineal homogénea de se- 


gundo orden 
+ рдуу + 4(ду=0 
ез de la forma 
y = Си + Сз, 


donde y, e y, son soluciones particulares linealmente independientes. 
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7. La solución general de una ecuación diferencial lineal no homogénea de 


segundo orden 
7+ р (@у' +a (0) у = (0) 
es de la forma kå 
y=ytz 
donde y es la solución general de la ecuación homogénea correspondiente y z 
es una solución particular de la ecuación no homogénea dada, 
Forma general de soluciones de la ecuación homogénea y" + ру + фу = 0 


(ру 4 пов constantes) según las raíces de la ecuación característica AF ph + 
= 


ме дер Nat 
orden de 


I |Las raices kı y k, son reales y y=C h Cph 
distintas 


11 [Паз raíces son iguales: 
Ka y= (Cr Сл) ёч 


jas rajces А, y А, 
М, 


ШЫНДЫШ" | orma de ia solasian ora 


JII | Las raíces son complejas: 
pops y=" (C, cos Pa+ 
Timah +C, sen В) 


9. Tabla 2 
Naturaleza de la solución particular z de una ecuación no homogénea y” + 
+ pu" + qu = f (2) (p y q son constantes), en función de segundo miembro / (т) 


к ае 


orden Segundo miembro Casos Solución particular 
т) айт 1) тарафа 0 | с Лех 
(а, т son constantes) 2) трт = 0 | з= Алетх о z= 
= Artema 

її |1()=Mcosor+ 1) P+(9—0%) эё 0, z= А cos оғ 
+ N sen or +B sen wz, 
(М, N, о son constantes;| 2)p=0, g=w* z=r(Á cos өг 
БР; +B зеп wz) 

її |уу=аха 4-е 090, Авас, 
(a, b, с son constantes) |2) =0, p 0 2204024 В С) 


A, В, С son coeficientes constantes indeterminados. 
38-0192 
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X. Integrales curvilíneas 


1. La integral curvilínea de primera especie de una función continua f (г, y} 
tomada sobre una curva suave a trozos K: т = z (£), y = y (0 (t € (œ, ÑIY es 


B 
rte mar | (б, vt) VOF latt. w 
k 4 
Si la curva К está dada por la ecuación у = y (z) (а < z < b) tenemos 
а 
( 16, 9 d= { Hi. yt) VIFY аг. 
k 


Se define análogamente una integral curvilínea de primera especie en el 
caso de una curva K espacial 

Sif е pd es la densidad lineal de la curva К, 
masa de la línea K. 

2. La integral еш 
X (т, у), Y (z y) tomad: 
y =y(0 (Elo, Pl) ве define me 

13 

(хо par ya O, 0 OY 00, Ora D 
* 2 

Si el camino K está dado por la ecuación y = y (2) (т € (а, bl), entonces 


integral (1) representa la 


nea de segunda especie de un par de funciones continuas 
а lo largo de un camino suave a trozos К: zz (f), 
nte la fórmula 


» 
tn mee Y dy] le EY dv N de 
y п 


Se defino análogamente la integral curvilinea de segunda especio para una 
curva K espaci 

Fisicamente integral (2) representa el trabajo de una fuerza variable 
F = {X (z, y) Y (z, y) a lo largo del camino К. 

3. Si se cumple la condición X (=, y) dz -4- Y (z, y) dy = dU (т, y). 


la integral (2) no depende del camino de integración K y 


(ть э) 


т) Сеи A 


{х дау, уву 0 (z, 0 
к 
donde (гу, yy) es el punto inicial y (ту, ya) es el punto final de К. 
Fisicamonte, la integral (3) representa el trabajo de una fuerza cuyo po- 
tencial ез U (z, y). 


ХІ. Integrales dobles y triples 
1. Se Пата integral doble de una función 7 (z, y) extendida a un dominio 5 
al número 


{рле мазен Ж. ид ав, 0 


s =! 
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donde (т, уг) Є AS; (1 = 1,2, ..., n) y des el diámetro mayor de las regiones 
elementales Д5. 

Si у (2, y) > 0, la integral (1) representa geométricamente el volumen de 
un cilindroido recto construido sobre la baso 5 y limitado en su parto superior 
por una superficie z = / (z, y). _ 

251 el dominio de integración 5 es estándar respocto al ejo Oy y está 
definido por las desigualdades a < z © b, yı (z) < y < ya G), dondo y, (2) 
уз (2) son funciones continuas, la integral doble en coordenadas cartesianas recta 
gulares de una función continua f (x, y), se expresa por la fórmula 

э 


А 
GS rc таар {ае | 16 иар. 
8 а бх) 
3. La integral doble en coordenadas polares Ф у r, donde 
2 — голф, y= rom g 


es de la forma 
SS re, mas=5 | лесов, ren rapar. 
s е 


51 el dominio de integración 5 ostá dofinido por los desigualdades a < 
<В тз (Ф) г г, (9), entonces 


B тщ) 
( \| 16, 0 ds Ñ de { rf (r cos q, rsen ф) dr. 
k a rip) 
4. Si р== (х, y) es la donsidad superficial de una placa 5, su masa ез 


M T ө o 
y 8 
(significación física de la integral doble) 


5. Los momentos estáticos de la lla 5 respecto a los ejes de coordenadas 
Oz y Oy, se expresan por las integrales 


Sz= у) руй, Sy= N pzas, 


donde p = / (z, y) es la densidad superficial de la placa, 
6. Las coordenadas del centro de masas de una placa $ se exprosan por las 
fórmulas j 


donde m es la masa de la placa (véase (2). 
Para una placa homogénea en las fórmulas (2) y (3) so puede tomar p = 1. 
7. Los momentos de inercia de la placa S respecto a los ejes de coordenadas 
Ox y Oy son expresados por las integrales 


=й oras, 1,5 | pras, 
Ж s 
donde p = p (z, y) es la densidad superficial de la placa. 
з 
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В. Se llama integral triple de vna función } (т, у, z) extendida a un domi- 
vio V, al número 


FUÍ re n одел Ў Jen vo олу. % 
+ ыр) 
donde (zi, ур, z) € АЎ, @ = 1,2,..., п) y d os el diámetro mayor de las ro- 
gíones АЎ 

Si J tz, y, 2) es la densidad en el punto (r. y 
senta la masa que rellena el volumen V. 

9. El volumen V de un cuerpo es igual а 


ENCAN 


10. Si el dominio de integración V se define por las desigualdades а < 
Sib n) SyS у (ж), z (т, у) 2 z (2, y), donde y, (2), z; (2. у) 
(Т = 1, 2) son funciones continuas, entonces la integral triple de una función 
continua f (=, y, з) en coordenadas rectangulares puodo вог са lculada por la fór- 
mula 


Ja integral triple (4) repre- 


2 è ию җи 
GUS Str засаа} ае {аз | fenga 
y Н 


өй a Y 


ХИ. Teoría de las probabilidades 
1. Se entiende por suma de dos sucesos A y B: A +B =A UB, 


el suceso que tione Ingar sotamento cuando so realiza por lo menos uno de los 


sucesos А о B, 
2. Se entiende por producto de dos sucesos A y B: AB = А fB, 


el suceso que tiene lugar solamente cuando se realizan a la vez los sucesos А y В, 
3. La probabilidad (en el sentido clásico) de un suceso A 
Р(Ау= $ (0 Р (4) < 0) 


es la rolación del número т do todos los casos elementales favorables al suceso 
A respecto al número л de todos los resultados elementales posibles con iguales 
posibilidades de producirse. 


4. Probabilidad de ип suceso contrario: Р (A) = 1 — P (А). 
5. Teorema de la adición para dos sucesos incompatibles A y B: 
Р (А + B) = P (A) + P (B). 
En el caso general Р (4 + В) = P (A) + P (B) — P (AB). 
6. Teorema de la multiplicación de las probabilidades: 
P (АВ) = P (A) P4 (B), 


donde Рд (B) es la probabilidad condicional correspondiente del suceso В. 
Si 103 sucesos A y Я son independientes, entonces 


P (AB) = P (A)-P (8). 


7. Fórmula de la probabilidad total P(A)= У) P (Hi) Рн, (А), 


Anexos 597 


donde И, Ha, . - -, Н, forman un grupo completo de hipótesis; 
э Ha ” 


A= Ў HA, MU рага ij У PDEA 


© © 


8. Fórmula de Bayes: 
P (H;) Pu, (A) 


Pa ill; 


Y PH) PujiA) 
= 
i= 4, 2, ..., п), donde Hi, Ma, .. -, H forman un grupo completo de hi- 


pótesis. 
9. Fórmulas fundamentales del análisis combinatorto: 
a) número de arreglos de n elementos tomados de a т: 


Ra 
Ta * 
b) número de permutaciones de n elementos: AR = nl; 
€) número de combinaciones de n elementos tomados de а m: 


opa A E IA 


тї апт + 


ARA а 0) 


10. Fórmula del binomio de Newton: 
(a + ру” = 9% + Cap + CAU р“. 


11. Ley de distribución binominal: en las condiciones dol esquema de Ber- 
пош! Ја probabilidad de realización de un suceso А oxactamento 
т veces en n ensayos (0 < т < п) ез 


пі 
(а т) 
1 — р cs la probabilidad А еп un solo onsayo. 
г 


Р, от) Стрит речт", 


donde Р (4) = р, Р (А) = 


12. Fórmula local de Laplace: Р» (т) = TER 
apa 


(убаво el $ 11), donde 0 < p < 1, q = 1 — p, 2 = (npa) ™? (т — пр). 
13. Fórmula integral de Laplace: 


P (т, S m < ma) я Ф, (tm,) — Ф, (Tm 


» 


donde tm=(npg71*(m—np), Фо (2) = 


14. Fórmula de Poisson Pn (т) = 


donde u = np, y la probabilidad р es pequeña. 
162 Esperaras meiemática do una variable alestoría discrota 


Ха (ша, Zar ==>, Ta), donde p¿=P(X=x¡) (i=1,2, п), D Pi 


= 
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es 
M(X)= Y) ар. 
A 
рана esenciales: 
©; 


ФМ ОТУ) моъ М (Уу 
Xx — Y) (X) — MAY) 
M (CX) = см (х); 
M (ХУ) = M (X) M (Y) 
х oY son independientes). 
16. Dispersión de una variable aleatoria discreta X; 


D= M {[X — М (Ху) = M (X*) — [М (Хур. 
Propiodades esenciales: 


1) 

Н D RIY Y) = D (X) + D (Y) (X e Y sou indepondientes); 

3) DACX) m сїр (X) 

17. Para la ley binomial do o distribución del número de manifestaciones X 
de un suceso А en n епазу 

1) P (X = m) = Стр" жт = 0, 1, 2,..., n), donde p= P (4), 


a) función de distribución 
Форе ха} «04 


(=00 < т < +), dondo y (2) es la densidad de probabilidad: 
b) esperanza matemática 
+% 


м(ху= | gar 


с) dispersión 


р(х)= $ {#—М (01% Ф (2) dz. 


19, Para la ley normal de distribución do una variablo aleatoria X la den- 
sidad de la probabilidad es de la forma 


=ix=x0)8/203, 


O 


donde х= М(Х), o= y D(X). 
En este caso 


PU<=<0=0 ( 
donde Ф, (г) (véase el $ 13) es la integral de probabilidad estándar. 


Respuestas 


Capítulo 1 


2. (0, 0), (10, 0), G SVB заи, 25 b) Ml злом 0 
а) ме —1). 4. А, (8, 4); В, (и, 3). 5. 2 = б, ы паа = 0, y 


Ж r: 
в. (2 01).1.86.5. 8. Sy 7.9. (4, 3). 10. mes), и.да at h 
и= Yo + tk yk = 
12. 12. 14. y, = 10; ya = —5. 15. 155 ha. 


s. n— 0), donde h= 


Capítulo П 


nadas (0, 0); йүн 
una distancia 


Capítulo TIL 

2. y = 0; y = 2V3; y = V3 (z + 5); у == — }73(к-— 5). 3. 2 3у + 
+o b, Be Hy m18 207. O EE 6. 72 
— 2y — i = 0; V53. 7. 7z + Ву — 11 == 8. öz + 5y — 56 = 0. 


iym 
9, z +y —7 = 0. 10. y = 01r — 25 m; 150 m. it. Y 
Ъ) no hay punto de intersección; las rectas son paralelas; с) z = f, y = 2t, 
donde £ es arbitrario, las rectas coinciden. 12. у = т. 13. Es 0). 14. z = 


=. donde k, = tg a y ka = tg B. 15. + 1). 16. 13. 
o, 18. B'a. 18. 7. 20. 8z — бу — 15 = O, 8z — 6y + 25 = 0. 21. y = 


Capítulo IV 
1. а) C (4,0; R = 5; b) 22 + p? = 22; с) +4 


EES ве EEEE 527 EE E 01У] 3. гр 
—1=0. 4. a = 2V7, b = 2, e = 2, F (2, 0), Е (—2, 0), e = 4/ VZ. 5. a 


1 
+3 


воо Respuestas 


np a 
E +Ё=в9 a+ E 
= 3/2, с = 5/2, e (24 0) (25,0). e = 125; Lom 1 в, 
450/1281. 9. 5/3; 5/4. 10. Р,Р,-= сез) гіу = 10. 12.5/3. 13. y! 

14. (0, 1); —1. 15. 7,5 ст del vértice, 16. 24. 17. y 
= rh n — #— 2, m = y H 3:0, @, 8), 19. а 
= БШ 0, (2, 4%). 20. у] =з. зр 
hy = 9 m. 


= 4. 6. 4. 7.a) а= 


е-и 


Capítulo Y 
2. А(б, б); В (ЗУ 7,3Зу/2); С (0,2); DI-2V2, 


—2у/2). 4. а) pme gi 


b) p = —2 cose g; c) ф = ala y p = 52/4; d) 9 = arctg 2 y p = n + arctg 2; 

6) p = sec (o —=) Dp=5. 5.o = тору 6 . zt 4+ p? = ar; circunfe- 

rencia de contro en ol punto € ( o) y deradio R = ll 1. у = 22 + 1 pará- 
за а 


1 (hipérbola). 10. y? = 102 


bola). в. 2 + E А (elipse). 9. 
(parábola). 14. 505; (—305; —405). 


т 


Capítulo VI 
A A 
d) ¿> —1.3. f (0) = 2, / (1)=0, / (2) = 0, /(8) = 2, 7 (—х) = z? + 3r + 2, 


1(+) E | (e +1) = at 2.6. 4,25 5. у = 2r — 10.6.) 10) = 


зе аа јо 3. 1. р 0 = ple в. 011 —-- 


ПО) = л. 9. а) а е #527; b) х= у, т = 2 Aresen у. 41. = 
= —1,88; sy = 0,35; ху = 1,53. 12. 4,49. 13. 1,8796; 0,6028, 


Capítulo УП 
1.0) —3 < z < 1 Б) —œ < z < 0, 6 < < со; с) 1/2 < <1, 
1<2<151d) —2 <z 4,0 2 9 2. 2. 0,4%. 3. Dos, 4. a) 0; b) 1; 
0) —4/2. 5. a) 1/6; b) 1/42. 6. 0. 7. 5. 8. 1/2. 9. cosa. 10.2. И. lim z= 
melbs На „= . 13.4. 14. 0. 45. ез, 16. а, 17.0% 18. Г. 


2-0 


Capítulo VIIE 


1. Az == 90; Ау = 1.5. —1,—2,—3. c+ р @=0, МЕК ЧЕР 


7.0; +1, +2, . , . 8. 3. 9. 1/4. 10.2. 11. a) z paato'de discontianidad de 
primera especie; b) z ; pento do discontinuidad de primera especie; c} z = 
= 0; punto de discontinuidad de segunda especie. 
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Capítulo X 
ї. ау y 62—15 b) 7 (0) 2а, $ (1)=—2, P(—10)=0,002. 2. y'= 
t 2 1 4 a 

= ' -4 y= Я б'=бз—2л, 
ГЕ ЕГ" ДА A аг E 


== (3х-+-1)/2 VZ. 7. y — 2% соз >-+-2т зеп т. В. y'= —2л/(1 42%). 9. y'= 
Н) 40, 2 
З М (зет rF cos z)? * 


y 41. y'=sen 2r. 12, у? = 22 с0з22. 


3 dE Ed dE 

13. и аттен, М. y'= patse 15 ире 
1 2inz 2 1 

16. тїт 7 A =r 


andan 21. 2, 29. E en, 28, иу: 


ж 1 ч я 15 ye 1бс0в2к_ 
27. 
з. 


34. ау n= ещи DNS «) =i 35. а) у= 


= (ә%—2)е7*% b) у^ == —4зеп 2r. 36. y == — 1/2. 37, у" = (02—422) е7. 
ЗВ. Jet, 0) 0, PO==0 38. а) у=12:—146; b) ула; 
©) к--4у-Е8=0. 40. DG. а. em. 12, 8) Rx 


b) dz+y— 30m0; e) ás +9y=0. 48, in me 44. 0,8 m/s. 45, оа +B, 
= В. 4б. v=1—-cost; j= sen t 


Capítulo XI 
3. (—00, 2), (2, +90). $ (оо, —i), (~ 
9. =. 10.0. 1.0. 42 


1), (1, +0) 5. (00,4), (1, +00), 
1з. 2. 14.5. 15. 4.16. 2 


E 
= $ (máx. ПРЕСТЕ 

3 

(mín). 20. z = 4, ерат, y = —1 (mín). м.а у= 


(máx). 22. z = + y= p (máx). 23. Lados del rectángulo: ауа. 24. 


ау, v VZ. 25. Altura del cono = 44/3. 26. a/6, 24/3, 24/3. 27. z = 
= 2/27. 28. Dominio de definición: —со < х < +o; іа y 


ж» y == —оо. La función es impar. No hay puntos de discontinuidad. 
Puntos de intersección соп los ejes de coordenadas: (— Ya 3, 0) (0, 0) М УЗ. ш 3, 0). 
Puntos de extremo; ymin = —2 para г = —1 еу, = 2 рага unto de 
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inflexión: (0, 0). 29. Dominio de definición: —o < z < +œ; lím у= 
= lím у = +o. La función es no negativa. No bay puntos de discontinui- 
xro 


dad. Ceros de la función: 7, 


O y z, = 2. Puntos de extremo: Yaga = 0 para 


z=0yz 


25 ук 1 para z= 1. Puntos de inflexión: (: YE 


( + Уз +) 30. Dominio de definición: —оо < z < оо; lim y = 
= lim y= 1. La función os par. No hay puntos de discontinuidad. Cero 
Porra 


de la función: z = 0. Punto de extremo: у, = О рага z = 0. Punto do inflo- 


xión (51/373, 1/4). 
ЗГ, Dominio de definición 


=-0 im ym-o, Иш ут е, lim y=-+o Та 
z0 a o 

función es impor. Punto de discontinuidad; z = 0. No hay ceros; la función ез 

negativa para z< 0 y positiva рага z > 0. Punios de extremo: ymax = —2 

рага z == —{ 8 у= 2 para z = 1. No hay puntos de infloxión; la contavidad 


в hacia abajo para z < 0 y hacia arriba para z > 0. 


32. Dominio de << lyli<r<+to; m у= 
=1, lim ¿E +00, lim ¿a lim у= 1, Punto de dis- 
no х хеее 
continuidad . Cero de la función: z = 0. No hay puntos de oxtromo; 


la función es creciente en los intervalos (— co, —1) y (—1, + оо). No hay puntos 
de intloxión; la concavidad es hacia arriba para = << —1 y hacia abajo para 
> 


33. Domi —<r<iy2<r< ¿0 
lim y=0, Ит у= — lim у= +œ, Ит у= +o, 
soe 5572-0 2240 x-2-0 

lím у= —, lím у = 0. La función es par. Puntos de discontinuidad: 


2240 noto 
7, = —2 y ту = 2. Punto de oxtremo: yinin = 2 para т = 0. No hay puntos de 
ones: copcavidad hacia abajo para z < —2 y r > 2, y hacia arriba рага 
25 s< 

34. Dominio de definición: —o < z < 1; lím y =—00, y (1) = 0. 
No hay puntos de discontinuidad. Сегоз de la función: т, = 0 y т, 
clón ез negativa para z < 0 y positiva para z > 0. No hay puntos de 


тайдай. Puntos de extremo: Ymax = 2V 39 = 0,38 para з == 2.0 Vm = 0 
(extremo de borde) para z = 1. No hay puntos de infloxión; concavidad hacia 
abajo. 

а Dominio de definición: 0< z < 1; на. y=+0, у (4) = 0. 
Punto de discontinuidad: х = 0. Сего de la función: т = 1; la función es no 
negativa. La función es descreciente; el límite mínimo: у = O para z = 1. Punto 


de inflexión (3/4, 1/ ү 3). 
La función va poriódica de período 2л; y (0) = y (2л) = 1. No hay 


puntos de discontinuidad. Ceros de función: =, = = Yi a Puntos de 


extremo: узах = УЗ para z =P 0 ymm — VT para z = ЗА. Puntos de in- 
flexión: (32/4, 0) у (17/4, 0). 
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37. Dominio de definición: 0 <z < +o, lim y= 0 y im у= 
+ a+ 

= +o. Punto de discontinuidad no esencial: z == 0. Cero de la función: z = 1; 

la función es negativa рага 0 < z < { y positiva para 1 < z < +o, Punto de 

1 


extremo: Ymi = —L ~ — 0,37 para z 


cavidad hacia агг 


INDICACIÓN, Con ayuda de la regla de L'Hospital se demuestra que cuando 
N -> -+o el número А crece más lentamente que su logaritmo natural, os 


mN 


‚ No hay puntos de inflexión; con- 


decir, lim 0-0. 
жее 

Рог ево Иш у= lim zinz= lím „—!"#/# o, 
+0 +0 х-+0 ijz 


38, Dominio de definición: —® < z < +æ; lim y= оо, 
Ит y= 0. No hay puntos do discontinuidad. Cero de Ïa función: z = 0 
la” Tunción es negativa рага т < 0 y positiva рага z> 0. Punto de extremo: 
Ушак =È я 0,37 para z = 1. Punto de inflexión(2, 2), donde Дж 0,27. 


INDICACIÓN. Para ballar Ит y, se puedo utilizar Ја 


+ 


z 

lim y= lía еә lim —= lím 

ааа тоа е а, 

39. Dominio de definición: —оо < z < +00, lim y = —0, 

Jím y= +æ. La función es impar. No hay puntos de discontinuidad. 
qe 

сето de la función: z == 0; la función es negativa para z < 0 y positiva para 


а > 0, No hay puntos de extremo; la función es crociente. Punto de inflexión: 
(0, 0), concavidad hacia arriba рага z < 0 y hacia abajo para z > 0. 


Capítulo XII 


ЕЈ zdr 
1. dy=6z dz. 2. dy= z соз хл. 3. буур dr- 4. A 
de 


5. ду=- =. 6. dy=2rdr=2 (214) AH2 dl. 7. ш) Ay=4, dy 


b) Ay=0,211, dy=0,2. 8, 30,801 шә. 9. а) 0,983; b) 0,495; с) 0,795. 


40. Ay=0,07. 11. dy=—22e"% dx; азу (422—3) 7% da, 


Capítulo ХП 
за _ 82а 1 
LAO 2 lo ll O. э —р y 
3 a ых, 20а) _©0в3а , semór 
Tan? tetra РС 5 с жш быы 


воз Respuestas 


Vž+: v3 


V2—:y3 
Kz 
ао (z Y) +С. 10. areson ас. t. + 


1 z 
6. tgr—ctgs4 C. 7. ы +С. 8. г с. 
ваа нна брза аЬ | 


9. 


Ж 

УЗ 
аа С. 2. An (t490. 13. 
аи 1С. 18. гагц. 


жаиа. ив. o = 


i 
04 qt. 2. ed 


+A ense с. 23. фор ои +e. 24. 2V7-2In(1+ 


ете Аас. 2. 


+VD+C. 25. С. 26. х—1а (1-26). 27. zarcgr— 


ГЕ 
—H ind Hr) Co эв. 21а С 29. —zcosz 4 зеп: С. 


30. (2—4) +С. м. MEL e, з. (8. 242010. 33. —1, 


vá 
AN 1 1V5-Y2 1 
хагеш («}/ 2) с. ом. ГАП mj 7 zje з. Xx 
atio 2 2z+1 1 2z—3- V5 
Р. с. le н . 37. 1 = |) 
xarctg == +C. 36. ygs УЗ +с. TE 


Ж. z- ly 1=+515 Р Ы4- 
+e. зв, q n| gy be c. 39. >н +. 40.32 la аз АУА 


+3 агоц (2462) С. 41. Фу (2: —3#-+-с. 42. + CEFAN Fi + 


+C. 43. атевеп 5-40. 44. Inlr+ IEC. 45. mm [++ 


| A 41. Mmi4+2+ VD FF +C. 
48. ыу ЧЫ ыраа 5. сов costz С, 


м. 3.24 seneti senár+C. 52 Fosa Lon (2z + a) + C. 
58, мамо. 5i. G++) ес. 55. (а) С. 


5 azel cos 22-4 sen 2z-+C. А ч e G sen 3—2 cos 32) + C. 


z 
z аы 
зв, + aretgr+ C. 59. z(In®z—2lnz4+2)+C. 60. zarcsen z+ 


+VIZB4C, 


Respuestas 805 


Capítulo ХТУ 
‚1.4. 45. 5. а) е; b) me, 
b) —е1. 8.вул;Ь) 5 


1.2.2.0, 
6. 13/0. 7. a) — 


10. a) 4; b) Hot 


Capítulo XV 


L 20102,2. 3. 4 ле. 1.622.151. ii 


ge La 
i 1n2 
ж об. 9. nt. 9.1. Ene. 10. п. “. анде нл. ва, 
a „=—— 
12, аз. 43. ZE. 44. E TEE 15. Ва. 16. FAB 400 +(4+0)(8+0)) 
47. 4nR3/3. 48. 181/15. 19. n?/2. 20. 2д. 21. 641/15, 22. math/2, 23. 2л 
ЭВ. 25 m; 2,5 m/s. 25. 25 J. 28. 2qol/x. 27. 1740 J. 28, 243/3. 


Capítulo ХҮІ 


L= -4a +iy. 2. a) Banda vertical; b) semiplano; с) ángulo; 


d) interior de un círculo unitario. 3. La imagen del dominio es un triángulo cur- 
imas limitado por las curvas: о? = 4 (1 — u), 12 = 4 (1 + u), v = 0 (w = 
= u 4- iv). 


Capítulo XVIL 


1. a) 4; b) 1, 2. z = 280; y = —310. 3. 1) z = t, y = 14 — t (—0 < i < 
< +) para æ = 2; 2) no tiene resoluciones para æ s 2. 4. z= (5 — 300/ 
@5 ы улу == 10/08 F о}, si а а 25) para d = —29 las reclas son parao- 
las. 5. z= 39r, y = 23t, з = 6l (оо < t< оо); x= 39, y = 23, 2 = 6 
рата t= 4. 6. a) 0; b) 125 су 20 1. у= h za = 2. R. D = 84, Dy = 14, 


Dy = —84, D, = 70; 2 =$, y = i аф. Dim 17, y == 7 


[1 
(о <t < +). 10. z= 0, y = 0, 3 = 0 mg Gran у= ч, 
z=—t (o < t< оо) para а == 0. tl. 127 = 0,433 
= —248/127 æ —1,0628, гу = —189/127 э —1,4403, za тойо > 
Capítulo ХУШ 
1. a = 2; a = л/3, В = 24/3, y = д/4. 2. F = 10; a = 12, B = 0, y = 


4. 20, 5. 5 = 8 y J; соз p= 4/7, sen Фф = Фу 6. No coplanares. 


Capítulo XIX 


1, а) Conjunto de planos de coordenadas Oyz у Oxz; b) conjunto del plano 
de coordenadas Озу y del plano bisector del diedro que forman los planos de 
coordenadas Ozz y Oyz; с) dos planos paralolos y = = 1; d) cilindro 
parabólico; e) recta paralela al eje Os; 1) plano de coordenadas ду; 8) ejo Os; 


h) punto О (0, 0, 0). 2. p = 4; а = 60°, В = 120°, y = 45°. 3.5 г = 4. 
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5.2=3. 5. 1,31. 
6, 60°, 120%, 135%. 7. (o. - 
tyh br + áy—22=0. 9. 


,0) -8.224 


10. а=2, = УФ, c= 5 и. 3V3Z, уЗ. 12 
5280 bto | A 32 
= cado: ; arccos VER i 24y=a, т=асов з? 
иа зт +, 

Capítulo XX 


1. a) Banda | y | < 1; b) oxterior del círculo а? + y? > 1; с) semiplano 
x + y > 0. 2. a) Rectas paralelas; b) rectas que pasan por el origen de las coor- 
donadas, excluyendo este origen; с) hipérbolas cuyos ejes coinciden con los 
gies do coordenadas Oz y Oy: d) las de eje común Oy. 3. a) Planos parale- 
los; b) cilindros circulares de eje común Oz. 4. а) du = 2 [(z — y) dr — 


ефир b) du = WE „ш. 
Y sd Arima e E= E 
Tay 97 O Ге а 


4 7T 2; тай, (М = УЗ, б. Jgradu(4)1 œ 50,5 °C/km. 7. а) Hp 


dh ou i ыа „гш _„ 
Va? Фу у' б у Pm 
HR у= A чүй ы! 
-EP Eh OEIT ЭЙ ати! ® 
hm 0 = we maye 2,48 kg/m? + 0,26 kg/m. 


0. а= у= а. 12. Lados del paralelepipedo: Jr 


А Л 
13. Lados del paralelepípedo: 242, жүз ч! 


16. mínu=0=u (—0,6; —0,8); máx u=10=u (0,6; 0,8). 


Capítulo ХХІ 


1. Divergente. 2. Divergente. 3. Convergente. 4. Convergente. 5. Diver- 
gente. 6. Convergente. 7. Convergente. 8. Convergente. 9. Divergente. 10, Con- 
vergente. 11. Convergento. 12. Convergente, 13. Convergente. 14. Convergente. 
15. Divergente. 16. Convergente. 17. 1 < z < 1. 18. —= < z + о. 


19. 2=0. 20. —11#<3. 21. а= 1-2 һа i a (-o<r< 
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252 мз | 28:8 


21 ar el 


Am) еу eh бед). 2 ет 


<+o0), 22. sen? z= -o0<r<+o). 23. Yi 


mb br oo). 25, INDICACION: costa= 

A (—о<т<-роо). 
. 2. TZ A+ 
1<z<1). 28. а) 1,049; b) 0,309; с) 1,037, 


29, OA a) pt Мз 


(зева ЕТЩ 


¿(az 


b) 2 


a J (~as: <n). 
Capítulo XXII 
8 ya 4. a) ri4yo=C; b) yC; с) y=C-+nx; д) y= 24 Сек; 
0) y= —1л(С—®). 5. а) у? — 20210 Cr; b) у леї. 6. у= 169—0). 
7. a) + b) т=-Сеў—(%--2у--2). 8. y=wsenz. 9 224-2 С. 


10. y= eD, И. 000 (Zu 12. 100 g. 13. y(2)=4,122% valor 
exacto de y (2)=14-e72=4,135. 14, y=C,+Cgr—senz. 15, у= Сү sen (х--Су). 


10, ye EL, eo 18. а) у= 

ЕЕ ы E 
41 4 

«са (Съсева ЕС, зид. 20. реал (с. = |- C, sen ya г) ү 


22. paein t 23, y=2cosz—senr. 24. EA Е 


25. 


+ sen 2-С, cos 224 Cosenza. 26. у 1. 004 T 


+C. 21. y=t+r—ercosz. 28. к= биси cos (t Ис) 7 
donde пут, р/т y ku, ka son coeficientes de proporcionalidad. 
Capítulo XXI 


1. a) 3V5/2 b) (2 V2-4)/8; e) aR5/4; d) a 14-0) V 2-8]. 2. s4. 
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+ == = Bo т. a) 16/15; 
b) 2л; с) 2л. 8. —9/2. 9, а) —2; b) 0; с) 3/2; d) е®—1. 10, —2лар. 11, A= 


k ES b £ 
=4 (00. 12 (5-1). Bm. 40 


3. ЛА. 4, 2920; mr 5. + 


Capítulo XXIV 
4, a) 3/21; b) (1—e)% с) aj2. 2. а) 4(2Y2-4)/15; b) 2/5; е) 2a. 
1 2 E $ 1 2 


3. а) ( af Ha, n=) ay ro, y) dr; b) {2 Ha, arth ах 
о 2 з у? ГИК) 1 


2-а 1 2y 1 т-а 1 
x f а, иа {а j Maya; ө Ya | fe Day= | ayx 
Ц Ei 4 i 
VISA 2 s s Yi 2 
x | tenso Jal лиа а | renis o fax 
è A pe і 
Via 1 MVR 1 VE 
x | rmna=ja | ren doo Jay] fe as 
л ya o 
e ina A-aren y Bajs 1 
sja eve ә {а | Inés СЕ 
п } © аар ай 
аср 0,5 2600 ajs sen фјохаф 
хе ы È ap | ма; о fa ТЕТЯ 
-arigos 0 о 


6. а) 1/3; b) 4/24; с) 2— У2 (14 V$) ш. 7. а) 2a%; b) л/4. 8 a) 1/3; 
b) (3n—4)/6; с) 88/105; d) 32/9; e) 2abc/3. 9. 111-86. 40. 200, 


»=-р = її. 4/48. 32. 28/8. 


Capítulo XXV 


А+А= 
Ta 
b) 0,876; 0) 0, Р, = 807243; P, 
a = 10/ її; D = 0,0049; o 
аз. оваца Ааа 0<7<4 Фу = 


= іра {<< Фш)=1 paa 2<2< фо Ml; 
4 
D X) = дзе) Mm = 0; D (0) = чо (0) = у 058 


15. æ 0,384. 16. El número de los paquetes estándares debe ser de aproximada- 
mente 9540. я 


